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13o Κριτήριο αξιολόγησης στα Μαθηματικά Προσανατολισμού της Γ΄ Λυκείου  

Διάρκεια: 1 ώρα 

Ύλη: Κανόνες DLH 
 

Θέμα Α 
Ένας μαθητής ισχυρίστηκε ότι «αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x , τότε η f   είναι συνεχής στο 

0x », δίνοντας την παρακάτω απόδειξη: 

 
   

 

0

0
0

0
x x DLH x x0 0

0

f x f x
f x lim lim f x

x x

 
 
 

 


  


 άρα η f   είναι συνεχής στο 0x .  

Η πρόταση που διατύπωσε ο μαθητής δεν ισχύει και η απόδειξη είναι λανθασμένη. Να βρείτε το 

λάθος στην απόδειξη και να αναφέρετε πότε θα ίσχυε η πρόταση. 

1 μονάδα 

 

Θέμα Β 
Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 

A) 

x x

x 0

e e 2x
lim

x x





 


                              B) 

3

xx

x ln x
lim

e


                              Γ)  2

x
lim 3x 2ln x


   

Δ)  x 2

x
lim e x


                                    Ε)  x

x
lim e ln x x


                       ΣΤ) 
x 0

1 x
lim

x 1 x

 
 

 
 

1 + 1 + 1,5 + 1,5 + 1,5 + 1,5 = 8 μονάδες 

 

Θέμα Γ       

Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 

A)  x

x
lim ln x e x


  
 

                         B)  
x
lim ln x x ln x


                              Γ) 
x 0
lim x ln x


 

Δ)  
x 0
lim x ln x


                                    Ε) 

1

x

x
lim x e 1


  
  

   

                                         ΣΤ) 
x

x 0
lim x


 

1,5 + 1,5 + 1 + 1 + 1 + 1 = 7 μονάδες 

 

Θέμα Δ 
Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο .  

A) Να αποδειχθεί ότι 
     

 2h 0

f x h 2f x f x h
lim f x

h

   
 . 

B) Αν  
x
lim f x 


    και    

x
lim f x xf x 1


     τότε να αποδείξετε ότι: 

i.  
x
lim f x 1


            και            ii.  
x
lim f x 0


   

2 + 1 + 1 = 4 μονάδες 

      

 

Εύχομαι κάθε επιτυχία! 

Νίκος Τούντας 

 

Προτεινόμενος χρόνος: Θέμα Α: 5 min / Θέμα Β: 20 min / Θέμα Γ:  20 min / Θέμα Δ: 15 min 
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Λύσεις 

 

Θέμα Α 
Το πρόβλημα της απόδειξης είναι η εφαρμογή του κανόνα De L’ Hospital. Δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το 

 
0x x

lim f x


 . H πρόταση θα ίσχυε, αν γνωρίζαμε ότι υπάρχει το  
0x x

lim f x


 και είναι πραγματικός αριθμός. 

 

Θέμα Β 

Α) Είναι 

0

x x 0

x 0 DLH

e e 2x
lim

x ημx

 
   



 




0 0

x x x x x x0 0

x 0 DLH x 0 DLH x 0

e e 2 e e e e
lim lim lim 2

1 συνx ημx συνx

   
        

  

   
  


. 

Β) 
3

xx DLH

x ln x
lim

e

 
 
 






2

xx DLH

1
3x

xlim
e

 
 
 






2

xx DLH

1
6x

xlim
e

 
 
 






3

x x 3x x

2
6

1 2xlim lim 6 0
e e x 


  

     
  

. 

 

Γ) Είναι 
    

2

x
lim 3x 2ln x

  


   

2

2x

ln x
lim x 3 2

x

  
  

  
. 

Όμως, 
2 2x DLH x x

1

ln x 1xlim lim lim 0
x 2x 2x

 
 
 

  
    και 2

x
lim x


  , άρα 
2

2x

ln x
lim x 3 2

x

  
    

  
. 

 

Δ) 1ος τρόπος: Είναι  
    

 
2

x 2 x

xx x

x
lim e x lim e 1 1 0

e

  

 

  
          

  
  αφού 

 

 

 

 

22

x x xx D.L.H x x D.L.H x xx x

x 2xx 2x 2
lim lim lim lim lim 0

e e e
e e

 

 

    

 
    

 
. 

2ος τρόπος: Είναι  
    

 
x

x 2 2

2x x

e
lim e x lim x 1 1

x

  

 

  
           

  
  αφού 

 

 

 

 

x xx x x

2x D.L.H x x D.L.H x x2

e ee e e
lim lim lim lim lim

x 2x 22xx

 

 

    

 

     
 

. 

Ε) 1ος τρόπος: Είναι  
    

 x x

x xx x

ln x x
lim e ln x x lim e 1 1 0 0

e e

  

 

  
             

  
  αφού 

x x xx DLH x x

1

ln x 1xlim lim lim 0
e e xe

 
 
 

  
     και 

x xx DLH x

x 1
lim lim 0

e e

 
 
 

 
   

2ος τρόπος: Είναι  
    

 
x

x

x x

e ln x
lim e ln x x lim x 1 0 1

x x

  

 

  
              

  
 αφού 

x
x

x D.L.H x

e
lim lim e

x





 
    και 

x D.L.H x

ln x 1
lim lim 0

x x





 
  . 

 

 

 

 

x xx x x

2x D.L.H x x D.L.H x x2

e ee e e
lim lim lim lim lim

x 2x 22xx

 

 

    

 

     
 

. 
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ΣΤ) Είναι 
x 0

1
lim

x
   και 

0

0

DLHx 0 x 0

x 1
lim lim

1 συνx ημx 

 
 
 

 
  


, οπότε 

 

    

x 0

1 x
lim

x 1 συνx

  



 
  

  

0

2 0

DLHx 0

1 συνx x
lim

x 1 συνx

 
 
 



 



 

0

0

DLHx 0

ημx 2x
lim

1 συνx xημx

 
 
 






  x 0

συνx 2
lim

ημx ημx xσυνx




 
 

 
x 0

1
lim συνx 2

2ημx xσυνx

 
   

 
, γιατί 

x 0 x 0

1 1 1
lim lim

ημx2ημx xσυνx x
2 συνx

x

  

 
 

   
  

 

 αφού

 
x 0
lim συνx 2 1 0


    . 

 

Θέμα Γ 

A)      
x

x x x

xx x x

x e
lim ln x e x lim ln x e ln e lim ln

e  


      

x

x
u 1

e

xx x , u 1
u 1

x
lim ln 1 limln u 0

e

 

  


 
   

 
 αφού

x xx D.L.H x

x 1
lim lim 0

e e





 
  . 

 

ΣΧΟΛΙΟ: Είναι  x

x
lim x e


    οπότε  
xu x e

x

x x , u
u

lim ln x e lim ln u
 

  


     άρα το όριο είναι της 

μορφής  . Αν κάνουμε   
 x

x

x x

ln x e
lim ln x e x lim x 1

x 

 
     
 
 

 τότε είναι  

 x x x x

x x xx D.L.H x D.L.H x D.L.H x

ln x e 1 e e e
lim lim lim lim 1

x x e 1 e e

  

  

   

 
    

 
 οπότε καταλήγουμε σε απροσδιοριστία 

της μορφής  0   . Εδώ λοιπόν φαίνεται ότι είναι καλύτερα να χρησιμοποιήσουμε τις ιδιότητες των 

λογαρίθμων. 

 

Β)  
x x

x ημx
lim ln x ημx ln x lim ln

x 


      

ημx
k 1

x

x x , k 1
k 1

ημx
lim ln 1 limln k 0

x

 

  


 
   

 
.  

(Για x 0  είναι 
ημxημx 1 1 ημx 1

x x x x x x
      . Όμως

x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   
 

, οπότε από το 

κριτήριο παρεμβολής είναι 
x

ημx
lim 0

x
  άρα 

x

ημx
lim 1 1 0 1

x

 
    

 
.) 

 

Γ) 
   0

DLHx 0 x 0 x 0 x 0

1

ln xln x x
lim x ln x lim   lim lim

1
1

x
x

   

 
   

   


  

 
 
 

2

1

x


 
x 0
lim x 0


   . 
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Δ) Είναι  
  0

x 0
lim εφx ln x






 

x 0

ln x
lim

1

εφx




DLHx 0

ln x
lim

σφx

 
 
 




2

x 0 x 0

2

1

ημ xxlim lim
1 x

ημ x

  

 
   

 

x 0

ημx
lim ημx 1 0 0

x

 
      
 

. 

Ε) 1ος τρόπος: Είναι 
 

1

x

x 0
lim x e 1
 

  
   

   

01

0x

x DLH

e 1
lim

1

x

 
 
 






1

x
2

x

2

1
e

x
lim

1

x



 
 
 





1

u 0x

x u 0
lim e lime e 1
 

   . (

 
1

u1
x

ux

x x , u 0
u 0

lim e 1 lim e 1 0



  


 
    

 
) 

2ος τρόπος: Είναι 

1
u1 ux

x

x x , u 0
u 0

e 1
lim x e 1 lim .

u



  


   
   

   
 Θεωρούμε τη συνάρτηση   xf x e ,  η οποία είναι 

παραγωγίσιμη με παράγωγο   xf x e  . Άρα 
   

 
u

0

u 0 u 0

f u f 0e 1
lim lim f 0 e 1.

u u 


     

 

ΣΤ) Είναι 
 0

x x ln x

x 0 x 00

lim x lim e
  

 .  Όμως  
 0 DLHx 0 x 0

ln x
lim x ln x lim

1

x

 

 
 
 

 
   

x 0 x 0

2

1

xlim lim x 0
1

x

  
  



.  

Θέτουμε x ln x u . Όταν x 0  τότε u 0 , άρα x x ln x u 0

u 0x 0 x 0
lim x lim e lime e 1

   
    . 

 

Θέμα Δ 

Α) Είναι 
         

0

0

2h 0 DLH h 0

f x h 2f x f x h f x h f x h
lim lim

h 2h

 
 
 

 

       
   

       
h 0

f x h f x f x h f x
lim

2h

       


       
      

h 0

f x h f x f x h f x1 1
lim f x f x f x

2 h h 2

        
      

 
 

γιατί 
       h u

h 0 h 0, u 0
u 0

f x h f x f x u f x
lim lim

h u

 

  


      
 



   
 

u 0

f x u f x
lim f x

u

    
   

 
. 

 

ΣΧΟΛΙΟ: Δεν μπορούμε να κάνουμε δεύτερη φορά DLH γιατί θα είναι: 

       
0

0

h 0 DLH h 0

f x h f x h f x h f x h
lim lim

2h 2

 
 
 

 

        
  και δεν ξέρουμε αν υπάρχει το όριο 

   
h 0

f x h f x h
lim

2

   
. Αν γνωρίζαμε ότι η f   είναι συνεχής τότε 

       
 

h 0

f x h f x h f x f x
lim f x

2 2

      
   και θα μπορούσε να γίνει και δεύτερη φορά DLH. 

 

B) i.  
     

   
x x DLH x x

xf x f x xf x
lim f x lim lim lim f x xf x 1

x 1

 
 
 

   


        . 
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ii. Έστω        
   g x f x

f x xf x g x f x
x


     , τότε  

 
   

     
x x x

g x f x 1
lim f x lim lim g x f x 0 1 1 0

x x  

  
           

 
. 
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