
 

1 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

ΣΤΙΣ ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 

(ΣΤΑΘΕΡΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ) 
 

Σταθερή συνάρτηση 
 

1.  
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   6 6 2 23f x x x x x      είναι σταθερή και να βρείτε    

τη σταθερή τιμή της. 

 

2.  
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   4 4 2 2 22 3f x x x x x x        είναι σταθερή. 

 

3.  
Δίνεται συνάρτηση f δυο φορές παραγωγίσιμη στο R για την οποία, για κάθε x R ισχύει 

f '(x) · f΄΄(x) = 0. Να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) = (f '(x))4   είναι σταθερή. 

 

4.  
 Έστω μια συνάρτηση f:  R  R     η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R με  f(x)>0   για κάθε x  R . 

Αν η συνάρτηση ( ) ( ) ( )g x f x nf x  , x R είναι σταθερή, να δείξετε ότι και η f  είναι σταθερή.                                  

 

5.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g:  , με f΄΄(x)=f(x)-exf΄(x) και  g΄΄(x)=g(x)+exg΄(x). 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση h(x)=f(x).g(x)-f΄(x)g΄(x)είναι σταθερή.  

 

6.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R για την οποία για κάθε x R και f (x)>0 ισχύει  

 f (x)lnf (x) = f ΄(x). Να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) =
x

ln f (x)

e
  είναι σταθερή. 

 

7.  

Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο 0,
2

 
 
 

 για την οποία ισχύει 
f (x) x

f (x) 2

 
    

με f (x) ≠ 0. Να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) = f 2(x)·συνx είναι σταθερή. 

 

8.  
Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο R για την οποία για κάθε xR ισχύει f (x)·συνx + f '(x)= 0. 

Να δείξετε ότι η συνάρτηση h (χ) = eημx · f (x) είναι σταθερή. 

 

9.  
Δίνονται οι συναρτήσεις f, g παραγωγίσιμες και για κάθε x R ισχύουν f '(x) = g(x) και  

g'(x) = -f (x). Να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) = f2(x) + g2(x) είναι σταθερή. 
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10.  

Θεωρούμε μια συνάρτηση f που είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει  

f ΄΄(x) = (f ΄ (x))2 . Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = 
f (x )

f (x)

e


 είναι σταθερή. 

 

11.  

Δίνεται η συνάρτηση 
2

2
f (x)

1 x



, x  R . Αν ισχύει g'(x) = f (x), να δείξετε ότι η συνάρτηση  

φ(x) = g(x) + g
1

x

 
 
 

 , x>0 είναι σταθερή. 

 

12.  

Έστω μία συνάρτηση f  : R  R  η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει ημf (x) x f(x)    

για κάθε x R . 

i)  Να δείξετε ότι η συνάρτηση συνx
g(x) f(x) e   είναι σταθερή 

ii) Αν f(0) = 1 να βρείτε τον τύπο της f. 

 

13.  

Έστω μία συνάρτηση f  : (0,+∞)  R  η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει 2
( ) ( )f x x f x    

για κάθε x > 0 και f(1) = 1 . 

i)  Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
1

( ) ( )xg x e f x  ,x > 0 είναι σταθερή 

ii) Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

14.  

Δίνεται η συνάρτηση f : 
π

,0
2

 
 
 

  R   με f(x) > 0 για κάθε  x   
π

,0
2

 
 
 

   παραγωγίσιμη και   

ισχύουν f '(x) = f(x)·ℓηf(x)εφx  για κάθε  x  
π

,0
2

 
 
 

  .                

i) Να δείξετε ότι η g(x) = συνx·ℓnf(x),  x   
π

,0
2

 
 
 

 είναι σταθερή.              

ii) Αν 
2

4

π
f e
 

 
 

 να βρείτε τον τύπο της f.     

 

15.  

Αν xf΄(x)+2f(x) =0 για κάθε x  και f(1)=4, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση F(x)= x2.f(x)  είναι 

σταθερή στο  0, . Ποια είναι η τιμή του f(2)  

 

16.  

Έστω f:   παραγωγίσιμη συνάρτηση με f΄΄(x)=-f(x) για κάθε x , f(0)=0 και f΄(0)=1.   

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=f2(x)+[f΄(x)]2+f(x)·ημx+f΄(x)συνx  είναι σταθερή και να   

βρείτε τον τύπο της.  
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17.  

Έστω μια συνάρτηση  f:   (0, π)  R  η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύουν f '(x) = σφx·f(x) 

για κάθε  x  (0, π)  και 1
2

π
f
 

 
 

. 

i)  Να δείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = 
ημ

f(x)

x
 ,   x  (0, π)   είναι σταθερή.      

ii) Να βρείτε τον τύπο της f.                                                                  

 

18.  

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f, που ικανοποιεί τις σχέσεις:  

        2xf x f x e f x f x    και  0 1f  . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση    

    x xg x f x e e   είναι σταθερή και να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f. 

 

19.  

Έστω μια συνάρτηση f : R  R     και η    F(x) = f 2(x) + (f '(x))2, x R .Αν f "(x) + f(x) = 0 για  

κάθε    x  R ,   να αποδείξετε ότι η   F   είναι σταθερή συνάρτηση. Ποιος είναι ο τύπος της f,    

όταν f(0) = f '(0) = 0  ;   

   

20.  

Δίνεται συνάρτηση f δυο φορές παραγωγίσιμη στο R ώστε 4f (x) + f"(x) = 0, x R.  

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = 4f2(x) + (f '(x))2  είναι σταθερή. 

ii) Αν f ΄(0) = f (0) = 0, να δείξετε ότι f (x) = 0 . 

 

21.  

Δίνονται οι συναρτήσεις ,f g  παραγωγίσιμες στο  για τις οποίες ισχύει :    2f x g x   και    

   2g x f x  .Να δείξετε ότι η συνάρτηση      3 3h x f x g x   είναι σταθερή. 

 

22.  

Μια συνάρτηση f:   είναι παραγωγίσιμη με f(0)=10 και f΄(x)=10f(x), για κάθε x .  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=f(x).f(-x) είναι σταθερή και να βρείτε τον τύπο της.  

 

23.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο με    3f x f x   για κάθε x και  0 1f  .  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση      g x f x f x  είναι σταθερή και να βρείτε τη τιμή της. 

 

24.  

Έστω μια συνάρτηση f : R  R  για την οποία ισχύει    f(x)  f '(x) = 0   για κάθε x  R . 

Να δείξετε ότι:  

i)  Η συνάρτηση  g(x) = f 5(x) είναι σταθερή.                                            

ii) Αν g(l)=l, τότε f(x) = 1 για κάθε xR      

                             

25.  

Έστω μια συνάρτηση f :  R  R,  για την οποία ισχύει  f "(x) = -2f 3(x)  για κάθε  x  R .                                                                                  

i)  Να δείξετε ότι η g(x) = (f '(x))2 +f 4(x) είναι σταθερή.        
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ii)  Αν f(l) = f '(l) = 0 να βρείτε την f.   

x>0.Να βρείτε: 

i) την παράγωγο της συνάρτησης 
2

1
( ) ,

( )
g x

f x
  

ii)τον τύπο της συνάρτησης f. 

 

26.  

Έστω η συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει f '(x) = 2f(-x) για κάθε xR και η g(x) = f 2(x) + f 2(-x). 

Να δείξετε ότι η g είναι σταθερή. Αν f(0) = 1 ποιος είναι ο τύπος της g ; 

 

27.  

Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο  R συναρτήσεις f, g για τις οποίες ισχύουν f '(2x) = 6g(3x) και  

g΄(3x) = -6f 2(2x), f(0) = l, g(0) = 2. Να δείξετε ότι: f 3(2x) + g2(3x) = 5. 

 

28.  

Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f,h, για τις οποίες ισχύει: 

     f x f x h x   ,      h x h x f x   , (0) 0f   και  0 1f   ,  . Να αποδείξετε    

ότι η συνάρτηση      2 2 2 xg x f x h x e      είναι σταθερή και ισχύει:    2 2 2 xf x h x e   .  

 

29.  

Αν για τη συνάρτηση f  ισχύει  |f (x) -f (y)| +συν(x - y)  1 για κάθε x, y  R , να δείξετε ότι 

αυτή είναι σταθερή. 

 

30.  

Έστω μια συνάρτηση f:  R  R     η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R με 

0

( 2 ) ( )
lim 0


  


h

f x h f x h

h
. Να δείξετε ότι  η f είναι σταθερή.                                  

 

31.  

Δίνεται συνάρτηση f για την οποία ισχύει:      
2

f x f y x y   ,για κάθε ,x y .  

Να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή. 

 

32.  

Έστω συνάρτηση f ορισμένη στο R για την οποία υποθέτουμε ότι ισχύει 4)(|)()(|   faf    

για κάθε α, β  R. Να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή στο R 

 

33.  

Να αποδείξετε ότι για κάθε x , ισχύει:  

       
3 3 3 3

24x x x x x                    , ,    
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Εύρεση της f από παράγουσες βασικών συναρτήσεων 
 

34.  

Να βρείτε τον τύπο της παραγωγίσιμης συνάρτησης f σε καθεμία από τις παρακάτω  περιπτώσεις: 

i)   f ΄(x) = x2+2x-5, xR και f(0) = l 

ii)  f ΄(x) = 2συνx-3ημx, x 0,
2

 
 
 

   και f(0) = l 

iii) f ΄(x) = ex-3x με f(0) = 2 

 

35.  

Να βρείτε τη συνάρτηση f, για την οποία ισχύει: 

i)     2f x x x   ,  0 1f                            ii)   316 6f x x x   ,  0 2f   

iii)   2 3f x x x    ,  0 1f                       iv)   2
2 ,  0

x
f x e x x    ,   21f e  

 v)  
2ln x

f x
x

  , x 0 ,   1 0f                         vi)  
2

2

1

x
f x

x
 


,  0 0f   

vii)   23f x x x   , 1
2

f
 

 
 

                  viii)   212 4 4f x     ,  0 0f   

ix)  
2 1

x
f x

x
 


,  1 1f                                  x)      

2
2

2 3 3 4f x x x x     ,  0 16f   

 

36.  

Να βρείτε τον τύπο της παραγωγίσιμης συνάρτησης f σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

i)   f ΄(x) = 
2

5
2 x , x 0

x
  με  f(9) = 34 3  

ii)  f ΄(x) = 
2

, x 1
x 1




 με f(2) = 1 

iii) f ΄(x) =
2

3

3x

2x 4
 με  f(l) = 6  

 

37.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f  : Δ  R σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις : 

i)   f ΄(x) = 3x2 + x + l,             x  Δ = R          και  f(0) = 2 

ii)  f ΄(x) = ημx-συνx  ,            x  Δ =
π

,0
2

 


 
   και  f(0) = 2 

iii)
2

1 1
( ) 2

xf x e
x x

    ,           xΔ = (0,+)   και   f( l ) = 2e 

 

38.  

Να βρείτε τον τύπο της παραγωγίσιμης συνάρτησης f σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις : 

i)   f΄΄(x) = 2x2-2x με 
1 1

f (1) , f (1)
3 2

    

ii)  f΄΄(x) = συνx + 3ημx με f '(0) = -3, f(0) = l 

iii) f΄΄(x) = 
2

3
2 x , x 0

x
  ,x>0 με f ΄(1) = 2,  f(l) = 

8

15
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39.  

Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  1,  για την οποία ισχύει ότι: 

i)  
2

3 2

1

x x
f x

x

 
 


 και  0 1f                       ii)  

2
5 6

1

x x
f x

x

 
 


 και  0 0f   

 

40.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f  : Δ  R  σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

i)   f ΄΄(x) = 6x + 2,             x Δ = R   και f ΄(0) = l, f(1) = -3 

ii)  f ΄΄(x) = 2x-ημx-
2

1

x
 ,           xΔ = (0,+ )   και  f ΄(1) = συν1, f(l) = ημ1 

 

41.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f :   Δ  R σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

i)   f ΄(x) = ημx + xσυνx ,            x  Δ = R   και  f(0) = 1 

ii)  f ΄(x) = 2xσυνx-x2ημx,            x  Δ = R    και  f(0) = 2 

iii) f ΄(x) = ex(ημx + συνx),           x  Δ = R   και  f(0) = 3  

iv) f ΄(x ) = ℓnx + l,                         xΔ = (0,+ )   και  f(l) = 2 

 

42.  

Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0,  με  

i)     
1

ln
xf x e x

x

 
   

 
 και  1 1f                               ii)  

2

x x
xe e

f x
x


  ,  1f e  

iii)   
2

ln 1x
f x

x


  , (1) 1f                                             iv)   x xf x xe e   ,  0 1f   

 v)   f x     , (0) 1f                                 vi)   x xf x e e     ,  0 0f   

vii)   2ln 2 lnf x x x   , (1) 0f                                 viii)  
 

3
4 ln 1x

f x
x


  ,  1 3f  , 0x   

 

43.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις : 

i)  
2

( ) , (0, )
x x x

f x x
x

 




 
   με 

2 2
f

  
 

 
. 

ii)  f ΄(x) = 2x·lηx + x, x>0 με f(1) = 2.  

iii) f ΄(x) =
1

x

x

e


 ,xR  με f(l) = 

1

e
. 

 

44.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : Δ  R σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

i)  
συν ημ

2

x x - x
f (x)=

x
   ,          x Δ = (0,+ )   και   

π

π

1
f

2

 
 

 
 

      ii) 
2

2
( )

x

x x
f x

e


   ,                 x  Δ = R            και   f(0) = 3 
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      iii) 
2 2

2
( )

( 1)

x
f x

x
  


                  xΔ = R              και   f(0) = 1 

    iv)  
συν

ημ
2

x
f (x)=

x
 ,                       xΔ = (0,π)       και   

π
3f

2

 
 

 
 

 

45.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f :   Δ  R σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις : 

i)    f ΄(x) = 4(x-l)3,                      x  Δ = R    και   f(2) = 3 

ii)   f ΄(x) = συν3x + 2x
2 1xe  ,      x  Δ  = R   και   f(0) = l                                   

iii)  f ΄(x) =  
22

2

11

x x

xx



 ,   x  Δ = R    και   f(0) = 3 

 iv)  f ΄΄(x) =  
2

συν

1
-

x
 ,                 x  Δ =

π
,0
2

 


 
   και 

π
2

4
f
 
  
 

, f(0) = l 

 

46.  

Να βρείτε συνάρτηση f δύο παραγωγίσιμη στο  0,  με 

i)    6f x x  ,    0 0 2f f                                  ii)   212 9f x x   ,    0 4 0 4f f    

iii)   24 xf x e  ,    0 0 3f f                             iv)   9 3f x x   ,    0 0 1f f    

 

47.  

Να βρεθεί η συνάρτηση f:  για την οποία ισχύει:
2

2 2
( ) ,

2 2

x
f΄ x

x x




 
xR και f(-1)=1.  

 

48.  

Να βρείτε συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:    

  212 6 1f x x x    , για κάθε x ,  1 7f   ,  
1

1
2

f  .  

 

49.  

Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  2,  με 
2

3
( )

( 2)
f x

x
  


, 2x  . Αν η  

εφαπτομένη της fC  στο σημείο (3,5)A  είναι παράλληλη στην ευθεία :  4 2y x   , να βρείτε την f.  

 

50.  

Έστω οι συναρτήσεις f, g:   R R  για τις οποίες ισχύει  f "(x) = g"(x) + 6x   για κάθε  xR  και  

f(l) = g(l), f ΄(1) = 4, g ΄(1 ) = 0. Να βρείτε τα διαστήματα  του x που η Cf είναι πάνω από τη Cg.      

 

51.  

Έστω μια συνάρτηση f :  R R για την οποία ισχύουν  f "(x) + f "(2-x) = 2     για κάθε xR    

και f(l) = 1. Να δείξετε ότι :   f(x) + f(2-x) = x2-2x + 3,  xR. 
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Εύρεση της f από κανόνες παραγώγισης 
  

52.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : Δ  R σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις όταν  

ισχύουν: 

i)   f ΄(x) = 3x2f(x), f(x)>0,    x Δ = R   και  f(0) = l 

ii)  f ΄(x)-2xe-f(x)  =0,              xΔ = R   και  f(l) = l 

iii)  x2f ΄(x) + e-f(x) = 0,             x Δ = (0, +)   και  f(l) = 0 

iv)  f ΄(x) + 2xf 2(x) = 0,           f(x)  0,     xΔ = R   και  f(0) = l 

 v) ( ) ( ) 1 0xf x e f x    ,    f(x)>l,        xΔ =R  και  f(0) = 2 

 

53.  

Να βρείτε τον τύπο συνάρτησης f παραγωγίσιμης στο  0,  για την οποία ισχύει ότι: 

i)     23 1f x xf x x   και  1 2f  . 

ii) ( ) ( )
x

xf x f x e    και  1 1f e   

iii)    2 2 xxf x x f x x e    και  1 1f e  . 

iv) 
1 ( )

( ) 3
f x

f x x
x


   και  1 1f   

 v) 2 3
( ) ( )xf x f x x x x x      και 

2

2 4
f

  
 

 
 

 

54.  

Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : Δ  R  όταν  

ισχύουν: 

i)   f ΄(x)συνx = 1 + f(x)·ημx,      x  Δ=
π

,0
2

 


 
   και  f(0) = l 

ii)  xf ΄(x) = 
2

1

x
 2f(x) ,             x  Δ = (0,+)   και  f(l) = 0 

iii) f ΄(x) =
2

1 ( )f x

x x
   ,              x  Δ =R*   και  f(l) = e = -f(-l ) 

iv) l + xf ΄(x) = xe-f(x) ,              x  Δ = (0,+)   και  f(l) = 0 

 

55.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f  σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις : 

i)   f ΄(x)·ημx = f(x)·συνx + ημ2x,                 x Δ = (0,π)   και  f 
2

π 
 
 

  =0 

ii)  f ΄(x) = 
( )f x

x
 + x2,                                   x  Δ = (0,+)   και  f(l) = 2 

iii) f ΄(x)-1=
( )f x

x
,                                          x  Δ =R*   και  f(-l) =2f(l )=1 

iv) f ΄(x) = f(x) + 2xex,                                    x  Δ =R   και   f(0) = -l 

 ν)  f ΄(x) ·συνx + 3f(x) ημx = 0,    f(x)>0,     x  Δ=
π

,0
2

 


 
    και f 

4

π 
 
 

 = 1 
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56.  

Θεωρούμε τη συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R για την οποία για κάθε x  R ισχύει 

2

2x f (x)
f (x)

x 1


 


 και f(l) = 2. Να δείξετε ότι 

2

4
f (x)

x 1



. 

 

57.  

Δίνεται συνάρτηση f που είναι δυο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x≠ 0 ισχύει  

 f ΄(x) + x · f (x) = 3x2. Να βρείτε όλες τις f για τις οποίες ισχύει αυτό. 

 

58.  

Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει 5x4 · f 4 (x) = -3f '(x), x > 0,  

f (x ) ≠ 0 και f (0) = 2. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

59.  

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο [0,+∞) για την οποία ισχύει f ΄ (x)·x = f (x) 

για κάθε x >0 και f (l) = 2. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

60.  

Δίνεται μια συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο [0,+∞) για την οποία ισχύει 

f 2 (x)·f ΄(x) = 
1

3
(ex +l) με f(0) = l. Να βρείτε το πρόσημο και τον τύπο της f. 

 

61.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0,  με      ln ln 1 0f x x x f x x     για κάθε 

0x   και  1 0f  . Να αποδείξετε ότι   lnf x x x , 0x  . 

 

62.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  με       0x xf x e f x e    για κάθε x  και    

 0 1f  . Να αποδείξετε ότι   xf x e , x . 

 

63.  

Έστω μια συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο  (1,+∞) για την οποία ισχύει  

f ΄(x) ·x·lnx + f (x)·(1 + lnx) = 0 και f (e2) =
1

e
. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

64.  

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει 

f ΄(x) - f(x) =
3x

2x

2e

e 2
 και f (0) = ln 3. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

65.  

Δίνεται μια συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R* για την οποία ισχύει 

f (x)
f (x) 1, x 0

x
    , x > 0 και f (l) = 1. Να βρείτε τον τύπο της f. 
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66.  

Δίνεται συνάρτηση f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, με     2f x xf x  για κάθε 0x  . 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι σταθερή στο  0, . 

 

67.  

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει f ΄(x) + 6x5ef(x) = 0 

και f (0) = 1. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

68.  

Να βρείτε το τύπο μιας συνάρτησης f ορισμένης και δυο φορές παραγωγίσιμης στο R για την οποία 

ισχύει f΄΄(x) = 
2x 3x f (x )

e (3 2x)
 

   και f '(0) = f (0) = 0. 

 

69.  

Να βρείτε τη συνάρτηση f  η οποία είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει  

(l-2x)·f '(x) = 2f (x) + x και f(0) = 
1

8
 . 

 

70.  

Να προσδιοριστεί συνάρτηση f για την οποία ισχύουν  

  f "(x) = 0, x R και  

  f(0)=2013, f(1)=2014. 

 

71.  

Να βρείτε την παραγωγίσιμη συνάρτηση f  στο R  με  f(x) > 0  για κάθε x R , της οποίας η  

γραφική παράσταση σε κάθε σημείο της  M(x, f(x))  έχει  εφαπτομένη με συντελεστή  

διεύθυνσης   4 ( )x f x    για κάθε   x  R και ισχύει     f(l) = 9. 

 

72.  

Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R της οποίας η Cf διέρχεται από το σημείο 

Α(1,3) και σε κάθε σημείο M(xo,f (x0)) της γραφικής παράστασης η εφαπτομένη έχει συντελεστή 

διεύθυνσης 0

2

0

3x

3x 1
.Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f. 

 

Εύρεση της f με βοηθητική συνάρτηση  
 

73.  

Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει: 

i)    
 

xx e
f x

f x


   0 2f  ,   0f x           ii)  

 

32 xx e
f x

f x


  ,  0 2f  ,   0f x   

iii)    
2

x f x
f x e

  ,  f 0 0                          iv)       2

2

2 x
f ln x 1 f

1
x x

x
  


,  f 0x    0 1f  . 

 v)  
  ln

2

xf x x
f x


 ,   1f e  , 1x             vi)  

 

3

2

4 2

3

x x
f x

f x


  , (1) 2f  , 1x  ,  f 0x   



 

11 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 

 

vii)    22f x xf x  ,  f 0 1  ,   0f x      viii)    4f x x f x  ,  f 0 1 ,  f 0x   

 

74.  

Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο για την οποία ισχύει: 

 i)          f x f x f x x xf x      και  1 0f    

 ii)           2 0x xf x f x e f x f x e       και  0 2f   

 iii)        f x f x x x f x x f x x        και  0 4f  . 

 

75.  

Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει: 

α)     2xf x f x e   και  0 1f    β)     2 1f x f x x    και  0 1f    

 

76.  

Να βρείτε παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  για την οποία ισχύει ότι: 

α)    2 0f x f x    και    0 0 0f f   . 

β)    199 0f x f x    και    0 0 0f f   . 

 

77.  

Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f  σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις : 

i)   f ΄(x)-1 = 2x·ex-f(x) + ημ2x,                       x R    και  f(0) =0 

ii)  f ΄(x) -2x+2x(f(x)-x2)=0,                          x R,f(0) =1  και f(x) ≠x2, x R 

iii) f ΄(x)=ex+ex∙(f(x)-ex)2,                              x R,f(0) =0  και f(x) ≠ex, x R 

iv) (f(x)+2x)∙(f ΄(x)+2)=4x,                           x  R              και   f(0) = l 

 ν)  (ex +f(x)+x f ΄(x))(ex +xf(x))=x,              x>0                  και  (1) 2f e    

 

78.  

Να βρείτε συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  2, για την οποία ισχύει ότι 

         
2

( ) 0f x f x f x f x f x       ,   0f x   για κάθε 2x  και    1 1 1f f   . 

 

79.  

Να βρείτε συνάρτηση f με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο  που ικανοποιεί τη σχέση: 

          
2

 ,xf x f x f x f x f x      και    f 0 2, f 0 1  . 

 

80.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύει 

ότι:  0 2f  ,    2 2 2f f     και    
2

2

4
4 0

1
f x f x

x
      

 για κάθε x .  

Να αποδείξετε ότι   22 2 1f x x x   . 
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81.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f    για την οποία ισχύει ότι: 

     1 0xf x x f x     για κάθε 0x   και  1f e . 

i)  Να βρείτε το  0f . 

ii) Να αποδείξετε ότι 
   f x f x

x x

 
 

 
. 

iii) Να βρείτε την f.        

 

82.  

Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  της οποίας η γραφική παράσταση 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων και δέχεται οριζόντια εφαπτομένη στο σημείο   1, 1M f .  

Αν  
  x

f x
f x xe

x


    για κάθε 0x  , να αποδείξετε ότι      2

1 1
2

x e
f x x e x    . 

 

83.  

Να βρείτε συνάρτηση g, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:  

     2g x g x g x   , x ,   0g x   για κάθε x και    0 0 1g g    . 

 

84.  

Να βρείτε παραγωγίσιμη στο  1,  συνάρτηση f για την οποία ισχύει ότι: 
 

 
ln 0

f x
x x

f x
 


,  

  0f x   για κάθε 1x  , αν γνωρίζουμε ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο   ,A e f e  είναι 

παράλληλη στην ευθεία ε: 5 0x y   . 

 

85.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  με  0 5f   και      4x xf x f x e e    για κάθε 

x . 

i) Να αποδείξετε ότι     
2

2
4

x
f x e                                              ii) Να βρείτε την f. 

 

86.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  1,  με  2 2f e   και     1xf x f x   για κάθε 1x  . 

i)  Να αποδείξετε ότι   0f x   για κάθε 1x  . 

ii) Να βρείτε τον τύπο της f.                                    

 

87.  

Έστω f :R R  μια συνάρτηση με f(0)=0, η οποία είναι παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις σχέσεις : 

  ( )f x
e x  , για κάθε  x  R και  

  ( )

( )
( ) 1

f x

f x

x
f x e

x e
  


 ,για κάθε  x  R . Να βρείτε τη συνάρτηση f. 
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88.  

Έστω f :R R  μια συνάρτηση με f(0)=2, η οποία είναι παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις σχέσεις : 

  ( )
x

f x e , για κάθε  x  R και  

   
3

2
( ) ( )

x x x
f x e f x e e     ,για κάθε  x  R . Να βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

89.  

Έστω f :(-ln2,+∞)R  μια συνάρτηση  με f(0)=1 και f(x)≠0 , για κάθε x  R .Αν ισχύει   

( ) 1
( )

2 2 ( )

f x
f x

f x
   , για κάθε x R ,να βρείτε την f. 

 

90.  

Έστω μια συνάρτηση   f :R R  για  την οποία ισχύουν   f(0) = 1e   και f ΄(x)  f(x)-xf 2(x) = x   

για κάθε  x  R . Να βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

91.  

Έστω μια συνάρτηση  f :R R  για την οποία ισχύουν f(0) = 3 και    

2( ) ( ) 1 ( ) 0xf x f x e f x       για κάθε x  R . Να βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

Εύρεση της f ,όταν f΄(x)+g(x)f(x)=h(x) 
 

92.  

Να βρείτε τη συνάρτηση f σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις : 

i)   f ΄(x) + f(x) = 1 ,         xR και f(0) = 0 

ii)  f ΄(x) = 2f(x) + 3 ,        xR και f(0) = l 

iii) 3f ΄(x) + 2f(x) = 6 ,       xR και f(0) = 0  

iv) f ΄(x) + 2xf(x) = x ,     xR και f(0) = l 

 

93.  

Να βρείτε συνάρτηση g παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύουν g΄(x) - g(x) =ex (ημx - συνx) 

για κάθε x R και g(0) = 1. 

 

94.  

Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R με 2f ΄(x) + 3f(x)lη2 = 0. Αν f (0) = 2,   

να βρείτε τον τύπο της f. 

 

95.  

Δίνεται συνάρτηση ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R ώστε f ΄(x)-ημxf (x) = 0. Αν f (0) = 2,  

να βρείτε τον τύπο της f. 

 

96.  

Να βρείτε τον τύπο της παραγωγίσιμης στο R συνάρτησης f  για την οποία ισχύει  

f ΄(x) + f(x)·ln2 = 0 και f(l) = 
1

4
. 
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97.  

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο  R για την οποία ισχύει  

 f ΄(x) + f (x)· ln5= x4 · 51-x και f (0) = 0. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

98.  

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:  για την οποία ισχύει: f΄(x) = -f(x) για κάθε xR .        

Αν f(0) = 3, να βρεθεί ο τύπος της  f. 

 

99.  

Έστω μια συνάρτηση   f : [0, + )  R    η οποία είναι συνεχής και ισχύουν f '(x) =
2 ( )f x

x
     

για κάθε x > 0 και f(l) = 2. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

100.  
Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη  στο    R   για την  οποία ισχύει f ΄(x) = f (x) + x2

 – 2X - 2 

και f (0) = 3. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

101.  
Η κλίση της παραγωγίσιμης συνάρτησης  f:  στο τυχαίο σημείο Μ(x,f(x)) είναι ίση με  

το διπλάσιο της τιμής της f στο x. Aν f(0) = 1, να βρεθεί ο τύπος της f. 

 

102.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R R για την οποία ισχύουν : f(x)>0 και f ΄(x)+ f(x)ημx =0    

για κάθε  xR . 

i)   Να δείξετε ότι η f ΄ είναι συνεχής. 

ii)  Να δείξετε ότι η f   είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ότι η  f "   είναι συνεχής. 

iii) Αν η γραφική παράσταση της f  διέρχεται από το σημείο    Α(π, 1), να βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

103.  
Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες 

 f(0) = α και 

 .0,),()( 2  aRxxfaxf  

i) Να απoδείξετε ότι η συνάρτηση G(x) = f(x)f( -x) είναι σταθερή στο R  

ii) Nα βρεθεί ο  τύπος της G 

iii)  Nα βρεθεί ο  τύπος της f 

 

Όταν  f΄(x)=f(x) 
 

104.  
Έστω μια συνάρτηση   f : R  R  με  f(x) > 0  και  f '(x) = f(x) ℓnf(x) για κάθε x R .  

Αν f(0) = 1, να βρείτε τον τύπο της f. 

 

105.  
Να βρείτε συνάρτηση  f ορισμένη στο  (0, π)  η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις  

f ΄(x)ημx = f (x)(συνx + ημx) για κάθε  x(0, π)  και 
π

π
2f = e

2

 
 
 

 . 
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106.  

Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση g: ,
2 2

  
 
 

 , για την οποία ισχύει:  

g΄(x)συνx + g(x)ημx = g(x)συνx για κάθε x ,
2 2

  
 
 

 και g(0) = 2014. 

 

107.  

Να βρείτε συνάρτηση g ορισμένη στο διάστημα ,
2 2

  
 
 

 η οποία ικανοποιεί τις  σχέσεις 

     g x x g x x g x x      και  g 0 1 . 

 

108.  
Να βρείτε παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει ότι: 

i)      1 0xf x x f x     και  1f e , 0x    

ii)      1xf x x f x    και  1f e , 0x    

 

109.  
Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο για την οποία ισχύει:            

       2 1 2f x f x x xf x      για κάθε x  και  0 3f  .  

 

Σχέσεις με f και g 
 

110.  

Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις , : *f g   με    0 0 1f g  ,  
 

1
f x

g x
    

και  
 

1
g x

f x
   , για κάθε x . Να αποδείξετε ότι     1f x g x   για κάθε x . 

 

111.  
Έστω οι παραγωγίσιμες στο  0,  συναρτήσεις f,g για τις οποίες ισχύει ότι:  1 2f  ,  1 1g   ,     

   2 0g x g x   και 
 

 

 

 

f x f x

g x g x


  

    

 για κάθε 0x  . Να αποδείξετε ότι     1f x g x  . 

 

112.  
Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g :[0,+∞)R με ( ) ( ) 0f x g x   ,x[0,+∞) και  f(0)=g(0)=1. 

Eπιπλέον για x≥0 ισχύουν 2
( ) ( ) ( ) 0f x f x g x    και 2

( ) ( ) ( ) 0g x g x f x    ,να βρείτε τις f και g. 
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113.  
Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g : RR ,οι οποίες ικανοποιούν τις σχέσεις : 

   f(0)=g(0)=1, ( ) ( ) 0f x g x   , για κάθε  xR και  

   
2

( )
( )

xe
f x

g x
   , 

2

( )
( )

xe
g x

f x
   για κάθε  xR . 

Nα  βρείτε τις f και g. 

 

114.  
Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g : (-1,+∞) R ,οι οποίες ικανοποιούν τις σχέσεις : 

   f(0)=g(0)=0 και  

   ( )
( )

g x
f x e

   , ( )
( )

f x
g x e

   για κάθε  x>-1 . 

Nα  δείξετε ότι f=g και στη συνέχεια ,να βρείτε τις f και g. 

 

115.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g για τις οποίες ισχύουν οι σχέσεις:  

        2xf x g x f x g x e   για κάθε x και  0 1f  . Να βρείτε τους   τύπους των f,g. 

 

Σχέσεις με f ΄΄(x) 
 

116.  
Δίνεται συνάρτηση f δυο φορές παραγωγίσιμη στο R που για κάθε x  R ισχύει f ΄΄2x) = 4f ΄(2x). 

Να δείξετε ότι η συνάρτηση h (x) = f '(2x) · f '(-2x) είναι σταθερή στο R. 

 

117.  
Έστω μια συνάρτηση f : R  R,η οποία είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις συνθήκες:   

  ( ) 2 ( ) (x) e ,
x

f x f x f x R      

   
3

(1) , (1)
2 2

e e
f f    . 

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση   
( ) ( )

g( ) ,
x

f x f x
x x x R

e

 
   είναι σταθερή 

ii) Nα βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

118.  
Έστω μια συνάρτηση f : RR,η οποία είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις συνθήκες:   

  ( ( ) (x) 1) (x)
x

e f x f f      ,για κάθε x>0 

   (1) 0, (1)f f e    . 

Nα βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

119.  
Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞)R,η οποία είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις  

συνθήκες:   

  ( ) (x 2) ( ) x (x)f x f x f    ,για κάθε x R 

   
1

(0) , (0) ln 2
2

f f   ,για κάθε x R . 

Nα βρείτε τη συνάρτηση f. 
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120.  
Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞)R,για την οποία ισχύει :  2

( ) x ( ) x (x)f x f x f   ,για κάθε 

x>0.Αν   
5 3

(1) , (2)
2 2

f f   ,να βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

121.  

Έστω μια συνάρτηση για την οποία ισχύουν f(x)>0,x R και  
2 2( ) (x) ( ) 2 (x)f x f f x f     

, για κάθε  x R.Αν (0) (0) 1f f    ,να βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

122.  
Έστω μια συνάρτηση f : RR,η οποία είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις συνθήκες:   

  2
(x) f(x) (f (x)) ( ) (x)f f x f     ,για κάθε xR 

   2 (0) (0) 1f f    . 

Nα βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

123.  
Έστω μια συνάρτηση f : RR,η οποία είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις συνθήκες:   

   
2

(x)f(x) f(x) f (x) (x)f f     ,για κάθε xR 

   (0) (0) , ( ) 0f f e f x    ,για κάθε xR. 

Nα βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

124.  
Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞)R ,η οποία είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις  

συνθήκες:   

  2
2 f (x) f (x) (x)x x f      ,για κάθε x>0 

   (1) 1, (1) 2f f    . 

Nα βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

125.  

Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞)R ,με f(1)=1.Αν 
1

( )f x xf
x

 
   

 
, για κάθε x>0,να βρείτε τη  

συνάρτηση f. 

 

126.  
Έστω μια συνάρτηση f : RR ,η οποία είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις συνθήκες:   

  (x) (x)f f  ,για κάθε xR  

   (0) 1, (0) 1f f   . 

 Να αποδείξετε ότι:  

i) f(x) +f ΄(x) = 2ex , xR. 

ii) f(x)  = ex, xR. 

 

 

 



 

18 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 

 

127.  
i)  Έστω μια συνάρτηση f  για την οποία ισχύουν   f ΄΄x) +f(x)=0   για κάθε xR . 

     α)  Να  δείξετε  ότι η  συνάρτηση  g(x) = (f ΄(x))2 +f 2(x),   xR είναι σταθερή. 

     β)  Αν f(0) = f ΄(0) = 0, να βρείτε την f. 

ii) Αν για τη συνάρτηση h ισχύουν   h ΄΄(x) + h(x) = 0 για κάθε  xR και h(0) = 1,  h'(0) = 0,     

     να δείξετε ότι h(x) = συνx. 

 

128.  
Έστω μια συνάρτηση f : R  R  με ( ) ( )f x f x   ,για κάθε  xR και f(0)=α , f ΄(0)=β. 

Να αποδείξετε ότι  ( )f x x a x    

 

129.  
Έστω οι συναρτήσεις  f, g :   R  R οι οποίες είναι δύο φορές παραγωγίσιμες και ισχύουν:     

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x      για κάθε xR  και  (0) (0) (0) (0)f g f g    . Αν g(x) 0 για κάθε  xR  

να δείξετε ότι f(x) = α g(x)  για κάθε xR . 

 

130.  
Δίνεται συνάρτηση g, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:    2 0g x g x    , 

x , 
 .  Αν    0 0 0g g   , να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή.  

 

131.  
Έστω συνάρτηση f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες 

  (0) (0) 0f f   . 

    
2

( ) ( ) 2 ( ) ( ),f x f x f x f x x R       

i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση    
2 2

( ) ( ) ( ) xG x f x f x e   
 

 είναι σταθερή στο R. 

ii) Η συνάρτηση f(x) είναι σταθερή στο R. 

 

132.  
Να βρείτε συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:  

      0f x xf x f x    για κάθε x ,  0 0f    και  0 2f  . 

 

133.  
Να βρείτε συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:  

     2 0f x f x f x    , x  και    0 0 1f f   . 

 

134.  
Έστω μια συνάρτηση f για την οποία ισχύουν f(x) > 0 και f "(x)  f(x) = (f '(x))2 + 2f 2(x)  για κάθε 

xR.Av f(0) = f '(0) = l να βρείτε τον τύπο της f. 

 

135.  
Έστω μια συνάρτηση   f : R R   με  f(x) > 0, xR και   f ΄΄(x)-2xf ΄(x) = 2f(x) για κάθε  xR. 

Av f ΄(0) = 0 και f(2) = e, να βρείτε τον τύπο της f. 
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136.  
Δίνονται οι συναρτήσεις ,f g , δυο φορές παραγωγίσιμες στο  για τις οποίες ισχύουν οι  

σχέσεις :    f x g x  για κάθε x ,      0 0 ,  f 0 2f g   και  1 1g  . 

Να αποδείξετε ότι :     ,  xf x g x x   . 

 

137.  
Έστω μια συνάρτηση  f :  (0, π)   R   για την οποία ισχύει f "(x) + f(x) = 0, για κάθε x(0, π)    

και 
π π

f = f = 1
2 2

   
   

   
. 

i)  Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f΄(x)·ημx - f(x)·συνx,  x(0, π)   είναι σταθερή. 

ii) Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

138.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:   

( ) ( ) 2 ( )f x f x f x    για κάθε x . Αν η εφαπτομένη της fC  στην αρχή των αξόνων είναι  

παράλληλη στην ευθεία 2 1y x  , τότε: 

i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  ( ) ( ) ( ) 2xg x f x f x e    είναι σταθερή στο . 

ii) Να βρείτε τη συνάρτηση f. 

 

139.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:        

       2 1 4 2 0x f x xf x f x      για κάθε x .Αν η 
fC  διέρχεται από την αρχή των αξόνων 

και η εφαπτομένη της στο σημείο αυτό είναι παράλληλη στην ευθεία  ε: 2 3 0x y     να βρείτε 

την f. 

 

140.  
Η f είναι 3 φορές παραγωγίσιμη στο R και   ισχύει  2f(x) = x(1 + f ΄ (x)), x R. Να δειχθεί ότι η    

f ΄΄ είναι σταθερή στο R. 

 

Εύρεση τιμής της f 
 

141.  
Έστω μια συνάρτηση f :R R με f(l) = 2 και f '(x + ex) = l   για κάθε   xR .Να βρείτε την f(l + e).   

  

142.  
Μια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (0, +) και ικανοποιεί τις δύο συνθήκες         

*32 ,2)(  Rxxxg  και g(1) = 1.Υπολογίστε τον αριθμό g(16). 

 

143.  
Μια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (0, +) και ικανοποιεί τις δύο συνθήκες      

.)1(0,)(ln
e

e
gxxxxxgx


     Να βρείτε τον αριθμό g(π) 
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144.  
Έστω μια συνάρτηση  f :  R R,για την οποία ισχύει 3

( ) 4f x x x    για κάθε   xR. 

Aν   f(0) = 2,να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο x0=2.                                                                    

 

145.  
Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : Δ  R σε καθεμιά από τις παρακάτω  περιπτώσεις:                                                                                                

i)  f ΄(3x-l) = 2x + l,     x Δ = R   και   f(2) = 5                                         

ii) f ΄(x2) = 2x-3,           x Δ =  ( 0,+)   και   f(4) = l                                  

 

146.  
Δίνεται η συνάρτηση f που είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο  R και ισχύει f "(2x) = 3x +1 με 

f ΄(2) = 6 και f (2) = 3 . Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f. 

 

147.  
Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0, ,για την οποία ισχύει ότι   ln x xxf x xe e   , 

για κάθε 0x  και  1f e . 

 

148.  
Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει ότι:     

i)    4 3 2 5f x x    και  3 1f   , x . 

ii)   2 3 9f x x    και  0 0f  , 0x   

iii)  3

3 4

1 1
4f x

x x
    και  1 7f  , 0x  . 

 

149.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο με  2 24 6 5 3f x x x x      για κάθε x . Να βρείτε 

την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο   5, 5A f .  

 

Εύρεση της f σε ένωση διαστημάτων 
 

150.  
Να βρείτε συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο  για την οποία, για κάθε x , ισχύει : 

i)       5 36 4 2f x xf x x x x      

ii)       21 3 6 1x f x x x f x       

iii)      3 21 4 3 2 1x f x x x x f x       

iv)     4 22 6 4f x xf x x x    

 

151.  
Να βρείτε συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει: 

i)       2 xf x xf x x e  ,  1f e                 ii)    f xfx x ,  1 1f   

iii)    2 xxf x f x e   ,  1f e                   iv)    2 3xf x x x f x     ,   0f    
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152.  
Να βρείτε συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει: 

i)       32 xf x f x e   ,  0 2f                    ii)    2 2f x xf x x   ,  0 1f e   

iii)    2 4 1f x f x   ,  0 1f                     iv)     2f x f x   ,  0 2f   

 v)     x xf x f x x e     ,   10f e       vi)    f x f x x x    ,  0 2f   

 

153.  
Να βρείτε τον τύπο της παραγωγίσιμης συνάρτησης f σε καθεμία από τις παρακάτω  περιπτώσεις: 

i)  f ΄(x) = 
2

3

x
 , xR* και f(-l) = f(l) = 2.                            '      -.        . 

ii) f ΄(x) = -4f3(x),  f(x) ≠0, 
3

4
x    και f(1) =

2
.

4
 

 

154.  
Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο για την οποία ισχύει ότι: 

i)      3 23 4 2xf x x x x     για κάθε x  και  1 6f  . 

ii)      21 2 8 10x f x x x     για κάθε x  και  0 2f  . 

iii)  2 5 34 2x f x x x    για κάθε x  και  1 1f  . 

 

155.  
Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει  

(2x + l)f ΄(x) = 2x2-5x-3 και f (0) = 2. Να βρείτε την f. 

 

156.  

Έστω μια συνάρτηση    f : R* R  η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύουν f '(x) =
1x

x


f(x)  

για κάθε x  0 και f(l) = 2 = f(-1).Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

157.  
Έστω μια συνάρτηση  f : R*  R η οποία είναι συνεχής και ισχύει x2f '(x ) = x2συνx -1 για κάθε  

x  0. Αν f (π) = f (-π) = 0, να βρείτε την f . 

 

158.  
Έστω μια συνάρτηση f : R  R  η οποία είναι συνεχής και ισχύει (x + 2)f '(x) =2x2+5x + 2 

για κάθε  xR  και f(0) = 1. Να βρείτε την f. 

 

159.  
Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  με συνεχή παράγωγο για την οποία ισχύει:    

     3xf x f x f x   για κάθε 3x  και  3 2f   .  

 

160.  
Να βρείτε  συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει:    xf x f x  για κάθε    

x  ,  
 ,  1 2013f    και  0 2014f  . 
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161.  

Έστω μια συνάρτηση f  με f '(x) = 
2

2 1, 0

3 1, 0

x x

x x

 


 
. Αν f(l) = 2 να βρείτε την f. 

 

162.  

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με 
2x 2, x 1

f (x)
2x 2, x 1

 
  

  
και f(2)=3.Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

163.  

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με
2x 2, x 1

f (x)
2x 2, x 1

 
  

  
και f(2)=3. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

f(x)=α∙g(x) 
 

164.  

Έστω μια συνάρτηση   f : (0,+)  R  για την οποία ισχύει x2f ΄(x) = (x-ℓnx)
1

xe  για κάθε x>0  

και f(l) = 0. Να δείξετε ότι  f(x) = 
1

xe   lnx, x>0. 

 

165.  

Έστω μια συνάρτηση f: (0,+)  R    με   
2

1
( )

1
f x

x
 


 για κάθε  x > 0. Αν f(l) = 0, να δείξετε ότι 

1
( )f f x

x

 
  

 
 για κάθε x > 0 . 

 

166.  

Έστω μια συνάρτηση f : R R   με
1

( )
1

x
f x

e
 


  για κάθε xR  και f(0) = 0. Να δείξετε ότι 

 f(-x) = f(x)-x για κάθε  xR. 

 

167.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  1,  με      
22 2

1 2 2 1
x

x f x e x x     για κάθε   

1x    και  0 1f  . Να αποδείξετε ότι  
2

1

xe
f x

x



, 1x   . 

 

Σχέσεις : ( ) ( ) ( )f x f x g x    ,
1

( ) ( )f x f g x
x

 
 
 
   

 

168.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:  για την οποία ισχύει: f(x)f΄(-x) =1 για κάθε x  . 

Αν f(0) = 1, να αποδείξετε ότι: 

i)   f(-x)f΄(x) = 1 για κάθε x . 

ii)  f(-x)f(x) = 1 για κάθε xR. 



 

23 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 

 

iii) f(x) = ex για κάθε xR. 

 

 

 

169.  
Έστω  μια συνάρτηση f :R R  για την οποία ισχύει ( ) ( ) 2f x f x   , για κάθε x R και f(0)=1. 

Να δείξετε ότι f(x)=e2x , x R. 

 

170.  

Αν f :(0,+∞)R  με f(1)=1 και 
1

( ) , 0f x f x x
x

 
   
 

,να δείξετε ότι f(x)=x , x > 0. 

 

171.  

Έστω f :(0,+∞)R  μια συνάρτηση με f(1)=1.Aν 
1

( )f x xf
x

 
   

 
,για κάθε x>0,να βρείτε τον  

τύπο της f. 

 

Προβλήματα 
 

172.  
Η αξία ενός φορητού υπολογιστή μειώνεται με την πάροδο του χρόνου με ρυθμό ανάλογο της  

τιμής του. Αν η τιμή του σήμερα είναι 1312 € και μετά από 2 χρόνια 820 €, να βρεθεί η συνάρτηση 

που δίνει την τιμή του υπολογιστή μετά από t χρόνια. (δίνεται  ln1,6 0,47 ). 

 

173.  
Ο αριθμός  Q t  μιας κοινωνίας βακτηριδίων δίνεται σε συνάρτηση του χρόνου t σε ώρες και  

αυξάνεται με ρυθμό ανάλογο προς τον αριθμό των βακτηριδίων. Αν ο αριθμός των βακτηριδίων 

μετά από 5 ώρες είναι διπλάσιος του αρχικού, να βρεθεί σε πόσες ώρες θα πενταπλασιαστεί; 

( Δίνεται 
ln 5

2,32
ln 2

  ). 

 

174.  
Μια βιομηχανία έχει διαπιστώσει ότι για τη μηνιαία παραγωγή x εξαρτημάτων έχει οριακό κόστος 

2
6 4x x  ευρώ ανά μονάδα προϊόντος .Να βρείτε τη συνάρτηση κόστους της μηνιαίας παραγωγής, 

αν είναι γνωστό ότι τα σταθερά εβδομαδιαία έξοδα της βιομηχανίας ,όταν δεν παράγει κανένα 

εξάρτημα είναι 2500 ευρώ. 

 

Σύνθετες ασκήσεις 
 

175.  
Δίνεται συνάρτηση f με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο  ,  με     0f f    και   0f x   

για κάθε  ,x   . Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε:   0f   . 
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176.  
Έστω μια συνάρτηση f για την οποία ισχύουν f(l) = 1 και x + f ΄(x)  f(x) = f(x) + x  f ΄(x) για κάθε  

xR .  Να βρείτε την f. 

 

177.  
Να βρείτε τη συνάρτηση f : R  R για την οποία ισχύουν f(x)  f΄(x)-x = 0 για κάθε xR και f(0)=1. 

 

178.  

Έστω μια συνάρτηση f :R R με f(x)  l και 
2

( )
( ) 1

x xe e
f x

f x


 


 για κάθε  x  R . Αν   f(0) = 3,    

να βρείτε τον τύπο της f.     

 

179.  
Έστω  f :R R  μια παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει 

2 2
( ) ( ) ( )f x y f x f y x y xy     , για κάθε x,yR και 

0

( )
lim 1.
x

f x

x
 Να βρείτε την f. 

 

180.  
Έστω συνάρτηση f : (0, +) R η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες  

  ( ) ( ) ( )f f a f     ,για κάθε α,β>0. 

 ( ) 0f x  ,για κάθε x>0      

 (1) 1f     

Να αποδείξετε ότι : 

i)  Η f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (0, + ) 

ii) Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

181.  

Έστω συνάρτηση f ορισμένη στο *
R   και η οποία για κάθε α, β  *

R  ικανοποιεί τις σχέσεις    

( ) ( ) ( )f a f a f    ). Να αποδειχθεί ότι : 

) (1) 0i f  .                                                                                 
1

) ( ), 0ii f f x x
x

 
   

 
 

iii) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στo σημείο με 
e

efex
1

)(       τότε η f είναι     

      παραγωγίσιμη στο διάστημα (0, +) έπειτα να βρείτε τον τύπο της f. 

 

182.  
Η συνάρτηση g είναι ορισμένη στο R και για κάθε α, β R ισχύει    

).()()(   gegeg   Να αποδείξετε ότι  

i)  g(0) = 0 

ii) Αν η g είναι παραγωγίσιμη στο  σημείο χ0= 0 με g' (0) = 2 τότε η   g είναι παραγωγίσιμη στο R  

     και στη συνέχεια να βρείτε τον τύπο της. 
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183.  
Έστω  f :R R  μια παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει ( ) ( ) ( )f x f y f x y    ,για  

κάθε x,yR.Αν f(x)≠0 ,για κάθε xR και f(1)=e,να δείξετε ότι f(x)=ex ,xR. 

 

184.  
Έστω συνάρτηση f :R R η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες  

i) f(α+β) = f(α) + f(β) + αβ για κάθε α, β  R 

ii) f ΄(0)=2 

Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R και έπειτα να βρείτε τον τύπο της f, 

 

185.  
Να βρείτε την συνάρτηση f που είναι ορισμένη στο R , παραγωγίσιμη στο x0 =0 με f '(0) = 2   

και f(x + y) = f(x) + f(y) + 3xy. 

 

186.  
Δίνεται συνάρτηση f :(0,+∞) R έτσι ώστε να ισχύει f (xy) = xf(y) + yf(x). Αν f '(1) = 3, να βρείτε 

τον τύπο της f. 

 

187.  
Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει : 

      2 1f x y f x f y xy      για κάθε ,x y  και  0 1f   . 

 

188.  
Να βρείτε συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:  

     f x y f x f y xy y     για κάθε ,x y  και  0 0f   . 

 

189.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις    f :(0,+∞) R  και  g : RR  για τις οποίες ισχύουν  

(g΄○f)(x) = 4x , (gof)(x) = 2x με f (1) = 0 και g(x)>0. Να βρείτε τους τύπους των f, g . 

 

190.  
'Έστω συνάρτηση f :R R για την  οποία υποθέτουμε ότι 

  f(α + β) + α + β=[f(α) + α][f(β) + β]  για κάθε α, β   R 

  f(x)  0 για κάθε x   R  

  f ' (0) = 0. 

Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R και έπειτα να βρείτε τον τύπο της f . 

 

191.  
Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x,y  R ισχύει :  

f(x - 3y) = f(x) + αxy2 - βx2y3. Να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή στο R. 

  

192.  

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:  για την οποία ισχύει: f΄(x+y) =
1

2
f(x)f(y) για κάθε 

x,y    Αν η ευθεία ε: y =2x + 2 είναι εφαπτομένη της Cf στο σημείο Μ(0,f(0)), να βρεθεί:  

i) το f(0),                                                                                                  ii) ο τύπος της f. 
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193.  
Δίνεται συνάρτηση f : R  R παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει f '(x) + 2f (x)=0 

i) Να δείξετε ότι η g (x) = e2x · f (x) είναι σταθερή. 

 

ii) Έστω h(x) = g(x)+ x2 – 2x. Αν f (0) = e4 · f (2), να δείξετε ότι υπάρχει x0  (0,2) ώστε η  

     Ch  να δέχεται εφαπτομένη παράλληλη στον χ΄χ, το οποίο και να βρείτε. 

 

194.  
Αν οι συναρτήσεις f , g:   είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο R με f(x)+f΄΄(x)=g(x)+ g΄΄(x)   

και οι γραφικές παραστάσεις των f και g έχουν σε κοινό τους σημείο κοινή εφαπτόμενη, να 

αποδείξετε ότι f(x) = g(x) για κάθε x . 

 

195.  
Έστω  f :R R  μια παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει f(0)=1 και 

0

( ) ( )
lim ( ) 1
h

f x f x h
f x

h

 
   , για κάθε xR. Να βρείτε την f 

 

196.  
Έστω  f :R R  μια συνάρτηση ,η οποία είναι 2 φορές  παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει :  

  f΄(0)=1 , f(0)=1 και  

  
0

( ) ( )
lim 2 ( )
h

f x f x h
f x

h

  
  ,για κάθε xR. Να βρείτε την f 

 

197.  
Δίνεται συνάρτηση f για την οποία ισχύει:       6f x y f x f y xy     για κάθε ,x y και 

 
0

lim 12
x

f x

x
 . 

i) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο . 

ii) Να βρείτε την f. 

 

198.  
Θεωρούμε τη συνάρτηση  : 2, 2f   , για την οποία γνωρίζουμε ότι είναι δύο φορές   

παραγωγίσιμη με     0f x f x    , για κάθε  2, 2x   και   0f x  , για κάθε  2, 2x  .     

Να αποδείξετε ότι: 

i)   η f είναι άρτια. 

ii)  η εξίσωση   0f x  , έχει μοναδική λύση στο  2, 2 . 

iii) υπάρχει  0
0,1x  τέτοιο, ώστε  0

(2) 2 2f f x  . 

 

199.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0,   για την οποία ισχύει ότι           2 xxf x f x x e    

για κάθε 0x   και  1 1f e  . Να αποδείξετε ότι: 

i)   η συνάρτηση  
  x

f x
g x e

x
   είναι σταθερή στο  0, . 
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ii)    1xf x x e  , 0x  . 

iii) η εξίσωση   2f x   έχει μοναδική ρίζα στο  0,1 . 

 

200.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f,g για τις οποίες ισχύει ότι  

        2f x f x g x g x x     για κάθε x  . Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του αθροίσματος 

   2 20 0f g . 

 

201.  
Δίνεται συνάρτηση :f


 για την οποία ισχύει ότι:      f x y f x f y  για κάθε ,x y .  

i)   Να αποδείξετε ότι: 

     α)  0 1f   

     β) αν η f είναι συνεχής στο 
0 0x  , τότε είναι συνεχής στο . 

ii)  Να βρείτε το πρόσημο της f. 

iii) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο
0 0x  με  0 1f   ,να αποδείξετε ότι είναι παραγωγίσιμη στο . 

iv) Να βρείτε την f. 

 

202.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f   για την οποία ισχύει ότι:     f f x y x f y   για 

κάθε ,x y .  

i) Να αποδείξετε ότι: 

    α)  η f είναι 1-1 

    β)    f f x x  για κάθε x . 

    γ)      f x y f x f y   για κάθε ,x y . 

ii) Αν  0 1f   , να βρείτε την f. 

 

203.  
Δίνεται  συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 

0 0x  , για την οποία ισχύουν οι σχέσεις:     

     y xf x y e f x e f y    για κάθε ,x y  και 
 

0
lim 1
x

f x

x
 . 

Να αποδείξετε ότι: 

i)   Η εφαπτομένη της fC στο 0 0x  εφάπτεται και της gC όπου   3 22 2g x x x x   . 

ii)  Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με     , xxf x f x e    . 

iii) Ο τύπος της f είναι   , xxf x xe  . 

 

204.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f


  για την οποία ισχύει ότι:  0 2f    και 

      2kxf k x f k f x e   για κάθε ,x k . 

i) Να αποδείξετε ότι: 

   α)  0 1f   
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   β)      2 1f x f x x    για κάθε  x . 

    γ) η συνάρτηση  
 
2 2x x

f x
h x

e 
  είναι σταθερή στο . 

ii) Να βρείτε την f. 

 

205.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  1,  με   1f e   και     lnxf x f x x   για κάθε 1x  . 

i)   Να αποδείξετε ότι   0f x   για κάθε 1x  . 

ii)  Να βρείτε τον τύπο της f. 

iii) Να αποδείξετε ότι 1 ln 1
  

  
     για κάθε , 1    

 

206.  
Να βρείτε πολυώνυμο  f x  τετάρτου βαθμού τέτοιο, ώστε το   2f x   να διαιρείται με το   

 
2

1x   ,   το   2f x   να διαιρείται με το  
2

1x   και  0 1f  . 

 

207.  
Να βρείτε συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  , 1 ,      για την οποία ισχύει ότι  

   1 2f f    και   2f x  για κάθε  , 1x    . 

 

208.  
Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f   για την οποία ισχύει ότι:  

   1 2 1 1f f   ,   0f x   και    34 1 0f x f x    για κάθε 0x  . 

i)   Να αποδείξετε ότι   0f x   για κάθε 0x  .   

ii)  Να αποδείξετε ότι  
 

2

2

1

4
f x

f x
    . 

iii) Να βρείτε την f. 

 

209.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f


 για την οποία ισχύει ότι:    

      28 4f x f x f x    για κάθε x  και  0 2f  . 

α) Να αποδείξετε ότι  
2

1x
f x

e



. 

β) Αν συνάρτηση :g


  είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει      2 0g x f x g x    

    για κάθε x  , να αποδείξετε ότι 
   

 2
1 1

2
0

x

x xe f x
g g x

  


 για κάθε 0x  . 
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210.  
Δίνεται  συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύουν:   

    1 , xf x f x    ,  f 0 2  και  f 0 1   . 

i)   Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση       1 xg x f x f x e   είναι σταθερή στο . 

ii)  Να αποδείξετε ότι     1 2 , xxf x f x e      . 

iii) Να βρεθεί ο τύπος της f. 

iv) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρεθεί η αντίστροφή της. 

 

211.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0, για την οποία ισχύει ότι:  
1

4f f x x
x

 
  
 

   

για κάθε 0x   και  1 2f  .  

i)    Να αποδείξετε ότι   0f x   για κάθε  0,x  . 

ii)   
1

4f f x
x

 
 

 
, 0x  . 

iii)   2f x x , 0x  . 

 

212.  
Δίνεται  συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο για την οποία ισχύει ότι:     4f x f x    για κάθε   

x  και  0 2f  .  

i)    Να αποδείξετε ότι   0f x   για κάθε x . 

ii)      4f x f x  , x . 

iii)   2 xf x e , x  

 

213.  
Έστω  συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0,  για την οποία ισχύει:     2 xxf x f x x e    για   

κάθε 0x  και 
 

21

1
lim 2

1x

f x e

x

 



. 

i)   Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  
  x

f x
g x e

x
  είναι σταθερή στο  0, . 

ii)  Να αποδείξετε  ότι   xf x xe x  , 0x  . 

iii) Να αποδείξετε  ότι η εξίσωση   2f x   έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα  0,1 . 

 

214.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f    για την οποία ισχύει:    24f x xf x    

και  
1

1
3

f  . 

i)  Να αποδείξετε ότι  
2

1

2 1
f x

x



. 



 

30 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 

 

ii) Να υπολογίσετε το όριο  
 

2 1
lim 2
x

x f x
f x




 
 
 

. 

 

215.  
Δίνεται οι συναρτήσεις , :f g  όπου η f είναι παραγωγίσιμη στο με  

   22f x xf x   ,   0f x  για κάθε x  και  
 

21
g x  

f
x

x
  , για κάθε x . 

i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή. 

ii) Να αποδείξετε ότι:  
2

1
f

1 x
x 


. 

iii) Να υπολογίσετε το όριο   
 

lim xf 2x
x

x 
 

.   

 

216.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει      2lnx f x x f x
f x e e

     για κάθε    

 0,x   και  0 0f  . 

i)   Να βρείτε την f. 

ii)  Να εξετάσετε αν για την f εφαρμόζετε το θεώρημα Rolle σε κάποιο διάστημα του  

      πεδίου ορισμού της. 

iii) Να βρείτε το  lim
x

f x


. 

iv) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ε:    3 1 3 3 5 0e x e y      είναι κάθετη στην     

      εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο   1, 1A f . 

 

217.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις  , : 1,f g     των οποίων οι γραφικές   

παραστάσεις τέμνονται στο σημείο  0,1A  και για τις οποίες ισχύουν οι σχέσεις: 

     22 0f x f x g x    και      22 0g x g x f x    για κάθε 1x   . 

i)   Να βρείτε το πρόσημο των συναρτήσεων f,g. 

ii)  Να αποδείξετε ότι    f x g x  για κάθε 1x   . 

iii) Να βρείτε την f. 

 

218.  
Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη και γνησίως αύξουσα συνάρτηση  : 0,f    για την  

οποία ισχύει ότι:  1 0f   και      0f f x f x    για κάθε 0x  . 

i)   Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 

ii)  Να βρείτε το  1f  . 

iii) Να αποδείξετε ότι   f f x x   για κάθε 0x  . 

iv)  Να βρείτε την f. 
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219.  
Δίνονται οι συναρτήσεις  , : 0,f g   , όπου η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, ,  για τις  

οποίες ισχύει ότι:  1 1f   ,   0f e   και    f x g x
e x e


   για κάθε 0x  . . 

i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση     lnh x f x x x x    ικανοποιεί τις προϋποθέσεις  

     του θεωρήματος Rolle στο  1,e . 

ii) Να βρείτε το λ                                                                                       iii) Να βρείτε την f. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  

ΣΤΗ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
 

Εύρεση μονοτονίας συνάρτησης  με χρήση 1ης παραγώγου 
 

1.  
Στο διπλανό σχήμα είναι η γραφική παράσταση της  παραγώγου    

μιας   συνεχούς   συνάρτησης f : [1, 9]. Να βρείτε τα διαστήματα  

μονοτονίας της f. 

 

 

 

 

 

2.  
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων f, g και h που έχουν παράγωγο:     

i) f ΄(x) = x(x-1)2(x-2)3                                           ii)    g΄(x) = (x-1)(ex-1)          

iii)   h'(x) = 
2x

nx


 

 

3.  
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων f, g, φ αν:  

i)   f΄(x) = (x-3)2·(x-4)3                                           ii) g'(x) = (x-2)·(ex-e) 

iii) φ΄(x) = 
x 3

ln(x 1)




 

 

4.  
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των παρακάτω συναρτήσεων: 

i)    f(x) = -6x + 4                                                    ii) f(x) = -2x2+4x-5 

iii)  f(x) = x5-5x + l                                                 iv) f(x) = -
8

3
x3-4x2-8x + 5 

 

5.  
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων: 

i)    f(x) = -2x + 3                                                    ii)    f(x) = -x2+3x-1       

iii)  f(x) = x3-3x + l                                                 iv)    f(x) = -2x3+3x2-6x + l    

 v)  f(x) = -x3+3x2-6x +1                                        vi)   f(x) = 3x4-4x3+6x2-12x + 1 

 

6.  
Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις : 

i)      4 2
2 5f x x x                        ii)   1f x x                                      iii)   2 6 8f x x x    

iv)   
2 3

2

x
f x

x





                              v)  

3 12x xf x e                                    vi)   lnf x x x  

vii)  
2

ln x
f x

x
                           viii)  

x
e

f x
x

                                           ix)  
ln

1

x x
f x

x



 

  x) 
5

4 3 222
( ) 2 12 9 4

5 3

x
f x x x x x                                      xi)  

2

2

x
f x x


  , ,

2 2
x

  
  
 
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7.  
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των παρακάτω συναρτήσεων:  

i)   f(x) = (x-2)3                                                      ii) f(x) = (2x-l)4 

iii) f(x) = x3·(x + 2)                                               iv) f(x) = x2·(3x-2)3 

 

8.  
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων: 

i)   3 2
( ) 2 21 60 6f x x x x                                   ii) 2

2

1
( ) 2f x x

x
      

iii) 2( ) 9f x x x                                                 iv) 2
( ) lnf x x x     

v)  2
( ) 4 3

x
f x e x                                               vi) 

2

2
( )

4

x
f x

x



 

 

9.  
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων: 

i)    f(x) = ex -x + 3                                                 ii)  f(x) = e-2x+x-1 

iii)  f(x) = 2x +x-l                                                   iv)  f(x) = e2x-3ex+x-l 

 

10.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων : 

i)    f(x) = x + 
1

x
                                                    ii) f (x) = 

2
1

x

x 
 

iii)  f(x) = 1 2 x                                               iv)  f(x) = 
21x x  

 

11.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των παρακάτω συναρτήσεων: 

i)   f(x) = 
2x 4

x


                                                   ii) 

3

2

2x
f (x)

x 1



 

iii) f(x) = x x 2                                               iv)  f(x) = 
2 x

x


 

 

12.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των παρακάτω συναρτήσεων:  

i)   f(x) = e·x-ex                                                    ii)  f(x) = 2x2ex 

iii) f(x) = 3x+3x-2                                                iv) f(x) = -e2x-5ex+6x + 4 

 

13.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων: 

i)   f(x) = xℓnx                                                     ii)   f(x) = x2ℓnx-x2+5 

iii) f(x) = xℓn2x-3x + 2                                        iv)   f(x) = ℓn(ex -1)-2x +1 

 

14.  

Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις: 

i)   f(x)= 
2ln x

x ln x
                                                ii) f(x) = xln2x + 2xlnx-2x 

iii) f(x) = xlnx + 2 
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15.  

Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις:  

i)   f(x) = 2x3 + 2x + ημ2x, xR                           ii) f(x) = -2x+συνx-x, xR  

iii) f(x) = x-ημx, x 0,
2

 
 
 

 

 

16.  

Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις : 

i)   f(x) = ex+x + συνx                                         ii)    f(x) = x3+3x + 3συνx 

iii) f(x) = x2 + 2συνx + 1,   x(0, π)                  iv)    f(x) =
2

2

x
 - xσυνx + ημx 

 v) 
ln

( )
x

f x
x

                                                vi)   
ln

( ) , 0
ln

x
f x x

x x
 


 

 

17.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων: 

i)    f(x) = 2 συνx-x, x   [0,
2

π
]                  ii)    f(x) = ημx + συνx, x  [0, π] 

iii)  f(x) = ημ2x + συνx, x  (0, π)                   iv)    f(x) = x2 +2συνx-3,x[-π, π] 

 

 

18.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων : 

i)    f(x) = 2xe-x+(x-l)2                                      ii)   f(x) = (x2 -x) ℓnx +
2

2

x
 

iii)  f(x)=2ex-ln(1+4x2) 

 

19.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων 
22

) ( ) (1 )
x

i f x x                                             
2

1) ( ) , 1x xii f x a a    
2

) ( ) ( 1)
x

iii f x x e


                                         ) ( ) ln ln 1iv f x x x x x x      

 

20.  

Δίνεται η συνάρτηση 
x

2

2e
f (x)

x 1



 

i)  Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της f. 

ii) Είναι η f γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της; 

 

21.  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   2 3 2 2 3f x x x x       , 0   είναι γνησίως αύξουσα  

στο . 

 

22.  
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Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης ( ) ( ) ( ),1
x x x x

f x a a    
       

 

 

Εύρεση μονοτονίας συνάρτησης με χρήση των f΄,f΄΄,f(3),… 
 

23.  

Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις : 

i)     1 22 4 3xf x e x x                                           ii)   22 ln 1f x x x x    

iii)   24 2 4xf x e x x                                               iv)   21

2
f x x x x    

 v)  
ln

1

x
f x

x



                                                            vi)    3

6 6f x x x x      

 

24.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων : 

i) f(x) = ex+(x+l)ln(x+1)-2x                                          ii)   f(x) = 
3 2

6 2

x x x
e x    

 

25.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων 
2

) ( ) ln 3
2

x
i f x x x                                                  

ln
) ( )

ln(1 )

x
ii f x

x



    

 

26.  

Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις : 

i)    f(x) = 
2 ln

2

x x

x


                                                   ii)    f(x) = , x (0, )

x

x


   

 

27.  

Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση    
2

1 ln 2 , 0f x x x x     . 

 

28.  

Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  00, x , 0x 0 , για την οποία ισχύει  

  0f x   για κάθε   0
x 0,x  και   f 0 0 . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  

 f x
h x

x
  είναι  

γνησίως φθίνουσα στο  0
0, x . 

 

29.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f  με f   γνησίως αύξουσα στο 0, . Aν   0 0f   να  

αποδείξετε  ότι η συνάρτηση  
 2

ln 2
x x

f x
g x e

x
   ,είναι γνησίως αύξουσα, στο  0, . 

 

30.  

Δίνεται η συνάρτηση  f παραγωγίσιμη στο [0,+) με f(0)=0. Αν f "(x)>0 για κάθε x (0, + ),     
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να δείξετε ότι η  g(x) =
( )f x

x
,x>0 είναι γνησίως αύξουσα στο  (0, + ). 

 

 

 

31.  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  
ln lnx k

f x
x k





, 0k   είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  

 0, k . 

 

32.  

Έστω μια συνάρτηση f :[α, β]  R  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει f "(x) > 0       

για  κάθε   x (α, β).  Να  δείξετε  ότι  η  συνάρτηση g(x) =
( ) ( )f x f a

x a




    είναι γνησίως αύξουσα 

στο (α, β). 

 

33.  

Έστω μια συνάρτηση f :R  R  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει f "(x) > 0       

για  κάθε   x R.Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση 
( ) 1

( )
x f x

g x e x
x


      

 

34.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων. 

i)    f(x) = 
23 , 2

3, 2

x x

x x

  


 
                                      ii)   f(x) = |x2-4| 

 

35.  

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων : 
2

) ( ) 2 | | 3i f x x x x                                        2
) ( ) | 7 |ii f x x x      

2

2 3

6 1. 1
) ( )

1 , 1

x x x
iii f x

x x x

   
 

  
                             

2 2

, 1
) ( )

ln(1 ), 2

xe ex x
iv f x

x x x

  
 

 
 

 

36.  

Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις : 

i)     2

2 1, 1

5 5, 1

x x
f x

x x x

 
 

  
                                                         ii)  

2

3 2 , 2

2 1, 2

x x
f x

x x x

   
 

  

 

iii)  
2

3

4 4 , 0 4

3 , 0 ή 4

x x x
f x

x x x x

   
 

  
                                           iv)   2

1f x x x    

 v)   2 1 2f x x x                                                                   vi)   2
6 5f x x x    

 

 

37.  

Έστω η συνάρτηση 









0,1ln

0,
)(

2
xxx

xexe
xf

x

.Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της  f. 
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38.  

Αν 

3

x

x x 2, x 0
f (x)

2e x 4, x 0

   
 

  

,να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της f. 

 

39.  

Δίνεται η συνάρτηση 

2
6x 24x 2, x 1

f (x)
6 3x, x 1

   
 

 
 

i) Να τη μελετήσετε ως προς τη μονοτονία,                    ii) Είναι η f γνησίως μονότονη στο R ; 

 

40.  

Έστω η συνάρτηση f :R R. Αν για κάθε x R ισχύει f(x)+3f(-x)=|x+2| να βρείτε τα διαστήματα 

μονοτονίας της f. 

 

Εύρεση τιμών παραμέτρων 
 

41.  

Να βρείτε τις τιμές του α  R για τις οποίες η συνάρτηση f(x) = x3- αx2 + 2αx –1 είναι γνησίως  

αύξουσα στο R. 

 

42.  

Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού λ, για τις οποίες η συνάρτηση  

  3 2
4 3 12 2f x x x x      είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

43.  

Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου  , για τις οποίες η συνάρτηση:  

i)    3 2 3 2007f x x x x     είναι γνησίως αύξουσα στο . 

ii)    2 2 2ln 1f x x x     , 0   είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

 

44.  

Να βρείτε το   ώστε η συνάρτηση  
2 4

1

x
f x

x

 



 να είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα  

από τα διαστήματα του πεδίου ορισμού της.  

 

45.  

Να βρείτε τις τιμές του α ώστε η συνάρτηση: 

i)   f(x) = 3x3-αx2+9x-1,   να είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

ii)   f (x) =
3

3

x
 - (α - 1)x2 – 4x +1,   να είναι γνησίως φθίνουσα στο  R. 

 

46.  

Να βρείτε τις τιμές του   α  ώστε η συνάρτηση  f(x) = ℓn(x2 +α2) + αx + 1 να είναι γνησίως  

φθίνουσα στο R. 

 

47.  
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Να βρείτε τις τιμές τον α   R  για τις οποίες η συνάρτηση 

i) 42)1(
3

1
)( 23

2




 xxax
a

xf  είναι γνησίως μονότονη 

ii) f(x) = αx – 1n(x2+ 1) είναι γνησίως μονότονη. 

 

 

Επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων .  Απόδειξη ισοτήτων και ανισοτήτων 
 

48.  

Να λύσετε τις εξισώσεις: 

i)   2x2+x+31ηx-3=0                                                                ii) elnx =x 

iii) ex= x + 1                                                                           

 

49.  

Να λύσετε τις εξισώσεις 

i)    e2x +x - l = 0                                                                     ii)   x3 + ℓn(x-l) = 8 

iii)  x2 + x + ℓnx = 2                                                              iv)   ex + ℓn(x +1) = 1 

 v)   e-x-x=1                                                                            vi)   x2+2lnx=1 

 

50.  

Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

i)   2
2 ln 3x x x                    ii) 3

2
x x

e e                      iii)   2ln 1 6 0x x x      

iv) 4 4
ln 1x x                          v)  2

3 3 2
x x 
                    vi)    

18212ln 1 1 2xx e x      

 

51.  

Να αποδειχτεί ότι η εξίσωση 
1 1

ln 1 0
1x x

 
   

 
 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα   

1 1
,

5 4

 
 
 

. 

 

52.  

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 0
2

lnln 
x

xxx  έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα (1, e).  

 

53.  

Να λύσετε την εξίσωση: ln (x +1)2 = x2 + 2x. 

 

54.  

Να λύσετε την ανίσωση: x2005 +5x3+x-7 < 0. 

 

55.  

Να λύσετε την ανίσωση: ex ≥ x5 +1 

 

56.  

Να λύσετε τις ανισώσεις 

i)   x5 + 47x > 48                                                       ii)    x2 + ℓnx > 1 

iii) x2+8ℓnx > 8x-7                                                   iv)    x2 ∙ℓnx >x- 1 
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57.  

Αν ,    με   , να αποδείξετε ότι  

i) 
ln ln 

 
 , 1                                              ii)    ln 1 ln 1        , 0     

iii)  -2 2 0e e e e              

 

 

58.  

Να αποδείξετε ότι για κάθε 0    , ισχύει 
2 2

2ln
  

 


 . 

 

59.  

Να λύσετε την ανίσωση: ln(x2 -4x+ 7)+ 
2x 4x 7

3
 

 > ln(x+ 1)+ 3x+1. 

 

60.  

Να λύσετε την ανίσωση:    
22 3 7 2 1

ln 3 7 2 ln 2 1 2
x x x

x x x
  

      , 0x   

 

61.  

Να λύσετε την εξίσωση    
2 3 32 2 3

2 3 3
x x x

e x x x x e x
 
        . 

 

62.  

Να λύσετε την εξίσωση    
3 1

ln 3 1 2 3
2 3

x
x x

x
 


   


 στο διάστημα  0, . 

 

63.  

Για κάθε  x  (0, 
2

π
), να δείξετε ότι: 

i)   εφx > x                                                                ii)  3εφx > x3 + 3x                          

 

64.  

Να δείξετε ότι: 

i)    e1-x > x3   για κάθε x < 1                                     ii)  x  + ℓn(x +1) > e -x – 1,για κάθε   x > 0 

iii)  xεφx +1 >
συν

1

x
 ,για κάθε x  (0, 

2

π
 )              iv)  

2 1
ln

2

x
x

x


  για κάθε x > 1 

 v)  
2

ln(1 )
2

x
x x x     για κάθε   x ≥ 0 

 

65.  

Να αποδείξετε ότι: 

i)     ln 1 2x x    , 2x                  ii)  1 1xe x    , 0x                iii) x x x  ,  0,x         

iv)  x
e ex  , 1x                               v) 

1
ln

x
x

x


 , 1x                 vi)  2ln 1x x  , 0x   

vii) 
2

xe 1
2

x
x    , 0x                 viii)   

1
1

xxe x


  , 0x              ix) 1
ln 1

x
x e


  , 1x   
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  x) 4 2
2 5 1x x x   , 0x          xi)    2 lnx x , ,

4 2
x

  
  
 

  

 

66.  

Να αποδείξετε ότι: 

i)   
2 4

1
2 24

x x
x    , 0x                               ii) 1x x x    , 0,

2
x

 
 
 

  

iii) 
2 3

1
2 6

x x x
e x    , 0x                            iv)   22 ln x x  ,  0,x     

v) 
31

ln 2
1 3

x x
x

x

  
   

   
,  0,1x  

 

67.  

i) Για κάθε x > 0 να δείξετε ότι: 

    α)  ex  > 
1

1 x
                 β)  ex > 1 + ℓη(1 + x) 

ii) Για κάθε x  0 να δείξετε ότι :   
2xe    > 1 + ℓη(1 + x2) 

 

68.  

i)Να αποδείξετε ότι : (1 ) ln(1 ) 0x x x     , για κάθε x>0 

ii) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την συνάρτηση 
1

( ) (1 ) , 0xg x x x    

 

69.  

Να αποδείξετε ότι ισχύει : 

) 1i x x x    ,για κάθε (0, ]
2

x


             2
) ln( ) 0ii x x   για κάθε (0, ]

4
x


  

)1
2

x
iii

x




   για κάθε (0, ]

2
x


                  ) 2 3iv x x x    για κάθε 0,

2
x

 
 
 

 

 

70.  

Δίνεται η συνάρτηση   1821 1820 2... 1f x x x x x      , x . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να λύσετε την εξίσωση   0f x  . 

 

71.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex + ln (x - 2), x > 2. 

i)  Να μελετήσετε τη μονοτονία της f. 

ii) Να λύσετε την ανίσωση e2x-4 -ex-1 > ln(x -3)-ln(2x- 6). 

 

72.  

Δίνεται η συνάρτηση    ln 2xf x e x   . 

i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να λύσετε την εξίσωση: 2 3 3 2 5 2
ln

4 3

x x x
e e

x

  
 


. 
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73.  

Να αποδείξετε ότι  

i)   1 0
x

e x    για κάθε x . 

ii)   η εξίσωση  x 2
2e 2x x 2    έχει ακριβώς μία λύση την x 0 .   

 

 

 

74.  

Να δείξετε ότι για κάθε x  0,
2

 
 
 

  ισχύει x · συνx - ημx < 1. 

 

75.  

Να δείξετε ότι x2 -2x + 2ημx ≥ 0, x  0,
2

 


 
  

 

76.   

Να δείξετε ότι ln (x - 2) +
1

2x 
 > 1 για x > 3. 

 

77.  

Να δείξετε ότι x-l < ln(x2 +x+2) < x + ln2 για x(0,1). 

 

78.  

Να αποδείξετε ότι: 

i)   Η   f(x) = συνx + εφ2x-1, x [0, 
2

π
)  είναι γνησίως αύξουσα. 

ii)    ημx + εφx  2x  για κάθε  x [0, 
2

π
 ). 

 

79.  

i)   Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   f(x) = ℓn(l + x2)-e-x +1   είναι γνησίως αύξουσα. 

ii)  Να λύσετε τις εξισώσεις : 

      α)  ℓn(l + x2) = e-x -1                                               β)  ℓn
2

2

ημ θ

συν θ

1+

1+
 = -eσυνθ +e-ημθ 

iii) Να λύσετε την ανίσωση 
2

11

2

xx
n e e

 
  . 

 

80.  

Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = αx - x  με 0 < α <1.  

i)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία. 

ii)  Να λύσετε την ανίσωση: 
2 4 5 2 2

5 6
x x

a a x x
 
     . 

 

81.  

i) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  f (x) = 2x + συνx. 

ii) Να λύσετε την ανίσωση :   2x(x -1) < συνx - συνx2 
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82.  

Αν 0,
1

)( 


 x
x

x
xf  να αποδείξετε ότι xxf

x
x  )(

2

2

 για κάθε x > 0 

 

83.  

Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ℓn(l + x) - x  και g(x) = ℓn(l + x)-x+
2

2

x
 . 

i)   Να μελετήσετε τις f και g ως προς το πρόσημο. 

ii)  Για κάθε x > 0 να δείξετε ότι:  
2

2

2

x x
< ℓn(l + x) < x . 

 

84.  

i)  Να αποδείξετε ότι :  
1

1 ln 1x x
x

    ,για κάθε x>0 

ii) Να βρείτε το  
1

ln
lim

1  x

x

x
 

 

85.  

i)  Να δείξετε ότι 
1 1

ln 1
1x x

 
  

 
,για κάθε x>0 

ii) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την συνάρτηση 21
( ) ln 1 , 0f x x x x

x

 
    

 
 

 

86.  

Για κάθε x > e, να δείξετε ότι 
2 2

ln( 1) (1 ) ln ln

1 2

x n x x x

x x

  
 


 . 

 

87.  

Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : [0,+∞)→R, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞).Αν f(0)=1, 

f ΄(x)>1 και  f΄΄(x)>0,για κάθε x>0,να δείξετε ότι : x+1<f(x)<xf΄(x)+1,για κάθε x>0. 

 

88.  

i)  Να δείξετε ότι : 
2

x x


 ,για κάθε 0,
2

x
 

 
 

 

ii) Αν 0
2

x y


   ,να δείξετε ότι 
2

x x

y y y

 


   

 

89.  

Δίνεται η συνάρτηση  
2 1

x
e

f x
x




. 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να αποδείξετε ότι 2
1

x
e x   για κάθε 0x  . 

 

90.  
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Δίνεται η συνάρτηση f(x) =  
2 4

2
3 3

x

x 
  

 
 

i) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία. 

ii) Να λύσετε την εξίσωση:  3·2x+4·3x =3·6x . 

 

91.  

i)  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  
3 4

7 7

x x

f x
   

    
   

. 

ii) Να λύσετε την ανίσωση:    5 5 4 2 4 2 4 2 53 4 7 3 4 7x x x x x x        . 

92.  

i) Να μελετήσετε τη συνάρτηση     f(x) = 
1

1

x
e

x




  ως προς τη μονοτονία. 

ii)    Αν α < β < 1,    να δείξετε ότι    eα-β <
1

1

a

β




 

 

93.  

i) Να μελετήσετε τη συνάρτηση  
5 12

1
13 13

x x

f x
   

     
   

 ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 5 12 13
x x x
   έχει μοναδική ρίζα το 2. 

 

94.  

Να λύσετε την εξίσωση :  9x= 5x+ 4x 

 

95.  

Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

 i) 3 4 5
x x x
                                                              ii) 4 2 6

x x x
   

 

96.  

Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

i) 2
3 2 1 0

x
x                                                       ii) 2 2 3 5 3

x x
x     

 

97.  

Να λύσετε τις εξισώσεις : 

i) 3x-1 +4x-1 =5x-1                                                       ii)     ημxθ + συνxθ = 1,   θ (0,
2

π
) 

 

98.  

Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

 i) 3 4 2 5
x x x x
                          ii) 10 9 8 7

x x x x
                                          iii) 2 3

x xx    

 

99.  

Αν ισχύει    α3 - eβ = β3 - eα,   να δείξετε ότι   α = β. 

 

100.  
Αν ισχύει    eα - eβ + α - β < συνα – συνβ ,   να δείξετε ότι   α < β. 
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101.  
Να αποδείξετε ότι 27 26

27 28 . 

 

102.  

Δίνεται η συνάρτηση   3 3 8f x x x   . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 3 32 6    και 3 33 5   . 

 

 

 

 

Επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων σύνθετων συναρτήσεων  
 

103.  
Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (2x2 +2x +4)ex -4 .  

i)  Να λύσετε την εξίσωση f (x) = 0 . 

ii) Να δείξετε ότι ex > 
2

1

2 2 4x x 
 για x > 0. 

 

104.  
i)   Να αποδείξετε ότι xlηx + 1 > x για κάθε x > 1 

ii)  Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης 
1

ln
)(




x

x
xf  

iii) Αν 1,  1    και    1 ln 1 ln      , να αποδείξετε ότι   .  

iv) Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό μ που ικανοποιεί τη σχέση 

     (μ +1)2lη(μ2+ 5)=(μ2+ 4)1n(μ2+ 2μ + 2) 

 

105.  
Δίνονται οι συναρτήσεις : 

  
3 2

2
( ) ( 1) x 3, R

3 2

x x
f x


           

  
2

( ) 2 2 ln(1 )
1

x
g x x x

x
   


 και 

  ( ) ( ) e , .
x

h x x x x R      

i)  Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα 

ii) Να δείξετε ότι f(g(x)) <3 ,για κάθε x>0 

iii) Να βρείτε τη συνάρτηση φ, όταν f(h(x))=3 

 

106.  
Δίνεται η συνάρτηση   2

lnf x x , 0x  . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να αποδείξετε ότι     2ln 1 2 lnx x x e x    για κάθε  ,x e  . 

 

107.  
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i)   Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης  ),2[,
ln

)1ln(
)( 


 x

x

x
xf  

ii)  Να αποδείξετε ότι:  

     )ln( 1)ln( 1) 1a e e                                               2
) ln( 1) ln( 1)e e

      

 

108.  

Δίνεται η συνάρτηση  
1

1
 , x

1

x

x

e
f x

e 


 


. 

i)  Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Για κάθε  x 0 να αποδείξετε ότι:        5 7 6 8x x x xf f f f         

 

109.  

Δίνονται οι συναρτήσεις   lnf x x x  και  
 ln 1

ln

x
g x

x


 . 

i)   Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις συναρτήσεις f,g, όταν  1,x  . 

ii)  Να αποδείξετε ότι  
1

1
xxx x


   για κάθε 1x  . 

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 1     είναι    
ln ln

1 1
 

    . 

 

110.  

Δίνεται η συνάρτηση  
1

x
f x

x







,  0,x  . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να λύσετε την ανίσωση 1x x   ,  0,x  . 

 

111.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο συναρτήσεις f,g για τις οποίες ισχύει:  

       f x g x f x g x   και   0g x   για κάθε x . 

i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
f

g
 είναι γνησίως φθίνουσα. 

ii) Να λύσετε την εξίσωση        1 1f x g f g x . 

 

112.  

Δίνεται η συνάρτηση  
1 ln

ln
ln

x
f x

x


 . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Αν 1 e    , να αποδείξετε ότι 
ln 1 ln

ln 1 ln

 

 





. 

 

113.  
i)  Να αποδείξετε ότι 1

x
e x   για κάθε x . 

ii) Αν   0f x   για κάθε x , να αποδείξετε ότι η συνάρτηση      2
2

f x
h x e f x   είναι  

     γνησίως αύξουσα στο .  
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114.  
Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = x + ex 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii)  Να λύσετε τις εξισώσεις 

      α) 
3 2 3x x x

e e x x

                                                β)  

2 1 1 2
0

x x x
e e x

  
      

iii) Να λύσετε την ανίσωση:    
2 1 2 2xe x    

 

115.  
Να λύσετε τις εξισώσεις: 

 i)  e|x|-e2 = |x|-2                                                            ii) 
2x x

e e nx
 

   

 

 

116.  
Να αποδείξετε ότι  ln 3 0x x x e    για κάθε 0x  . 

 

117.  

i)  Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία η συνάρτηση   ,  0
1

x
f x x

x
 


  

ii) Να αποδείξετε ότι:   
1 1 1

   

   


 

   
, για κάθε ,   . 

 

118.  
Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ln(x2+1)-x 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία  

ii)  Να λύσετε την ανίσωση :
4

2

2

x 1
ln x x, x 1.

x 1

 
   

 
 

iii) Να δείξετε ότι  4 4 2

4

1
ln 1 ( 1)

1
f x f x x

x

  
      

  
 

 

119.  
Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2(x-2)lnx+x2-1 

i)    Να μελετήσετε την f ΄ ως προς την μονοτονία  

ii)   Να λύσετε την εξίσωση f(x3+2)+f(x2)=f(x2+2)+f(x3) 

iii)  Να λύσετε την ανίσωση  f(2x2)+2f(x+2)=f(2x+4)+2f(x2) στο (0,+∞) 

 

120.  

Να αποδείξετε ότι        x x x x           για κάθε ,
4 2

x
  

 
 

. 

 

121.  
Αν x(0,π) και y(0,1),να αποδείξετε ότι ( )y x xy   

 

122.  
Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = x2-l + ℓnx 
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i)   Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 

ii)  Να λύσετε την εξίσωση :   ℓn
ημθ

συνθ
 = συν2θ-ημ2θ , θ  (0, 

2

π
). 

iii) Να λύσετε την εξίσωση : 17 3 2008
( ) ( ) ( ) ( ), 0f x f x f x f x x     

 

123.  
Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων    2

3 2ln 1f x x x      

και   3
2 6 1g x x x   . 

 

124.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f :R R της οποίας η Cf έχει άξονα συμμετρίας τον y΄y.  

Ακόμα f '(x) < 0 για κάθε x  (-∞,0).Να λύσετε την ανίσωση f (x2 + 3x + 7) < f(x2 + x +1). 

 

 

125.  
Δίνεται η συνάρτηση f (x) = -3ημx + 3x2,x≤ 0.  

i)   Να μελετήσετε τη μονοτονία της f. 

ii)  Να λύσετε τη εξίσωση ημx = x2.  

iii) Να λύσετε την ανίσωση ημx < x2. 

 

126.  

Θεωρούμε τη συνάρτηση  
8 4

ln
2 2

f x
x x


 

, η οποία είναι ορισμένη στο διάστημα  2,8 .   

Να αποδείξετε ότι η γραφική της παράσταση βρίσκεται μεταξύ των ευθειών 1 :  2 6 0x y      

και 2 :  8 30 0x y    . 

 

Απόδειξη ανισοτήτων με παράγουσα βοηθητική συνάρτηση 
 

127.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f, της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από την αρχή των 

αξόνων. Αν η κλίση της f σε οποιοδήποτε σημείο   ,M x f x  με 0x   είναι μεγαλύτερη του 1, να 

αποδείξετε ότι η fC  βρίσκεται πάνω από τη διχοτόμο του 1ου τεταρτημορίου όταν  0,x  . 

 

128.  
Αν για τη συνάρτηση g ισχύει ότι      2 x g x g x   για κάθε  0, 2x , να δείξετε ότι  0 0g  . 

 

129.  
Δίνεται συνάρτηση g, παραγωγίσιμη στο  ,  , για την οποία ισχύει     ln 2g x g x   για κάθε 

 ,x   . Να αποδείξετε ότι    2g g     . 

 

130.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει   0f x   για κάθε 

x . Να συγκρίνετε τους αριθμούς    2 2A f f    και    1 1B f f   . 
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131.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει   f x 0  για κάθε  

x . Αν α, β, γ, δ, είναι διαδοχικοί όροι μίας γνησίως αύξουσας αριθμητικής προόδου, να δείξετε 

ότι        f f f f      .  

 

132.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις  , : ,f g    , για τις οποίες ισχύει ότι     f x g x   

για κάθε   ,x    και    f g  . Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται 

πάνω από το γραφική παράσταση της g στο διάστημα   ,  . 

 

 

 

 

 

 

133.  
Δίνεται συνάρτηση f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο , τέτοια ώστε να ισχύει : 

     1f x x f x   , για κάθε x . Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

 

134.  
Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει ότι: 

     3f x xf x f x     για κάθε x . Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

 

135.  
Έστω συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο [0, +) και για κάθε x > 0 ισχύει  f ΄(x) >2αx+2 με α>0 και 

f(0)=1. Να αποδείξετε ότι f(x) > αx2 + 2x + 1 για κάθε x > 0  

 

136.  
Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R με f '(x) – 3x2 -1 > 0 για κάθε xR.Να δείξετε ότι: 

        i)  η f είναι γν. αύξουσα                           ii) f (1) - f (0) > 2 

 

137.  
Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,1  για την οποία ισχύει:   2xf x e     

για κάθε  0,1x  και  0 2f   . 

i)  Να αποδείξετε ότι    0 1 0f f   

ii) Nα αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο   0,1 . 

 

138.  
Δίνεται συνάρτηση f δυο φορές παραγωγίσιμη στο  1,5  για την οποία ισχύει   12 6 0f x x     

για κάθε  1,5x  και  1 0f   . 

i)  Να αποδειχθεί ότι    5 1 176f f  . 

ii) Nα αποδείξετε ότι η f  είναι γνησίως  αύξουσα στο  1,5 . 
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139.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :g   για την οποία ισχύει  g x x   για κάθε x .  

Να αποδείξετε ότι    4 2 6g g  . 

 

140.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   για την οποία ισχύει ότι   3f x x   για κάθε x . 

Να αποδείξετε ότι: 

 i) η συνάρτηση     44h x f x x   είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

 ii) υπάρχει  2,3   τέτοιο, ώστε   17f   . 

 

141.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο ,     με   0f x   για κάθε  ,x   .   

 Να αποδείξετε ότι    2
2

f f f
  

    
 

. 

 

142.  

Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  με   0f x   και       
2

0f x f x f x    

για κάθε x . Να αποδείξετε ότι: 

i) Η συνάρτηση 
f

f


 είναι γνησίως αύξουσα. 

ii) Για κάθε 
1 2,x x   ισχύει:    1 2

1 2
2

x x
f f x f x

 
 

 
. 

 

143.  
Δίνεται συνάρτηση g, παραγωγίσιμη στο  ,   με g   γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό.  

Να αποδείξετε ότι:        g x x g g      . 

 

144.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  2,8 , με   0f x   για κάθε  2,8x .  

Να αποδείξετε ότι:  
       8 2 8 2 2 8

6 6

f f f f
f x x

 
  . 

 

145.  
Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο (-∞,0] για την οποία ισχύει f (x)e-f(x) = 2x για κάθε  x < 0 . 

Να δείξετε ότι η f είναι γν. αύξουσα. 

 

146.  
Έστω f,g συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο R. Αν είναι f΄(x) > g΄(x) για κάθε x R και υπάρχει  

α R τέτοιο, ώστε να ισχύει f(α) =g(α), να αποδείξετε ότι 

i)f(x) > g(x) για κάθε x  (α, +)           ii) f(x) < g(x) για κάθε x (-  , α)  

 

147.  
Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει f (x) + x·f '(x) + ημx > 0 για κάθε x < 0 .  
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Να δείξετε ότι x · f (x) < συνx . 

 

148.  
Έστω μια συνάρτηση f : RR για την οποία ισχύουν f(0)=0 και f ΄(x) < 2x - συνx για κάθε x  R . 

i)   Να δείξετε ότι f (x) > x2 - ημx  για κάθε x < 0.  

ii)  Να λύσετε την εξίσωση   f(x) = x2-ημx. 

iii) Να βρείτε το lim ( )
x

f x    

 

149.  
Έστω μια συνάρτηση  f : (0, + )  R   με f(π) = 0. Αν για κάθε x > 0 ισχύει xf '(x)< f(x) + x2συνx  

να δείξετε ότι    f(x) < xημx    για κάθε x > π . 

 

150.  
Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις  f, g : [l, +)  R    για τις οποίες ισχύει x(f '(x)-xg'(x)) < f(x)   

για κάθε  x  1  και f(1) = g (1). Να δείξετε ότι f(x) < x g(x) για κάθε x>1 

 

 

 

151.  
Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις   f, g : [0, +)  R   με   f(0) = g(0) = 1,  g(x) >0 και  

 f ΄(x) g(x) < g΄(x)    για κάθε x > 0. Να δείξετε ότι   f(x) < l + ℓng(x) για κάθε x > 0. 

 

152.  
Έστω η  συνάρτηση  f : R  R     για την οποία ισχύουν f(0)  = 0    και f ΄(x)< ex - x  για κάθε xR. 

Αν f(0) = 1   να δείξετε ότι    
2

2

x
 + f(x) < ex για κάθε x > 0. 

 

153.  
Έστω η συνάρτηση   f :R R   για την οποία ισχύουν   f(0) = f ΄(0) = 0   και  f ΄΄(x) > συνx  για 

κάθε  xR. Να δείξετε ότι για κάθε x>0 ισχύει  f(x) + συνx >1 

 

154.  

Έστω μια συνάρτηση f :RR ,η οποία είναι παραγωγίσιμη και η συνάρτηση 
2

( )
( )

f x
g x

x
 ,x0  

Αν για κάθε x0 ισχύει f ΄(x) < 2xg(x) , να μελετήσετε την g ως προς τη μονοτονία. 

 

155.  

Έστω μια συνεχής  συνάρτηση f : [0, + )  R για την οποία ισχύει f '(x) > 
( )f x

x
  για κάθε x > 0. 

Να δείξετε ότι f(x) > 0 για κάθε x > 0. 

 

156.  
Έστω μια συνάρτηση  f : R  R  για την οποία ισχύει  f΄(x)·συνx >f(x)·ημx για κάθε xR. Αν  

f(0) = 1 να δείξετε ότι    f(x)συνx > 1    για κάθε x > 0. 

 

157.  
Έστω f, g δύο συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο   R   για τις οποίες υποθέτουμε 
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g'(x)= f '(x) + ημ2x + ex + 1 για κάθε  xR.Να δείξετε ότι : g(x)+f(0)>f(x)+g(0) για κάθε x > 0. 

 

158.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις  , : 0,f g   , για τις οποίες ισχύει η σχέση:   

    2 xef x g x x    ,  0,x  . Να αποδείξετε ότι        0 0f g x g f x    για  

κάθε  0,x  . 

 

159.  
Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει f '(x) + 2f (x) > 0,xR.  

Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία την h(x) = f(x)e2x, xR. 

 

160.  
i) Έστω μια συνάρτηση f : R R για την οποία ισχύει  f '(x)>2f(x) για κάθε x R και f (0) = 1.  

    Να δείξετε ότι f (x) > e2x  για κάθε x > 0. 

ii) Έστω  g: R R μία συνάρτηση με συνεχή παράγωγο στο 0,για την οποία ισχύει  :    

    ( ) 4 ( ) 4 ( ) 0g x g x g x     ,για κάθε x>0 και g(0)=0.Να δείξετε ότι g(x)>xe2x ,για κάθε x > 0. 

 

 

 

161.  
Έστω f : R R μία συνάρτηση η οποία είναι παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις σχέσεις: 

  f(0)=1 ,f(x)≠0 , για κάθε x R και  

  f '(x)+exf2(x)<0 για κάθε xR.  

Να βρείτε το lim ( )
x

f x


.  

 

162.  
Έστω η συνάρτηση  f : R R  για την οποία ισχύουν f(0) = 0 και  f '(x) < 2x για κάθε xR.  

Να δείξετε ότι :  f(x)  x2     για κάθε   x  0   και   f(x) > 0 για κάθε x < 0. 

 

163.  
Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f    με  2 6f x x   για κάθε       

0x  ,  0 0f   και  0 1f  .Να αποδείξετε ότι:    
2 31 1x f x x     για κάθε 0x  . 

 

164.  
Δίνεται συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει   22 xf x e  , x . 

Αν η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο  0,1M , να αποδείξετε ότι: 

         i)   2xf x e , για κάθε 0x                                                      ii)   2xf x e , για κάθε 0x  . 

 

165.  
Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f    για την οποία ισχύει ότι : 

 0 1f  ,   0 2f    και       
2

f x f x f x   για κάθε 0x  . Να αποδείξετε ότι   2xf x e  

για κάθε 0x  .  
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Πλήθος ριζών 
 

166.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια το πολύ πραγματική ρίζα. 

i)   2x + l = ημx                                             ii)   x3-λx2+λ2x-2 = 0,    λR* 

 

167.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια το πολύ πραγματική ρίζα. 

i) 

x
1

1 8x
2

 
  

 
,xR                                  ii) ex-xex-α = 0, x>0 

 

168.  
Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν το πολύ μία ρίζα. 

i) 
3

4 3
4

x

x
 

  
 

                   ii) 2 2 7x x               iii) 3 2
4 21 18 50 0x x x    ,  1, 2x  

 

169.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν το πολύ μια πραγματική ρίζα. 

i) ln(1 + x2) + x + x3 =0                              ii) 2x3 + 3αx2 + 6α2x + 5 = 0 με α≠0 

 

 

170.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν δύο το πολύ πραγματικές ρίζες. 

i) ex+x2 = 2x + l                                            ii)    x4 + 2λx3+6λ2x2+μx + 1 = 0,         λ0,     μR 

 

171.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν το πολύ δυο πραγματικές ρίζες 

i) 3x4-5x + 20 = 0,  x≠0                                ii) 5x+6x+7x=20x + 5 

 

172.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν το πολύ τρεις άνισες ρίζες:  

i) e2x+5 = 2x2+3x                                         ii) x5-2005x +2006=0 

 

173.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια μόνο ρίζα στο διάστημα Δ.  

i)   x3+3x-l = 0        και   Δ = (0,1)              ii)   2x +ℓnx = 1       και   Δ = (0,1)  

iii) x3+x = συνx      και   Δ = (0,
2

π
)            iv) 3 2 2 *

2 0,x x x R        και Δ=R 

 v) 1
( 1) ln 2x x xe x


      και Δ=(2,e) 

 

174.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια μόνο ρίζα:  

i)  3X
3-Χ

2+9Χ + Κ = 0, με -11 <κ<0 και x (0,1). 

ii) -x3-5x-1 = 0 με x (-l,0). 

 

175.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια μόνο πραγματική ρίζα:  
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i) e2xln2x = 3,  x>
1

2
                                                      ii)2x + ημ2x = 3, x 0,

4

 
 
 

 

 

176.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια μόνο πραγματική ρίζα: 

i) ln(lnx-1)-lnx + 2 = 0, x [e2,+∞)                              ii) e2x-2e·x=0, x 
1

,
2

 


 
 

 

177.  
Να δείξετε ότι η εξίσωση  exℓnx = λ  έχει μοναδική ρίζα για κάθε λR. 

 

178.  
Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα  0, . 

i) 2 0
x

xe                                                                   ii) 4 3 2
12 14 3 4 0x x x       

 

179.  
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  12 3ln 3 4 2xe x     έχει ακριβώς μία λύση, την οποία και να 

βρείτε. 

 

180.  
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x

ex x 
   έχει μοναδική λύση. 

 

181.  
Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν ακριβώς μια ρίζα. 

i)   5 3
4 7 1 0x x x x     ,  0,1x              ii) 3 2

6 5 3 3x x x   ,  0,1x  

iii) 4
7ln 16x x  ,  1, 2x                            iv) 3 2

x
e x  ,  3,0x   

 

182.  
Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες. 

i)  x x x xx e e e e                                        ii) 2
x x x x    

 

183.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση    : 1, 0,1f e  , με   0f x  , για κάθε  1,x e .  

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση    1 lnf x x x   έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα  1,e . 

 

184.  
i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   3 2 1 2f x x x x    , x , είναι γνησίως αύξουσα. 

ii) Η εξίσωση 3
2 1 2x x x    έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα  0,1 . 

 

185.  
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 4

4 6 0x x    δεν έχει πραγματικές ρίζες. 

 

186.  
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Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης    lnx xf x x     , , 1     

δεν τέμνει τον άξονα x x . 

 

187.  

i) Να αποδείξετε ότι : x x  για κάθε 0,
2

x
 

 
 

 

 ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2 x x x     είναι αδύνατη στο 0,
2

 
 
 

. 

 

188.  

Να δείξετε ότι η εξίσωση 
2

ln(x 2) x 1 0
x 2

    


 έχει μια μόνο ρίζα στο (-2,-1] και είναι  

αδύνατη στο (-1,+∞). 

 

189.  
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3

3 1 0x x    έχει δύο θετικές ρίζες και μία αρνητική. 

 

190.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f    με   0f x   για κάθε 0x   και  0 0f  .  

Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

  2 lng x x x x   το πολύ σε ένα σημείο.  

 

 

191.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση f, για την οποία είναι   2xf x e    για κάθε x  και 

 0 1f  . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f x  , έχει ακριβώς μία ρίζα για κάθε   . 

 

192.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση f, για την οποία είναι   5f x   για κάθε x .  

Να αποδείξετε ότι η γραφική της f τέμνει την ευθεία 4 1821y x   ακριβώς σε ένα σημείο. 

 

193.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  1,3 .Αν  1 3f    και   4f x   για κάθε  1,3x ,  

να αποδείξετε ότι η εξίσωση   0f x   έχει μοναδική ρίζα στο  1,3 . 

 

194.  
Δίνεται η εξίσωση 7

7 0x x    ,  . Να βρείτε οι τιμές της παραμέτρου λ, ώστε η εξίσωση 

να έχει ακριβώς μία ρίζα στο  0,1 . 

 

195.  
Δίνεται η εξίσωση 2

ln 2 0x x   . 

i) Να αποδείξετε ότι είναι αδύνατη στο  0, . 

ii) Να αποδείξετε ότι έχει ακριβώς μια λύση στο  , 0 . 
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196.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει ότι:  
2 2

15 5x f x x    για  κάθε 

 3,x   και  5 0f   . Αν η f   είναι συνεχής, να αποδείξετε ότι: 

i)  η εξίσωση   0f x   είναι αδύνατη στο  3, . 

ii) η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο  3, .     

 

197.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει (f '(x)) +36x=4x3,x>3 και f '(4) > 0 . 

   Αν η f ΄ είναι συνεχής να δείξετε ότι:                                            

i)  η εξίσωση f ΄(x) = 0 είναι αδύνατη για x > 3 .                                                   

ii) η f είναι γν. αύξουσα. 

 

198.  
Να δείξετε ότι η εξίσωση ln2x = 2 – 8x, έχει μοναδική ρίζα στο (0, +∞). Στη συνέχεια μελετήστε τη 

μονοτονία της f(x) = 8x2-6x + 2xln2x. 

 

199.  
Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης: 3x4 – 4x3 – 24x2 + 48x- 2006= 0 

 

200.  
Να βρείτε το πλήθος των ριζών των εξισώσεων: 

i) 3 2
2 7 4 0x x x                    ii) 4 3 2

4 4 2 0x x x                  iii) 
3 2

2 3
2 1

6

x x
x


   

201.  
Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 3 2

2 6 1 0, 0x x      

 

202.  
Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών των παρακάτω εξισώσεων για τις διάφορες τιμές  

του  . 

i) 4 3 2
3 8 6 24 0x x x x            ii) 4

4 0x x                           iii) 2
2ln 1 0x x   , 0   

 

203.  

Δίνεται η συνάρτηση f με f '(x) =
1

2007
x2007 + 2006x3 + 2005. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα μόνο 

σημείο (xo,f (x0)) της Cf με x0  (-1,0), στο οποίο η εφαπτομένη (ε) της Cf είναι παράλληλη στον 

άξονα χχ'. 

 

204.  
Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = συνx και g (x ) = lnx - 2. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της Cg  

στο σημείο (l,g(l)) και η Cf έχουν ένα μόνο κοινό σημείο το (xo,f(xo)) με x0 (0,4). 

 

205.  
Δίνεται η δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f που για κάθε  x > 0  ισχύει f '(x)<0, f΄΄'(x)<0  

και f(0) = 3. Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x)-2ex + x2 -1 = 0 έχει μοναδική λύση στο [0,+∞). 
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206.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  1, 2  για την οποία ισχύει :  f 1 1   και   1f x   

 για κάθε  1, 2x . Να αποδείξετε ότι  η εξίσωση f (x) 0 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα  1, 2 . 

 

207.  
Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο με   0f x k    για κάθε x . Να αποδείξετε ότι  

η εξίσωση   0f x   έχει ακριβώς μια ρίζα. 

 

208.  
Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο R και ισχύει: f 3(x) + β·f2(x) + γ·f(x) = x3-2x2+6x-1  με 

β,γ R και β2 <3γ.Να δείξετε ότι: 

i)  η f είναι γν. αύξουσα. 

ii) η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο (0,1). 

 

209.  
Έστω η συνάρτηση   f(x) = e-x +xℓnx-2. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα μόνο σημείο Μ της Cf με  

τετμημένη   ξ  (0,1)   ώστε η εφαπτομένη της Cf  σ' αυτό να είναι παράλληλη στον άξονα x'x. 

 

210.  
Αν η συνάρτηση  f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [1, e] με 0<f(x)<l και f ΄(x)  0 για κάθε  

x  [1, e], να δείξετε ότι υπάρχει ένας μόνο αριθμός x0  (1, e) τέτοιος ώστε f(xo) + xoℓnxo = x0. 

 

211.  
Έστω f : R R μία συνάρτηση με f(3)=f(1),η οποία είναι 2 φορές παραγωγίσιμη με f ΄΄(x)<0 

για κάθε xR.Να λύσετε την εξίσωση 4 4
( 3) ( 1)f x f x     

 

212.  
Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [0,1] με l-e <f(x) <-l και f '(x) 1 για κάθε 

x[0,1],  να δείξετε ότι υπάρχει ένας μόνο αριθμός x0(0,1) τέτοιος ώστε 0

0 0( )
x

f x x e  . 

 

213.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει:  
2

2 2

2 5

x
f x

x x


 

 
 για κάθε  

x . Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει τη γραφική παράσταση της  

συνάρτησης    2ln 2 5 2g x x x    , το πολύ σε ένα σημείο. 

 

214.  

Δίνεται η συνάρτηση    
44

2f x x x   , x . 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iii) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  
44

2 1x x     ,  . 

 

215.  
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Έστω η συνάρτηση 
2

( ) ln
2

x x
f x e x x     

i)   Nα εξετάσετε την f ως προς την μονοτονία 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f 

iii) Να δείξετε ότι η f έχει μία ακριβώς ρίζα στο (0,1) 

 

216.  
Δίνεται η συνάρτηση   2 5 1xf x e x x    , x , 0  . Να αποδείξετε ότι υπάρχει μόνο  

ένα σημείο της fC , στο οποίο ορίζεται εφαπτομένη παράλληλη στον x x . 

 

217.  
Δίνεται η συνάρτηση   x

e
xf x e 

  , x . Να αποδείξετε ότι η γραφική της παράσταση δέχεται 

μοναδική εφαπτομένη που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

218.  

i)  Nα βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 
2

1
ln 1

4 1
x

x
 


 

ii) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( ) lnf x x και 2
( )g x x ,έχουν  

     δύο κοινές εφαπτομένες 

 

219.  
Έστω οι συναρτήσεις ( ) 1

x
a x xe  και ( ) ( 1) ( 1)

x
h x x e x    . 

i)   Nα αποδείξετε ότι η εξίσωση α(x) = 0 έχει μία ακριβώς ρίζα x0(0,1) 

ii)  Nα αποδείξετε ότι η εξίσωση h(x) = 0 έχει δύο ακριβώς ρίζες αντίθετες 

iii) Να βρείτε το πλήθος των κοινών εφαπτομένων των γραφικών παραστάσεων των   

     συναρτήσεων f(x)=ex και g(x)=lnx. 

 

 

 

Εύρεση πρόσημου της f  και σύνολο τιμών 
 

220.  
Να βρείτε το σύνολο τιμών των παρακάτω συναρτήσεων: 

i)   ln 2f x x x                       ii)   4
4 6f x x x                                    iii)  

x x

x x

e e
f x

e e









 

iv)  
2

1

x
f x

x



                           v)   lnf x x x x                            vi)  

1
lnf x x

x
   

 

221.  

Δίνεται η συνάρτηση  
, 0

1, 0

x
x x

f x x

x


 

 
 

. 

i) Να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής                                 ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.  

 

222.  

Δίνεται η συνάρτηση   , 0
xe

f x x x  . 
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i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.                 ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f.  

 

223.  
Δίνεται συνάρτηση f τρεις φορές παραγωγίσιμη στο  ,   με 0   , για την οποία ισχύει ότι: 

   f f     ,   2f   ,   2f    και  (3) 0f x   για κάθε  ,x   . Να βρείτε το 

σύνολο τιμών της συνάρτησης    g x f x x  . 

 

224.  
Να βρείτε το πρόσημο των παρακάτω συναρτήσεων: 

i)         22 1 ln 1 2 5f x x x x x      , 0x                       ii)   21 xf x x x e    , 0x   

iii)   2
2 2 3

xf x e x x    , 0x                                              iv)   6 23 2 1xf x e x x x      

 v)   lnf x x vx v   , v *                                                  vi)  f x x x x   ,  0,x   

 

225.  

Δίνεται η συνάρτηση     3( ) 2 1 1f x x x    .Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, να  

βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της. 

 

226.  

Δίνεται η συνάρτηση    f(x) = xσυνx-ημx,     x[0, 
2

π
]. 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

 

227.  

Δίνεται η συνάρτηση     21
( ) 4

1
f x n x

x
  


 

i) Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία, να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της. 

ii) Να λύσετε την ανίσωση  
241 xx e   στο (1,+∞). 

228.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln(x + 2)-(x + l) + 
2

(x 1)

2


 + 2006, x≥0. Να βρείτε το πρόσημο της f. 

 

229.  
Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση f : RR για την οποία ισχύουν f '(x)<3x2 και f (0) = 0. Να βρείτε 

το πρόσημο της h(x) = f (x)-x3,  xR. 

 

230.  
Δίνεται η συνάρτηση f(x)=(x+1)lnx+x-1 

i)  Να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της f 

ii) Να λύσετε την ανίσωση 1 1x x
x e

 
  ,στο (0,+∞) 

iii) Να δείξετε ότι : 
2

1xex e   ,για κάθε x (0,1)  

 

231.  
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Δίνεται η συνάρτηση   21

2

x
f x x x e e

     ,  0,x  . 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii)  Να βρείτε το πρόσημο του αριθμού 
5

9
f

 
 
 

. 

iii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 
1

2
f
 
 
 

 και  1f . 

 

232.  

Δίνεται η συνάρτηση    , x
1

x

x

e
f x

e
 


. 

i)   Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iii) Για κάθε x 0 να αποδείξετε ότι:        3 5 5 3x x x xf f f f          

 

233.  
Δίνεται η συνάρτηση   2 2x xf x e e   , x . 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii)  Να βρείτε το πρόσημο των αριθμών 
1

100
f
 
 
 

 και 
1

100
f
 
 
 

. 

iii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς  10 5f ,  20 10f  και  30 15f .  

 

234.  
Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0,3   με   0f x   για κάθε  0,3x  και   

   1 2 0f f  .Να αποδείξετε ότι    0 3 0f f  . 

 

235.  
Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0, 2f   με    0 0 0f f   , και   2 8f  . 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει  0, 2   τέτοιο, ώστε   2f   . 

236.  
Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, 2  με   0f x   για κάθε  0, 2x  και   

 1 0f   . Να αποδείξετε ότι:  

i)    0 0 2f f                                                                ii)    1f x f  για κάθε  0, 2x . 

 

237.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  ,  , 0  , με   0f x   για κάθε 

 ,x   ,  f    και  
2

f





 . Να αποδείξετε ότι  f x x



  για κάθε  ,x   . 

 

238.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f,g για τις οποίες ισχύει ότι   
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       f x g x f x g x   και   0g x   για κάθε x  και    0 1g g . Να αποδείξετε ότι    

   1 0f f . 

 

239.  
Έστω μια συνάρτηση   f : [α, β]  R   για την οποία ισχύει   f(α) = f(β)   και f "(x)>0 για κάθε  

 x  [α, β]. Να αποδείξετε ότι f '(α)·f ΄(β) < 0. 

 

240.  
Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  R, η Cf εφάπτεται στον χ'χ στο x0 = 1 και ισχύει  f ΄΄x)<0   

για κάθε    xR,   να δείξετε ότι  f(x)<0 για κάθε x 1. 

 

241.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  ,  , με     0f f      και 

  0f x   , για κάθε  ,x   . Να αποδείξετε ότι   0f x   για κάθε  ,x   . 

 

242.  
Έστω μια συνάρτηση f : [α, β]  R   με f(β) = f '(α) = 0, η f ΄  είναι συνεχής στο [α, β] και f΄΄(x)>0 

για κάθε x  (α, β). Να βρείτε το πρόσημο της f. 

 

243.  
Έστω μια συνάρτηση  f: [α, β]  R   με f(α) = f(β) = 0 και f "(x)<0 για κάθε x  [α, β]. 

Να δείξετε ότι: 

i)    υπάρχει μοναδικό  ξ  (α, β)  τέτοιο ώστε f '(ξ) = 0 

ii)  f1   [α, ξ]       και    f2  [ξ, β] 

iii)  f(x) > 0 για κάθε  x (α, β)                                                                     

244.  
Έστω   μια  συνεχής  συνάρτηση f : [0,1]  R  για  την  οποία  ισχύουν f(0) = f(l) =0  και 

 f ΄΄(x) > 0 για κάθε x  [0,1].   Να δείξετε ότι: 

i)    υπάρχει μοναδικό  xo (0,1)  τέτοιο ώστε f '(x0) = 0  

ii)  f1  στο  [xo, 1]     και   f2  στο   [0,xo]  

iii)  f(x) < 0      για κάθε    x (0,1) 

 

 

245.  
i)  Έστω μια συνάρτηση f : [α, + )    με συνεχή παράγωγο για την οποία ισχύουν f(α)=f '(α)=0    

     και  f "(x) > 0   για κάθε   x  (α,+ ). Να δείξετε ότι f(x) > 0 για κάθε x > α. 

ii)  Να δείξετε ότι :  2xℓnx < x2 -1     για κάθε x > 1. 

 

246.  
Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη στο [3,4], γνησίως αύξουσα και δυο φορές παραγωγίσιμη με  

συνεχή δεύτερη παράγωγο για κάθε x  [3,4]. Ακόμα f΄΄(x) >0 και f '(4) = f(3) + f(4).                                                              

i)  Να βρείτε το πρόσημο της f στο [3,4].       

ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) = (x - 3) · f '(x) έχει μια μόνο ρίζα στο (3,4). 

 

 

Θεωρητικές 
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247.  
Δίνεται συνάρτηση f με  συνεχή δεύτερη  παράγωγο στο  ,  . Αν   0f x  ,για κάθε   ,x    , 

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f   είναι γνησίως μονότονη. 

 

248.  
Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  με   0f x   και    2f x f x  για κάθε 

x . Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

 

249.  
Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f,g με    f x g x   για κάθε x .  

Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f,g έχουν το πολύ ένα κοινό σημείο. 

 

250.  
Αν για τη συνάρτηση :f   γνωρίζουμε ότι είναι άρτια και   0f x   για κάθε 0x  . 

Να λύσετε την ανίσωση    2 23 5 4 19f x x f x x     . 

 

251.  
Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο , με  0 4f   και  2 0f  . 

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  
 
x

f x
g x

e
  είναι γνησίως αύξουσα όταν ( ) ( )f x f x , για κάθε  

    x . 

ii) Υπάρχει   , τέτοιο ώστε:    f f  . 

 

252.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R R  για την οποία ισχύει f 3(x) + f(x) = e1-x  για κάθε 

xR. 

i) Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία.  

ii) Να λύσετε την ανίσωση   f (ημ2x) > f (x2). 

 

253.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει: f3(x) + 2f(x)-x + 3 = 0  για κάθε 

xR. 

i)  Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να λύσετε την ανίσωση f (x2) < f (1 - ln x ) με x>0. 

 

254.  
Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει: 

     3 22 3 2x xf x f x f x e e x      για κάθε x . 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii)  Να λύσετε την εξίσωση   0f x    γ) Να βρείτε το πρόσημο της f. 

 

255.  
Δίνεται συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει ότι  

   3 3 2 3f x f x x x x     για κάθε x .  
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i)   Να βρείτε τα  0f  και  2f . 

ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   1f x   έχει λύση στο . 

 

256.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:      3 2

2 5 5
xf x f x f x e x     

για κάθε x . Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

257.  
Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει:    3 2 3 0f x f x x    για κάθε 

x . 

i)   Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

ii)  Να βρείτε το  1f . 

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 
1

,1
2


 

 
 

 τέτοιο, ώστε   3 4f      

 

258.  
i) Να λύσετε την εξίσωση 1

x
x e  . 

ii) Έστω γνησίως μονότονη συνάρτηση :f   για την οποία ισχύει ότι  

      
3 1

f x
f x e x    για κάθε x . Να αποδείξετε ότι: 

    α) η f είναι γνησίως αύξουσα. 

    β) η fC  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

    γ) αν η f είναι παραγωγίσιμη στο , να αποδείξετε ότι        1 1f x f x f x f x      . 

 

259.  

Δίνεται  παραγωγίσιμη συνάρτηση  :f   για την οποία ισχύει:      2
2 1

xxf x x f x e     

 για κάθε x  και  f 0 1 .  

i)  Να αποδείξετε ότι  
2

,  
1

xe
f x x

x
 


 

ii) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f.    

 

 

260.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση   f : R R με f(x) > 0   για κάθε   xR για την οποία ισχύει : 

f 3(x) + ℓnf(x) + ef(x) = x3 + x2 + 2x-l   για κάθε   xR. 

i)   Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.  

ii)  Να λύσετε την εξίσωση   f (ℓnx) = f (1 - x2). 

 

261.  

Δίνεται συνάρτηση f, για την οποία ισχύει    
4 4 0

f x f x
e x e


    για κάθε x . 

i) Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f.  

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.  
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262.  
Έστω μια συνάρτηση   f  : R  R  για την οποία ισχύει   f(1-x) = -f(1 + x) για κάθε   xR.  

Αν  η f είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο και ισχύει f '(x)  0 για κάθε  xR, να λύσετε την  

εξίσωση  f(x) = 0 

 

263.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f   για την οποία ισχύει:  2 21 2x f x x x       

για κάθε 0x  . Να υπολογίσετε το όριο 
 

3
lim
x

f x

x
. 

 

264.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f   για την οποία ισχύει:   1x f x x    για κάθε 

0x  . Να υπολογίσετε το όριο 
 

2
lim
x

f x

x
. 

 

Ζ.Μονοτονία και Αντίστροφη 
 

265.  
Να δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι  1-1  και να βρείτε την αντίστροφη τους. 

i)   f(x) = e2x-1                                                                                   ii)    f(x) = l-2ℓn(x-l) 

iii) f (x) = ℓn
1

2

x

x




                                                                            iv)   f(x) = x3+l 

 

266.  

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ℓn
1

1

x

x

e

e




.Να δείξετε ότι η f είναι "1 - 1"  και να βρείτε την αντίστροφη 

της. 

 

267.  

Έστω η συνάρτηση f :(0,+∞)R με 
1

( )f x x
x

  .Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να  

βρείτε την f-1   . 

 

268.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 3e2x-1 + 2, με 
1

x
2

  

i)   Να μελετήσετε την μονοτονία της f. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της.  

iii) Να βρείτε την f -1. 

 

269.  

Έστω η συνάρτηση 
2

( ) ln
2

x
f x x x  . 

i)  Να δείξετε ότι υπάρχει η f-1   και να βρείτε το πεδίο ορισμού της 

ii) Να δείξετε ότι η f-1   δεν είναι παραγωγίσιμη στο 
0

1

2
x    
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270.  

Έστω η συνάρτηση .,
||1

)( Rx
x

x
xf 


  

i)   Να βρείτε την παράγωγο της f 

ii)  Να μελετήσετε τη μονοτονία της f 

iii) Να αποδείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και έπειτα να βρείτε τη συνάρτηση (f -1)΄ . 

 

271.  
Έστω η συνάρτηση ( )f x x x  .Να δείξετε ότι : 

 i)  υπάρχει συνάρτηση g :RR τέτοια ώστε να ισχύει ( ( ))g f x x ,για κάθε xR 

 ii) η g δεν παραγωγίζεται στα σημεία 2κπ,κΖ 

 

272.  
Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R με f(x)>0 και lnf (x)-e-f(x) = 2x, 

      i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

      ii)  Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 

      iii) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = l και την ανίσωση f(x)>l. 

 

273.  
Έστω η συνάρτηση f:RR για την οποία ισχύει 3

( ) ( ) 0f x f x x    ,για κάθε xR 

  i)   Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται  

  ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f 

  iii) Να βρείτε την συνάρτηση f-1    

 

274.  
Έστω η συνάρτηση ( ) 1

x
g x e x    

i)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της g και να δείξετε ότι αντιστρέφεται 

ii) Έστω η συνάρτηση f:RR για την οποία ισχύει ( )
( ) 1

f x
e f x x   ,για κάθε xR 

     α) Να δείξετε ότι 1
g f

  

       β) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και ότι 1
f g

  

 

275.  
Έστω η συνάρτηση ( )

x
g x e x x    και η f:RR για την οποία ισχύει  

( )
( ) ( ) 0

f x
e f x f x x    ,για κάθε xR 

i)   Να βρείτε το σύνολο τιμών της g και να δείξετε ότι αντιστρέφεται 

ii)  Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και ότι 1
g f

  

iii) Να βρείτε την f-1 

 

 

Προβλήματα 
 

276.  
Η τιμή V (σε ευρώ) ενός προϊόντος, t μήνες μετά την εισαγωγή του στην αγορά δίνεται από  

τον τύπο     V = 20
2

3

10

( 2)

t

t



. Να δείξετε ότι το προϊόν συνεχώς υποτιμάται χωρίς όμως η τιμή  
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του να μπορεί να γίνει μικρότερη από το μισό της αρχικής του τιμής. 

 

277.  
Η θέση ενός κινητού πάνω σε έναν άξονα τη χρονική στιγμή t δίνεται από τη συνάρτηση : 

 x  = S(t) = t4 - 12t3 + 30t2 - 28t -10 

i)    Να βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού. 

ii)   Πότε το κινητό έχει ταχύτητα μηδέν ; 

iii)  Πότε το κινητό κινείται προς τα δεξιά και πότε προς τα αριστερά; 

iv)  Πότε η ταχύτητα του κινητού αυξάνεται και πότε μειώνεται; 

 

 

Σύνθετα θέματα 
 

278.  
Δίνεται η συνάρτηση   3 4xf x e x   , x . 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iii) Να λύσετε την εξίσωση   0f x  . 

 iv) Να λύσετε την εξίσωση 
22 2 12 2

2 2 12
x x

e e x x


    . 

 

279.  

Δίνεται η συνάρτηση    2ln 1f x x x   . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

iii) Να λύσετε την εξίσωση 
2

10
3 ln

1
x

x
 


. 

iv) Να λύσετε την ανίσωση 
2

3

6

1
ln

1

x
x x

x


 


. 

 

280.  
Δίνεται  η συνάρτηση   2 3 1 ,xx xf x     . 

i)    Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

ii)   Να λύσετε την εξίσωση 
2 23 2 4 2 4 3

2 2 3 3
x x x x x x   

    

iii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iv)  Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f (x)   , 0  . 

 

 

281.  

Δίνεται  η συνάρτηση  
2

 ,x
1

x
e

f x
x

 


. 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 3 2e   και 
4

3
. 

iii) Να λύσετε την ανίσωση 
 

4
1

2

1

1

x x x
e

x

 



. 
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 iv) Να λύσετε την εξίσωση 
2

2

4 4 2

2 2

x x x
e

x x

 


 
. 

 

282.  

Δίνεται η συνάρτηση  
1

ln  , 0
x

f x x x
x


   . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία. 

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ,   , 1  τέτοιο, ώστε:      2f f f   . 

 

283.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   για την οποία ισχύει      1f k f x f k    , k        

για κάθε x . Να αποδείξετε ότι: 

i)   η f είναι γνησίως αύξουσα. 

ii)  η συνάρτηση      h x f x f k x   είναι γνησίως αύξουσα. 

iii)  
 1

2

f k
f k


 . 

 

284.  
i)  Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης f(x) = 1ηx - x + 1, x > 0 

ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση (c) της συνάρτησης g(x) = lηx  

     στο σημείο x0= 1 και έπειτα να αποδείξετε ότι η (c) και η παραπάνω εφαπτομένη έχουν  

     μοναδικό κοινό σημείο το (1, 0). 

 

285.  
Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2+51n(x-l) και η g(x) = 5x-6 + 4ln(x-l).  

i)   Να δείξετε ότι οι Cf, Cg έχουν μοναδικό κοινό σημείο για x ≥ 2. 

ii)  Να δείξετε ότι δέχονται κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους σημείο, την οποία και να βρείτε. 

iii) Να λύσετε την εξίσωση x2 + ln(|x|-l)-5|x| + 6 = 0 . 

 

286.  
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:RR ,με  f(0)=0 .Αν ισχύει :  

i)   ( ) ( ) 2 ,
x

f x f x xe x R
     ,να βρείτε τη συνάρτηση f 

ii)  ( ) ( ) 2 ,
x

f x f x xe x R
    ,να δείξετε ότι 2

( )
x

f x x e


 ,για κάθε x>0 

iii) ( ) ( ) 2 ,
x

f x f x xe x R
    ,να λύσετε την εξίσωση 2

( )
x

e f x x  ,για κάθε x>0 

 

287.  

Δίνεται η συνάρτηση 21
( ) ( 1) ln ( 1)

2
f x x x x     και ο μιγαδικός z που ικανοποιεί τη σχέση  

| | 1 2
2ln | | (| | 1) 0

z
z z


     

i)   Να βρείτε το σύνολο τιμών της f 

ii)  Να δείξετε ότι : 
2( 1) 2 2

4 ,
x x

e x e
 

 για κάθε x>2 

iii) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού z 

iv) Να δείξετε ότι 2
| z 1| 5z     

 

288.  
Έστω f, g : (0,+∞ )→R δύο συναρτήσεις για τις οποίες ισχύουν οι σχέσεις : 
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 
2

( ) ( ) 3 1
xg x f x

x
     ,για κάθε x>0 

 
2

ln(1 ( )) ( )g x g x 
 
,για κάθε x>0 

i)   Να δείξετε ότι 
2

( ) 3 1, 0
xf x x

x
      

ii)  Να δείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f-1,να βρείτε το πεδίο ορισμού της και  

      στη συνέχεια να λύσετε την ανίσωση ln ln3 ln( 2)x x x     

iii) Να βρείτε τους μιγαδικούς z1,z2 ,οι οποίοι δεν είναι πραγματικοί αριθμοί και είναι ρίζες  

      της εξίσωσης 
2

1 1|z | |z |2
(3 1) (3 1) 2 0z z         

 

289.  

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :R R για την οποία ισχύει:
2

x 2

f (x) x 3
lim 3

x 2

  



. Να δείξετε 

ότι η f είναι γνησίως αύξουσα κοντά στο x0 = 2. 

 

290.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :R R  για την οποία ισχύουν:  

 3ex-(2x + 3)f(x) = (x2+3x+3)f '(x) και f(0) = l.  

 i) Να βρείτε το τύπο της f.  

 ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

 

291.  
Δίνεται η f  δυο φορές παραγωγίσιμη στο [1,3] με f(x)>0, f '(x)>0, f "(x)>0 και οι μιγαδικοί  

αριθμοί z1 =e2f(3) + 3i και z2 =-f (l) + i. Αν Re (z1 - z 2) = 2f(l), να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό  

x0  (1,3) ώστε f (xo) + f '(xo) = 0. 

 

292.  
Δίνεται συνάρτηση f  δυο φορές παραγωγίσιμη στο  [3,4] με f"(x)>0 για κάθε  x[3,4] και f(3) = 0, 

f(4) = 3. 

i)  Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό x0  (3,4) ώστε f '(x0) = 3 .  

ii) Να βρείτε το πρόσημο της h (x) = f '(x)-3 στο [3,4]. 

 

293.  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :R R  για την οποία ισχύουν: f ΄(x) = (2x + l)e-f(x)  και  

f(0) = l. 

i)  Να βρείτε τον τύπο της f. 

ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

 

294.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0,+∞) με f (0) = 0. Αν f΄΄(x) < 0 για κάθε x > 0, να  

μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση h(x) =
2

f (x)

x
 για x > 0 . 

 

295.  
Δίνεται συνάρτηση f δυο φορές παραγωγίσιμη στο (-∞,0] και f ΄(0) = 0. Αν η συνάρτηση f ΄΄ 

είναι γν. φθίνουσα, να δείξετε ότι και η συνάρτηση g(x) =
f (x)

x


 είναι γν. φθίνουσα στο (-∞,0). 
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296.  
Δίνεται συνάρτηση f για την οποία ισχύει  f (x + y) = f (x) + f (y) + 3xy για κάθε x, y  R και  

x 0

f (x)
lim

x
=2 

i)  Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη. 

ii) Να μελετήσετε τη μονοτονία της f. 

 

297.  
Δίνεται συνάρτηση f  δυο φορές παραγωγίσιμη στο R ώστε 2f ΄(x) + f ΄΄(x) = 2 για κάθε xR  

και f(0) = l, f ΄(0) = 0. 

i)  Να βρείτε το τύπο της συνάρτησης f.  

ii) Να μελετήσετε τη μονοτονία της f. 

 

298.  
Έστω f, g δυο συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο R για τις οποίες ισχύουν: 

g΄΄(x) = f ΄΄(x)-e2x-x2 με g'(0) = 3, f '(0) = 2. Να δείξετε ότι: 

i)  g(x) + f(0)<f(x) + g(0) για x<0. 

ii) Υπάρχουν ξ1,ξ2(x,0) ώστε g ΄(ξ1)>f ΄(ξ2). 

 

299.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f    για την οποία ισχύει ότι  2

xx f x e   για  

κάθε 0x  . 

i)   Να αποδείξετε ότι  2 2 1xx f x e     για κάθε 0x  . 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   23f x x  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  1, 2 . 

 

300.  
Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f    με   26 12x f x x  για κάθε       

0x   και    0 0 0f f   .Να αποδείξετε ότι: 

i)    3 4x f x x   για κάθε 0x                                              ii)    lim lim
x x

f x f x
 

    

iii)     lim 1
x

f x f x


     

iv)  Η εξίσωση   1 xf x e   έχει μοναδική ρίζα στο  0, . 

 

 

 

 

 

301.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση    : 0, 0,f     για την οποία ισχύει ότι 

   xf x e f x    για κάθε 0x   και  0 1f  . 

i)    Να υπολογίσετε το όριο 
 

0

1
lim
x

f x

x


. 
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ii)   Να αποδείξετε ότι    f x f x  , 0x  . 

iii)  Να βρείτε την f. 

iv)  Να λύσετε την εξίσωση  
1

2
f x x  . 

 

302.  
Δίνεται συνάρτηση g, για την οποία ισχύει       2g x y g x g y xy     για κάθε ,x y   

και 
 

0
lim 6
x

g x

x
 . 

i)   Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο . 

ii)  Να μελετήσετε τη συνάρτηση g ως προς τη μονοτονία. 

iii) Να βρείτε τη συνάρτηση g. 

 

303.  
Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, , για την οποία ισχύει:  

     2 0f x f x f x     για κάθε 0x  . Δίνεται επίσης η συνάρτηση    xh x e f x  με   

 lim 2
x

h x


 .Να αποδείξετε ότι:  

i)    
 

       
1

1
f x

f x f x f x ef x f x
e


      , 1x  . 

ii)    lim 2
x

x
e f x


      

iii)  lim 0
x

f x


   

 

304.  
Έστω οι συναρτήσεις f, g με πεδίο ορισμού το  .Δίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης fog  

είναι 1-1. 

i)  Να αποδείξετε ότι η g είναι 1-1.   

 

 

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση:    3g f (x) x x g f (x)  2x 1     έχει ακριβώς δύο θετικές και  

    μία αρνητική ρίζα.   

 

305.  
Δίνεται συνάρτηση f, ορισμένη στο , με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύουν οι  

σχέσεις:    2f x f x    και   0f x  , για κάθε x . 

i)   Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως μονότονη. 

ii)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   0f x   έχει μοναδική ρίζα. 

iii) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  

       
 

 

f x
g x

f x



, στο σημείο που τέμνει τον άξονα x x , σχηματίζει με αυτόν, γωνία 45o

. 

 

306.  
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Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f:   για την οποία ισχύει:  
2 1

f x ,
1

x

x

e
x

e


  


. 

i)   Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση     2g x f x x  . 

ii)  Nα αποδείξετε ότι η fC  τέμνει την ευθεία 2y x  το πολύ σε ένα σημείο. 

iii) Να αποδείξετε ότι    lim 1 2
x

f x f x


     . 

 

307.  

Δίνεται η συνάρτηση  
1

ln
1

x
f x x

x


 


 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτησης f.   

ii)  Nα αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς 2 ρίζες στο πεδίο ορισμού της.   

iii) Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  g x lnx   στο σημείο 

      , ln   με 0  και η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης      xh x e   

      στο σημείο  ,e με    ταυτίζονται, τότε να αποδείξετε ότι ο αριθμός α είναι ρίζα της  

      εξίσωσης  f x 0 .   

iv) Να αιτιολογήσετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g και h έχουν ακριβώς δύο  

      κοινές εφαπτόμενες.   

 

308.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 1,f   , για την οποία ισχύει: 

     3 2 32 2 , 1f x f x f x x x     . Να αποδείξετε ότι: 

i)   Η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  1,  

ii)  Η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . 

iii) Η f αντιστρέφεται και να βρείτε την –1
f . 

iv) Οι γραφικές παραστάσεις των f  και  f –1 δεν έχουν κοινά σημεία. 

 

309.  
Δίνεται  συνάρτηση f για την οποία ισχύει:    32 3 4f x f x x    για κάθε x . 

i)     Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο . 

ii)    Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο . 

iii)   Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

iv)   Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την 1
f
 . 

 v)   Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και 1
f
 1. 

vi)   Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο (-5,0). 

vii)  Να βρεθεί η εφαπτομένη της 1f
C  στο 0 1x  . 

viii) Να αποδείξετε ότι  9 8f x x   για κάθε 1x   

  

310.  
Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο με   0f x  για κάθε x ,  1 1f  και 

   2 7, 2 2f f   . Να αποδείξετε ότι: 

i)    η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1, 2 . 
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ii)    2 4f x x  για κάθε  1, 2x  . 

iii)          2 1 1 7x f x x f x      για κάθε  1,2x . 

iv) υπάρχει  1, 2  τέτοιο, ώστε   4f    . 

 

311.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f   για την οποία ισχύει ότι     2 f x f x x   για 

κάθε x . 

i)   Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 

ii)  Να αποδείξετε ότι    f x f y x y    για κάθε x,y . 

iii) Να αποδείξετε ότι   
1 1

2 2

x x
f x

 
   για κάθε x . 

iv) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

 v) Να αποδείξετε ότι  η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 

vi) Να υπολογίσετε το όριο 
0

lim
( )x

x

f x
  

 

312.  
Δίνεται συνάρτηση  : 0, 4f  , δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, 4  για την οποία ισχύει ότι: 

 2 2f  ,  2 0f    και      
2

1f x f x f x       για κάθε  0, 4x . 

i)   Να αποδείξετε ότι   0f x   για κάθε  0, 4x . 

ii)  Να αποδείξετε ότι   24f x x x  . 

iii) Αν Α,Β δύο τυχαία σημεία της γραφικής παράστασης της f, να αποδείξετε ότι   4AB  . 

  

313.  
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f   για την οποία ισχύει ότι    f x f x x   για  

κάθε x  και  0 2f  . Να αποδείξετε ότι: 

i)     0f x  για κάθε x . 

ii)   η συνάρτηση  
 

 

f x
h x

f x


  είναι σταθερή στο . 

iii)  η f είναι άρτια. 

iv)   2 4f x x  , x . 

 v)  Να λύσετε την εξίσωση        2013 2014 2015 2016f x f x f x f x   . 

 

 

 

 

314.  
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  ,   για την οποία ισχύει ότι   0f x   και  

   2f x f x   για κάθε  ,x   . 
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i)   Να αποδείξετε ότι 
   

1 1

f f
 

 
   . 

ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε      2 ln ln lnf f f    . 

iv) Αν επιπλέον ισχύει ότι    2014 f f  , να αποδείξετε ότι υπάρχει  ,    τέτοιο,  

     ώστε  
   

   

ln 2014f f
f

f f

 


 



. 

 

315.  
Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 2,3f  , για την οποία ισχύει ότι:  

 2 0f  ,  3 3f  ,  3 1f    και   0f x   για κάθε  2,3x . 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία 1y x   εφάπτεται της fC . 

iv) Να αποδείξετε ότι υπάρχει  2,3   τέτοιο, ώστε   1f     . 

 v) Να αποδείξετε ότι    2 2f x x   για κάθε  2,3x . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

ΣΤΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ 

 

Εύρεση τοπικών ακροτάτων 
 

1.  

Στα παρακάτω σχήματα είναι οι γραφικές παραστάσεις των παραγώγων των συνεχών συναρτήσεων 

f, g, h, t.Να χαρακτηρίσετε το είδος του τοπικού ακρότατου στο x0  ,αν    παρουσιάζουν οι f, g, h, t. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

2.  

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου  f ΄ 

μιας συνάρτησης f. Αν f(0) = 0 να αποδείξετε ότι: 

i)   Η f παρουσιάζει μέγιστο και να το υπολογίσετε. 

ii)  Η Cf εφάπτεται στον  χ'χ και δεν βρίσκεται πάνω     

      από τον άξονα χ'χ . 

 

 

 

3.  

Έστω η συνάρτηση f : [0, 4]  R. Στο διπλανό σχήμα δίνεται  

η γραφική παράσταση της f ' στο διάστημα   [0, 4]. 

Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η f  είναι γνησίως  

αύξουσα, γνησίως φθίνουσα και τις  θέσεις τοπικών ακρότατων. 

 

 

 

 

4.  

Στο διπλανό σχήμα είναι η γραφική παράσταση της παραγώγου  

μιας συνεχούς συνάρτησης f στο διάστημα [0, 5]. Να βρείτε  

τα διαστήματα μονοτονίας της   f  και τις θέσεις  

τοπικών ακρότατων. 

 

 

 

 

 

5.  

Η γραφική παράσταση Cf μιας συνάρτησης f είναι αυτή που   

φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Να λύσετε την εξίσωση και τις  

ανισώσεις. 

i) f ΄(x) = 0                 ii) f ΄(x) < 0                      iii)  f ΄(x) > 0 
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6.  

Η παράγωγος μιας συνάρτησης f είναι f '(x) = 2x(x-2)3  (x-l)2, xR.Για ποιες τιμές του x η f  

παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και για ποιες τοπικό ελάχιστο; 

 

7.  

Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις : 

i)   f(x) = x3-6x2+9x-2                                              ii)  f(x) = 3x4 -4x3 +1 

iii) f(x) =
2

3

2

x

x




                                                       iv)   f(x) = x + 

1

1x 
 

 v)  f(x) = 
21 x                                                                  vi)   f(x) = 

21 x x   

 

8.  

Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις παρακάτω συναρτήσεις; 

i)     3 22 3 12 6f x x x x                                  ii)  
ln x

f x
x

    

iii)   2 2 3f x x x                                            iv)   2 2 2 , x [ , ]f x x x           

  v)      
2

2ln 1 2 ln 1
4

x
f x x x x                     vi)   2

2 2 2f x x x    , 0,
2

x
 

  
 

. 

vii)    ln x xf x e e                                        viii)  
ln

ln

x
f x

x x



 

 

9.  

Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις :  

i) f(x) = 
3 2

5 6
3 2

x x
x              ii) f(x) = -6x4+8x3+5         iii) f(x) = 

22 4x x  

 

10.  

Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις:  

i) f(x) = ln(x2-x + 3)                 ii) f(x) = 
2

ln

x

x
                   iii) f(x) = 

2
2

1

x

x
                     

 

11.  

Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις:       

i)f(x) = xe-2x                                                           ii) f(x) = x-1η(ημx) με x  0,
2

 

 

12.  

Να εξετάσετε τις παρακάτω συναρτήσεις ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα: 

i)    f(x) = xex                                                         ii)  f (x) =
2

x

x

e
 

iii)  f(x) = 
1

xxe                                                        iv)  f(x) = x nx  

  ν)  f(x) = x2ℓnx                                                     vi)   f(x) = xℓn2x 

vii) 
2

( ) (2 ln 1) 2 (ln 1)
4

x
f x x x x      

 

13.  

Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις : 

i)  f(x) = 2συνx-συν2x , x   [0,
2

π
) 
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ii) f(x) = ημ2x-ημx,        x  (0,π] 

 

14.  

Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση: f(x) = (2x2-8x)ℓnx-x2+8x 

 

15.  

Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση: 
2

2 , 2
( )

( 1), 2

x x x
f x

n x x

  
 

 
. 

 

16.  

Να βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων αν υπάρχουν.                                           

 i) 
2 3, 1 1

( )
1, 1 2

x x
f x

x x
                            ii) 

2
, 0

( )

2 , 0

x
f x x

x x

    

 

17.  

Να βρείτε τα ακρότατα των παρακάτω συναρτήσεων αν υπάρχουν. 

i) f(x) = x2-2|x|                                                      ii) 

2

2 2

3 , 0
( )

2 1, 0
x

x x x
f x

e e x x
 

                                  

18.  

Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις : 

 i)   
2

1
, 0

( )

, 0

x
f x x

x x


 

 
 

                                         ii) 
11 , 1

( )
(1 ), 1

xe x
f x

ln x x

  
 

 
 

 iii) 
1 4 , 1

( )
5 , 1

x x
f x

x x

 
 

 
 

 

19.  

Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις παρακάτω συναρτήσεις: 

i)     
2

3 2

4 3, 3

2 15 24 9, 3

x x x
f x

x x x x

    
 

   
              ii)   2 6 8f x x x    

iii)   2

1, 2

6 , 2

x x
f x

x x x

 
 

 
                             iv)  

2, 0

5, 0

, 0

x x

f x x

x x

  


  




 

 v)  
2

2

4 3, 1

6 6, 1

x x x
f x

x x x

   
 

  
                        vi)   2

1 0

1, 0

x x
f x

x x

 
 

  
 

 

Κρίσιμα σημεία 
 

20.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση    : 0, 0,g     με   0g x   για κάθε 0x   και  g e e . 

Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης  
 

 

ln g x
f x

g x
 . 
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21.  

Δίνεται συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:  

     3 2 3 26 6 2f x f x f x x x     . 12  , x . 

i)  Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της f. 

ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

22.  

Δίνεται η συνάρτηση    2ln 1 ln 1,  0f x x x x x     .Να αποδείξετε ότι η γραφική  

παράσταση της f   έχει ακριβώς ένα κρίσιμο σημείο στο διάστημα  1, 2 . 

 

23.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : ,f    , για την οποία ισχύει:  f   ,  f     

και  
2

3
f

 



 ,  ,   . Να αποδείξετε ότι η f έχει τουλάχιστον ένα κρίσιμο σημείο με  

τετμημένη  0
,x   . 

 

24.  

Δίνεται η συνάρτηση  
 2

2h x
f x e


 , όπου η h είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο , με  

      
2

2 2 2 22x h x h x h x     
  

 για κάθε x . Να αποδείξετε ότι η f  έχει το πολύ ένα  

κρίσιμο σημείο. 

 

 

25.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση    : 0, 2 0,f    με      0 2 1f f f  . Να αποδείξετε  

ότι η f έχει τουλάχιστον ένα κρίσιμο σημείο. 

 

 

Εύρεση τιμών παραμέτρων ώστε η f να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο 
 

26.  

Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = αx3 -βx2 + 3x-1. 

i)  Να βρείτε τις τιμές των α, β ώστε η f να παρουσιάζει ακρότατα στα x1 = 1 και x2 = 3. 

ii) Για α = 
1

3
 και β = 2, να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

27.  

Δίνονται οι συναρτήσεις    2x x
f x e

  
  και  

23 1g x x x x     , , , x   . Αν η f  

παρουσιάζει ακρότατο στο 1 6x   και η g παρουσιάζει ακρότατο στο 2 2x   , να βρείτε τα α, β,  

καθώς και το είδος των ακροτάτων. 

 

28.  

Δίνεται η συνάρτηση   3 2 2f x x x x     , , , x   . Να βρείτε τα ,   , αν γνωρίζετε 

ότι η f παρουσιάζει ακρότατο στα 1 1x    και 2 1x  . 
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29.  

Δίνεται η συνάρτηση  
2 2

3

x x
f x

x

  



, ,   . Να βρείτε τα α, β, ώστε η f να παρουσιάζει 

ακρότατο στο σημείο  1, 2A  . 

 

30.  

Δίνεται η συνάρτηση    
23 22 2 2 10

3
f x x x x




 
      
 

. 

i)  Να βρείτε τα   για τα οποία η f παρουσιάζει ακρότατο στο 
0 1x  . 

ii) Για τις προηγούμενες τιμές του α, να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης   0f x  . 

 

31.  

Να βρείτε τις τιμές των α, βR, ώστε η συνάρτηση   f(x) = x2 +αx + βlηx να παρουσιάζει  

ακρότατα στα x1 = 1 και x2 = 3. Να καθορίσετε το είδος των ακρότατων. 

 

32.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 - αlnx + βx - 2 . Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α,βR  

ώστε η f να παρουσιάζει ακρότατα στα x1 =1,x2 =4. 

 

33.  

Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f (x) = x3 -3α2 x-3α2. Να βρείτε την τιμή του α ώστε η ελάχιστη  

τιμή της f να γίνει μέγιστη. 

 

34.  

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ln
a

x
x

,α,βR. Αν η Cf διέρχεται από το Α(1,1) και παρουσιάζει  

ακρότατο στο (2,f(2)) τότε: 

i) να βρείτε τα α, β  R                                           ii) να δείξετε ότι:  2 + xlnx > x 

 

35.  

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = xlnx + αx-2. 

i)  Να βρείτε το σημείο Α στο οποίο η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο. 

ii) Να βρείτε το αR ώστε ο ρυθμός μεταβολής ως προς x της απόστασης (ΟΑ) να γίνει μηδέν. 

 

36.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = βlnx - αx2 + 8x - 4. 

i)  Να βρείτε τα α,β R ώστε η f να παρουσιάζει στο x0 = 1 τοπικό ακρότατο το 8. 

ii) Για τις τιμές των α,β που βρήκατε να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

37.  

Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο (0,+∞) με 
( 1)

( )
x

e a x
f x

x
. 

i)  Να βρείτε το αR ώστε 
0

lim ( )
x

f x  R . 

ii) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 
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Ακρότατα και Ρίζες - Πρόσημο της f-Επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων 
 

 

38.  

Η γραφική παράσταση της παραγώγου μιας συνάρτησης   f  δίνεται  

στο διπλανό σχήμα και   f(2) = 0. 

Να κάνετε τον πίνακα πρόσημων της f. 

 

 

 

 

 

39.  

Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = x2 -2ℓηx-1.  Να εξετάσετε την  f ως  

προς τα ακρότατα και να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της. 

 

40.  

Έστω οι συναρτήσεις f(x) = ℓnx + 2x-2  και g(x) =
2

2

x nx

x


 . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το πρόσημο της. 

ii) Να δείξετε ότι g'(x) =
( )

4

f x

x x
 , να μελετήσετε τη g ως προς τα ακρότατα και να βρείτε το    

     πρόσημο της. 

 

41.  

Δίνονται οι συναρτήσεις   f(x) = ℓnx + 4x-3   και   g(x) = 3ℓnx + x2. 

i)   Να βρείτε τα κοινά σημεία των Cf και Cg. 

ii)  Να δείξετε ότι οι Cf, Cg στα κοινά τους σημεία δέχονται κοινή εφαπτομένη. 

 

42.  

i)  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση f(x) = ex+x-l και να βρείτε  

     τις ρίζες και το πρόσημο της. 

ii) Να μελετήσετε ως προς τα ακρότατα τη συνάρτηση   φ(x) = 2ex +x2 -2x και να βρείτε το   

     πρόσημο της.  

iii) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g(x) = ex -1   και    

      h(x) = 
1

2
 x2 + x έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο έχουν κοινή εφαπτόμενη. 

 

43.  

Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = ex (x - 2) + λx + 2   ,  λ > 1.  

i)   Να αποδείξετε ότι   f '(x)  λ-1   για κάθε   xR . 

ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.  

iii) Να λύσετε την εξίσωση   x(λ + ex) = 2(ex -1). 

 

44.  

Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
2

x

x

e
f x  με x [0,e]. 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα στο διάστημα [0,e]. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f στο [0,e]. 

iii) Να λύσετε την εξίσωση 4e2x - 2x e4 = 0 στο [0, e]. 

iv) Να δείξετε ότι 
2 22

e
e

e e . 
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45.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2xex-1, xR. 

i)   Να την μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα,  

ii)  Να δείξετε ότι η εξίσωση e2f (x) = -3 είναι αδύνατη.  

iii) Να λύσετε την εξίσωση f (x) = 2 για x ≥ -1. 

 

46.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x + 2 + ln(x2 +l)-2e-x. 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα,  

ii)  Να λύσετε την εξίσωση f (x) = 0.  

iii) Να λύσετε την ανίσωση f (x) < 0. 

 

47.  

Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
ln 4

x
f x

x
. 

i)  Να την μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα,  

ii) Να λύσετε την εξίσωση (lnx)2 = 4(x -1) . 

 

48.  

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αx3-αx2-lnx.Av f (x) ≥ 0 για κάθε x > 0 τότε:  

i)   Να δείξετε ότι α = 1. 

ii)  Να λύσετε την εξίσωση f (x) = 0.  

iii) Να λύσετε την ανίσωση:  (3λ2 + 1)3 -(3λ2 + 1)2 +1η(λ2 +3)> 1η(3λ2 + 1) + (λ2 + 3)3 -(λ2 + 3)2 

 

49.  

Να εξετάσετε τη συνάρτηση f (x) = exlnx    ως προς τη μονοτονία. 

 

50.  

Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
1

xlnx

x
. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της f. 

 

51.  

Να δείξετε ότι για κάθε x > 0 ισχύει ln (x2 + 2x + 2) ≤ x + ln 2 . 

 

52.  

Να δείξετε ότι x≤ 2x2 + ημx για κάθε x R. 

 

53.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex - ln(x + 1). 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα,  

ii) Να δείξετε ότι ex - ln(x +1) ≥ 1. 

 

54.  

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (ex-l)2 -12x. 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα,  

ii) Να δείξετε ότι f (x) ≥ 4-121n3 . 

 

55.  

Να δείξετε ότι 3ex+e-x 2 3 ,  xR.  
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56.  

Να λύσετε τις εξισώσεις: 

i)    ex = x +1                                                       ii)  ln(x +1) = x 

iii)  eσυνx = συνx + 1,    x [0, π]                        iv)  (1 + x)2006 = 1 + 2006x 

 

57.  

Να λύσετε τις εξισώσεις: 

i)      ex +e-x=2- x4                                                ii)  
2 22 1

( 1)
x x

x e


    

 iii)  
2 22 2 2

ln( 1) ln(2 1)
x x

e e x x                    iv)   x4 =4x 

 

58.  

i) Να λύσετε τις εξισώσεις: 

    α) ln(x 3) x 2                                               β)  1 ln(e )
x x

x e x      

    γ)  (lnx x 1) lnx x 1                               

ii) Θεωρούμε τους μιγαδικούς z με z≠0 για τους οποίους ισχύει         

    (ln | | | z | 1) ln | z | | | 1z z      . Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z. 

 

59.  

Να αποδείξετε ότι: 

i)   0x x   , 0,
2




 
 
 

                                                         ii) 2 3x x x   , 0,
2




 
 
 

 

iii) x
e xe  για κάθε x                                                         iv) 2

2ln 1x x  , 0x   

 v) 
1x xx e  , 0x                                                                      vi)  2 ln 2 1 2xe x   , 

1

2
x    

 vii) 2 -x
2 2e 2x x    ,  0,x                                         viii)  

2
2 1

xxx x


  ,  0, 2x  

 ix) 3 2 x
3 6 6 6ex x x    , x                                              x) 

1
1

2

x

xx
x


 

 
 

, 0x   

 

60.  

i) Να αποδείξετε ότι 2x x  για κάθε 0,
2

x
 

  
 

. 

ii) Να αποδείξετε ότι 2
x x    για κάθε 0,

2
x

 
  
 

. 

 

61.  

Να αποδείξετε ότι:    
2 2

2 2 1

2

x x

x x
 

   . 

 

62.  

Να αποδείξετε ότι:  21
1 1

e

xx x e
      για κάθε  0,1x . 

 

63.  

Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i)    
1 1

ln 1 , 0x
x x

 
   

 
                                    ii)  ln 2x x   

iii)  2 21 ln 1 1,x x x R                          iv)   
1

ln 1x
x

    
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64.  

i)  Να δείξετε ότι : 
1 1

ln 1 , 0
1

x
x x

 
   

 
     

ii) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση 21
f(x) x ln 1 , 0x x

x

 
    

 
  

 

65.  

Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i)  συνx >1- 
1

2
x2                                               ii) 

2 2
1

x
e x  . 

 

66.  

Για κάθε x < 0 να δείξετε ότι : 

i)    συνx > 1 21

2
x                                           ii) ημx < x 31

.
6

x   

 

67.  

Για κάθε x > 0 να δείξετε ότι :   (1 + x)5 > 1 + 5x + 10x2 . 

 

68.  

Για κάθε   x  (0, π) να δείξετε ότι  : 4lη(ημx) + συν2x < 1. 

 

69.  

Για κάθε   x > 0   να δείξετε ότι :  

i)    
2

2
, 0

4

x x
e x


                                          ii)  4e2x > 4 + x2. 

iii)   2
2

x x
e e x


                                         iv)   11

ln
xx e a

a


   . 

 

70.  

Να αποδείξετε ότι :  

i)   
1xe x                                                        ii)    

2 2
0,

x
e x x R     

iii)  
1

1, 0xxe x x                                       

 

71.  

Να λύσετε τις ανισώσεις :  

i)   
2

1 ,
2

x x
e x   στο R                                ii)  10

(1 ) 10 1014x x    ,στο (0, )   

 

72.  

Για κάθε x R και y >0 , να δείξετε ότι 1
ln

x
xy e y y


   

 

73.  

Δίνεται η συνάρτηση  
2

ln x
f x

x
 , 0x  . 

i) Να βρείτε τα ακρότατα της f. 
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ii)   Να αποδείξετε ότι για κάθε 0x   ισχύει 
2 2x ee x . 

iii) Αν υπάρχει 0  για τον οποίο για κάθε 0x   ισχύει 
2 2x ex  , να αποδείξετε ότι e  . 

 

74.  

Δίνεται η συνάρτηση  
ln x

f x
x

 , 0x  . 

i)   Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

ii)  Να αποδείξετε ότι e
e
   

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε e   ισχύει  1 1
     

 

75.  

Δίνεται η συνάρτηση    
1

1
xxf x x x


  . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Αν  , 0,1x y  με 1x y  , να αποδείξετε ότι 
1

2

x yx y  . 

 

76.  

Δίνεται η συνάρτηση  
1

2 xf x x e . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 0x  , ισχύει 2 2 1
4

x x x
x e


 . 

 

77.  

Δίνεται η συνάρτηση   ln xf x x , 0x  . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Αν , 0   , να αποδείξετε ότι ln ln
2

    . 

 

78.  

Δίνεται η συνάρτηση  
2

1

 0xf x x x  . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Να αποδείξετε ότι 
2 2x ex e  για κάθε x 0 . 

 

 

Εύρεση πλήθους ριζών της εξίσωσης f(x) = 0. 

 

79.  

Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = ημ2x + συνx-1, x[0, π]. 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

ii)  Να βρείτε το σύνολο των τιμών της f.  

ii)  Να βρείτε το πλήθος των ριζών της f. 

 

80.  

Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών των εξισώσεων 

i) x3-3x-1 = 0                                                  ii)  x2 = συνx,  x  (-π, π). 

 

81.  

Δίνονται οι συναρτήσεις   f(x) = ex +2x-l   και   g(x) = ex +x2 -x-3.  

i)   Να λύσετε την εξίσωση   f (x) = 0   και να βρείτε το πρόσημο της f. 
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ii)  Να μελετήσετε την g ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση    ex+x2 = x + 3   έχει μία ακριβώς ρίζα στο (-, 1). 

 

82.  

Έστω η συνάρτηση   f(x) = 
2

1

x

x 
 . 

i)   Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση   (x2 +1)2 = x   δεν έχει καμία ρίζα. 

 

83.  

Δίνεται η f(x) = 
2

2ln 2x e
x

. 

i)  Να τη μελετήσετε ως προς μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Να δείξετε ότι αν x < -
1

e
 τότε f (x) > 0. 

 

84.  

Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f (x) = x2lnx-2. 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα,  

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο πεδίο ορισμού της. 

 

85.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 4x4 -16x + 2α, xR, αR. 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του α ώστε η εξίσωση f (x) = 2006 να έχει μία μόνο ρίζα. 

 

86.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη και ορισμένη στο R για την οποία ισχύει  

 f 3(x)+3f(x) + 4 = αx3+βx2+γx με α,β,γR, β2 < 3αγ. 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Αν α + β + γ = 8 να δείξετε ότι η εξίσωση f '(x) = 2 έχει μία τουλάχιστον λύση στο (0,1). 

 

87.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 4lnx-2 x  .    

i)  Να τη μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.  

ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) - 8 = 0 είναι αδύνατη. 

 

88.  

Να δείξετε ότι η εξίσωση ex - x + 2 = 0 είναι αδύνατη. 

 

89.  

Να δείξετε ότι η εξίσωση ln2x-21nx + 2x + 3 = 0 είναι αδύνατη. 

 

90.  

Για τις διάφορες τιμές του αR να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  

 i)x3-3x-α = 0                                                ii) 3 2
4 0x ax    

 

91.  

Έστω η συνάρτηση   f(x) = x2+συνx + α ,   αR . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
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ii) Για διάφορες τιμές του   α  R, να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  x2 + συνx + α = 0. 

 

92.  

Έστω μια συνάρτηση f:RR με f '(x)  0 για κάθε xR. Αν η f ΄ είναι συνεχής να  βρείτε το 

πλήθος των ριζών της εξίσωσης f (e-x) = f (x + α). 

 

93.  

Να δείξετε ότι: 

i)  Η συνάρτηση   f (x) = 
3

2

4

1

x x

x




   είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα του 

πεδίου ορισμού της και να βρείτε το σύνολο των τιμών της f σε καθένα από τα διαστήματα αυτά. 

ii) Η εξίσωση   x3 -αx2 -4x + α = 0     είναι ισοδύναμη με την   f(x) = α και στη συνέχεια ότι   

     έχει τρεις πραγματικές ρίζες για κάθε αR . 

 

94.  

Δίνεται η εξίσωση  x3 -3x + α = 0.  Να βρείτε τις τιμές του  αR, ώστε η εξίσωση να έχει μία  

ακριβώς ρίζα στο  (-1, 1). 

 

95.  

Δίνεται η εξίσωση   2x3-3x2+6x + λ = 0,    λR      (1). 

i)   Να δείξετε ότι για κάθε λ  R η εξίσωση έχει μία μόνο ρίζα. 

ii)  Να βρείτε τις τιμές του  λ   ώστε η εξίσωση να έχει μοναδική ρίζα στο (0,1). 

 

96.  

Να βρείτε τις τιμές του  αR ,  ώστε η εξίσωση    x3 -12x + α = 0    να έχει τρεις ρίζες πραγματικές 

και άνισες. 

 

97.  

Δίνονται οι συναρτήσεις    2 1xf x e   και    2 ln 1g x x  .Να αποδείξετε ότι οι γραφικές  

παραστάσεις των f,g τέμνονται μόνο σε ένα σημείο. 

 

98.  

Αν για το μιγαδικό z ισχύει 4
32 49z z   ,να δείξετε ότι z δεν είναι πραγματικός αριθμός 

 

99.  

Έστω f:RR μία συνάρτηση με ( ) 0f x   ,για κάθε xR.Αν η f ΄ είναι συνεχής ,να βρείτε το  

πλήθος των ριζών της εξίσωσης ( ) ( ).
x

f e f x a


    

 

Ύπαρξη ακρότατου 
 

100.  

Να  δείξετε   ότι  υπάρχει   μοναδικό   x0  (0,l)   τέτοιο  ώστε  η συνάρτηση f (x) = ex + x2 – 2x + 3 

να παρουσιάζει ελάχιστο. 

 

101.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x ) = e-x (5 - λ - x2 – 2x ), xR. Να βρείτε τη μικρότερη τιμή του λ R  

ώστε η f  να μην παρουσιάζει ακρότατο. 

 

102.  

Δίνεται η άρτια συνάρτηση f ορισμένη στο R και δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με f ΄΄(x) > 0 για 

κάθε x R. Να δείξετε ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο. 
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103.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2x x  - 2x - lnx. Να δείξετε ότι η f παρουσιάζει μοναδικό ακρότατο 

στο πεδίο ορισμού της. 

 

104.  

Δίνεται η συνάρτηση  
ln

( )
1

x x
f x

x



.Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό α (0,1) που η f  παρουσιάζει 

ελάχιστο και μετά ότι η ελάχιστη τιμή της f  είναι –α. 

 

105.  

i)   Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό x0  (0,1) τέτοιο ώστε   συνx0 = 2x0. 

ii)  Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x2 -ημx .  Να βρείτε το είδος της μονοτονίας της f στα διαστήματα    

      (-, x0]   και   [x0,+ ). 

 

106.  

Αν   α > 0 να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό   x0 > 0   στο οποίο η συνάρτηση f(x) = xℓnx + αx2   

παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. 

 

107.  

Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x)=ex και g(x) = x έχουν δύο  

κοινές εφαπτομένες. 

 

108.  

Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = x3 + 3xσυνx - 6ημx . 

i)   Να δείξετε ότι η εξίσωση   f '(x) = 0   έχει μοναδική ρίζα στο (0, 
2

π
). 

ii)  Να δείξετε ότι υπάρχει   x0  (0, 
2

π
)   τέτοιο ώστε  f (x)  f (x0)   για κάθε x(0,

2

π
). 

 

 

Πρόσημο ολικού ακρότατου και τιμών της f 
 

109.  

Δίνεται η συνάρτηση   1xf x e x   , x , 1  . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Να βρείτε το πρόσημο του ακρότατου. 

 

110.  

Αν ισχύει ln , 0x ax      για κάθε x>0,να δείξετε ότι 1 1
e




   

 

111.  

Έστω ο μιγαδικός z που ικανοποιεί τη σχέση 6 5
5 6 ,z z a a R    .Να βρείτε τις τιμές του α, ώστε ο 

z να μην είναι πραγματικός. 

 

112.  

Δίνεται η συνάρτηση  
2xf x x e  , 0  , 0x  . Να βρείτε το λ, ώστε το μέγιστο της f να  

είναι όσο το δυνατόν μεγαλύτερο. 
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113.  

Να βρείτε την τιμή του  λ >  0  για την οποία η μέγιστη τιμή της συνάρτησης f(x) = xλe2λ-x   ,x > 0 

γίνεται ελάχιστη. 

 

114.  

Να βρείτε την τιμή του α > 0 ώστε το μέγιστο της συνάρτησης  f (x) = 
1

ax

x

e


 να γίνεται ελάχιστο.  

 

115.  

Να βρείτε τη τιμή του 0   για την οποία η μέγιστη τιμή της συνάρτησης   2 xf x x e  , 0x   

γίνεται ελάχιστη. 

 

116.  

Δίνεται η συνάρτηση   2 2 ln 2f x x x    , x , 1  . Να βρείτε τη τιμή του  για την  

οποία το ελάχιστο της f γίνεται ελάχιστο. 

 

117.  

Δίνεται η συνάρτηση   3 22 6 18 3f x x x x    , x . Να βρείτε την τιμή του x, για την οποία ο 

ρυθμός μεταβολής της f ως προς x, γίνεται ελάχιστος. 

 

 

118.  

Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = ex-λx-1 ,   λ > 0. 

i)   Να βρείτε την τιμή του λ ώστε η ελάχιστη τιμή της f να γίνεται μέγιστη. 

ii)  Για την παραπάνω τιμή που βρήκατε του   λ   να δείξετε ότι η ευθεία ε : y = λx + 1       

      εφάπτεται   στη   γραφική   παράσταση   της   συνάρτησης g(x) = ex. 

 

119.  

i)   Να βρείτε τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης  f(x) = ℓnx-λx,   λ>0.         

ii)  Να βρείτε τη μικρότερη τιμή του λ > 0 για την οποία ισχύει ℓnx ≤ λx   για κάθε  x  ( 0, +).                                       

iii) Για την τιμή του   λ   που βρήκατε παραπάνω να αποδείξετε ότι η ευθεία ε : y = λx  εφάπτεται  

      της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g(x) = ℓnx.     

 

120.  

Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = xℓnx-λx +1, λR.  

i)   Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της f.                                                           

ii)  Να βρείτε την μεγαλύτερη τιμή του λ για την οποία ισχύει  xℓnx  λx-1   για κάθε x  (0,+ ).        

iii) Για την τιμή του λ που βρήκατε στο ερώτημα ii), να αποδείξετε ότι η ευθεία  ε : y = λx-1      

      εφάπτεται της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  g(x) = xℓnx .                                             

 

121.  

Να βρείτε το σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης   3 2 89x xf x e e   , όπου η 

εφαπτομένη έχει τον μικρότερο συντελεστή διεύθυνσης. 

 

122.  

Έστω η συνάρτηση   f(x) = 1
x

x

e
  λ,      λR. 

i)   Να βρείτε την μέγιστη τιμή της f. 

ii)  Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του  λ ώστε να ισχύει   f (x)  0   για κάθε xR . 

iii)   Αν  λ   
1

e
 + 1   να δείξετε ότι η συνάρτηση     g(x) = (1-λ)x 

1
x

x

e


   είναι γνησίως φθίνουσα. 
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123.  

Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = xx-lnx,  λ>0. 

i)   Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της   f. 

ii)  Να βρείτε την μικρότερη τιμή του λ για την οποία ισχύει xλ  ℓnx   για κάθε x > 0. 

iii) Να βρείτε την τιμή του λ για την οποία η ελάχιστη τιμή της f γίνεται μέγιστη. 

 

124.  

Έστω η συνάρτηση    
2

2 2 ,  , 0
x

f x x e x      . Να βρείτε την μεγαλύτερη ακέραια τιμή 

του λ για την οποία η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

125.  

Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του λ ώστε για κάθε xR να ισχύει   
x

x

e
  λ . 

 

126.  

Να βρείτε την μεγαλύτερη  τιμή του λ ,αν 2
, 0

x
e x x   

 

127.  

Αν 2
ln(1 ) , 0x x x x     ,να βρείτε την μικρότερη τιμή του λ. 

 

Θεωρητικές 
 

128.  

Έστω μια συνάρτηση f : R  R η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει f3(x) + f(x) = ex-x + l  

για κάθε xR.Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

129.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f


  για την οποία ισχύει ότι:      
3 21 0f x x f x    . 

Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

 

130.  

Έστω μια συνάρτηση   f :R  R   με  f(x)>0   για κάθε  xR η οποία είναι παραγωγίσιμη και  

ισχύει  f 3(x) + ( )f x  = 2ex-x + l-ℓn2    για κάθε xR. Να εξετάσετε την f ως προς τη  

μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

131.  

Έστω μια συνάρτηση    f : (0,+)  R   με  f(x)>0    για κάθε  x > 0  η οποία είναι παραγωγίσιμη 

και ισχύει ℓnf(x) + ef(x) = 2xℓnx -3x + 2 e  + e    για κάθε  x >0. Να μελετήσετε την f ως προς τη 

μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

132.  

Έστω μια συνάρτηση f : R  R η οποία είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο και ισχύει  

f ΄(x)  0 για κάθε xR. Να λύσετε την εξίσωση f(2συνx)-f(2-x2) = 0. 

 

133.  

Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  :f  με   0f x   για κάθε x . Αν η  

συνάρτηση f δεν είναι "1 1" , να αποδείξετε ότι η f έχει μέγιστο. 

 

134.  
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Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0, 2  με      0 2 1f f f  . Να αποδείξετε ότι υπάρχει 

 0
0, 2x τέτοιο, ώστε  0

0f x   

 

135.  

i)  Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο διάστημα  0,8  με        2 0 8 6f f f f   , να  

     αποδείξετε ότι η f έχει τουλάχιστον δύο κρίσιμα σημεία. 

ii) Αν η f  είναι συνεχής στο  0,8  και        8 2 6 0f f f f   ,να αποδείξετε ότι η f έχει  

     τουλάχιστον δύο κρίσιμα σημεία. 

 

136.  

Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  1, 4  με        2 1 4 3f f f f   , 

να αποδείξετε ότι η f  έχει τουλάχιστον ένα κρίσιμο σημείο. 

 

137.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  με  3 0f   και  2 0f   . Αν η f  είναι γνησίως  

αύξουσα και η f f f ορίζεται στο  και έχει ακρότατο στο 
0 3x  , να βρείτε το  0f . 

 

138.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 1, 2f  με    2 1 0f f   . Να αποδείξετε ότι η f  

δεν παρουσιάζει ελάχιστο στο 2 και μέγιστο στο 1. 

 

139.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,1f  με    0 1 0f f   . Να αποδείξετε ότι η f  δεν 

παρουσιάζει ελάχιστο στο 0 και μέγιστο στο 1. 

 

140.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  για την οποία ισχύει ότι    2 2 1 2f x x xf x     

για κάθε x . Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα. 

 

141.  

Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  , για την οποία ισχύει: 

   lim lim
x x

f x f x
 

    και   0f x   για κάθε x . 

i)  Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός 0x  , τέτοιος ώστε  0
0f x  . 

ii) Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει μέγιστη τιμή.  

 

 

142.  

Δίνεται συνάρτηση :f  δυο φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει :  0 0f   και 

  0f x  για κάθε x .Να αποδείξετε ότι 
 

,  2
f xx

f 
 

 
  

 
. 

 

143.  

Δίνεται συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  ,  , η οποία δεν παρουσιάζει ακρότατα  

στα α και β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  0
,x    τέτοιο, ώστε  0

0f x  . 

 

144.  
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Δίνεται συνάρτηση f  2 φορές παραγωγίσιμη στο  ,  , 0  με συνεχή παράγωγο και   

σύνολο τιμών το  2 , 2  .Αν  
2

f


   και  
3

f


  , να αποδείξετε ότι: 

i)   1 2
, ,     τέτοια, ώστε    1 2

0f f    . 

ii) υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε   0f   . 

 

145.  

Δίνεται συνάρτηση f  2 φορές  παραγωγίσιμη στο  1, 2 , με συνεχή παράγωγο και  σύνολο τιμών το 

 1,5 .Αν  1 2f   και  2 3f  , να αποδείξετε ότι η εξίσωση   0f x  έχει τουλάχιστον μία ρίζα 

στο διάστημα  1, 2 . 

 

146.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0, 2 , με    0 2 1f f   και  1 4f  . Αν το 0 1x  είναι 

η μοναδική ρίζα της εξίσωσης   0f x   ,να αποδείξετε ότι: 

i)  η f δεν έχει ακρότατα στο διάστημα  0,1 . 

ii) να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

 

147.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 1,1f   , με       2 1f x x f x   για κάθε  1,1x  . 

Να αποδείξετε ότι η f είναι η μηδενική συνάρτηση. 

 

148.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση : ,
2 2

f
  

  
 

, με     f x f x x  για κάθε 

,
2 2

x
  

  
 

. Να αποδείξετε ότι η f είναι η μηδενική συνάρτηση. 

 

149.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  : ,f    , με      0f f    και    5f x f x    

για κάθε  ,x   . Να αποδείξετε ότι η f είναι η μηδενική συνάρτηση. 

 

150.  

Έστω η συνάρτηση f : [0,2]  R για την οποία ισχύουν για κάθε x [0,2] ,f(x)=f(2-x) και  

f ΄΄(x) 0. 

i)  Να λύσετε την εξίσωση f '(x) = 0.                                                         

ii) Αν η f " είναι συνεχής στο   [0,2]   και f(0) > f(l) να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και  

     τα ακρότατα. 

 

151.  

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : R  R για την  οποία ισχύουν:     

  f΄(x) ≠0  για κάθε xR 

    1 1( ) ( )

1 2 1 2 1 22 [ ( ) ( )] [ ( ) ( ) 2], (x )
f x f x

e e f x f x f x f x x         

Να δείξετε ότι : 

i)  υπάρχει 0 1 2( , ),x x x  ώστε 0( )

0( ) 1
f x

e f x    

ii) η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα.   
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152.  

Έστω η συνάρτηση 
1

( ) 1 1 , 1

x

x

af x a a
a

 
     
 

 :     

i)  Να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της fα  

ii) Να λύσετε την εξίσωση 3 5 7 3 2 4 6
x x x x x x x
       .     

 

Προβλήματα 
 

153.  

Έστω η συνάρτηση  f (x) = xℓn2x . Να βρείτε το σημείο της Cf στο οποίο η f έχει τη μικρότερη  

κλίση. 

 

154.  

Να βρείτε το σημείο  Μ  της καμπύλης    y = 1x     που είναι πλησιέστερο στο Α(2, 0). 

 

155.  

Το κόστος της ημερήσιας παραγωγής x μονάδων ενός βιομηχανικού προϊόντος είναι 

Κ(x) = 
1

3
x3-20x2+600x + 1000 σε χιλιάδες ευρώ, 0  x  105.Η είσπραξη από την πώληση των  

x μονάδων είναι  Π(x) = 420x – 2x2  σε χιλιάδες ευρώ .Να βρείτε την ημερήσια παραγωγή x  

του εργοστασίου, για την οποία το κέρδος γίνεται  μέγιστο. 

 

156.  

Η ωριαία κατανάλωση καυσίμων ενός τρένου είναι  Κ(x) = 20 + 0,02x2 € όπου x η ταχύτητα  

του σε Km/h. Τα υπόλοιπα έξοδα κίνησης είναι 30 € την ώρα. Να βρείτε την ταχύτητα του  

τρένου για τη διαδρομή 500 Km ώστε να έχουμε το ελάχιστο δυνατό κόστος. 

 

157.  

Από όλους τους κυλίνδρους με τον ίδιο όγκο να βρείτε εκείνον που έχει τη μικρότερη επιφάνεια. 

 

158.  

Μία βιομηχανία παράγει x μονάδες ενός προϊόντος το μήνα, με κόστος που δίνεται από τον τύπο: 

  1000 100K x x   ευρώ. Η τιμή πώλησης κάθε μονάδας του παραγόμενου προϊόντος είναι 

5000 2x  ευρώ. 

i)   Να βρείτε την ποσότητα του προϊόντος που πρέπει να παράγει η βιομηχανία, ώστε να έχει   

      μέγιστο κέρδος. 

ii)  Να βρείτε το μέγιστο κέρδος. 

iii) Αν για κάθε μονάδα προϊόντος επιβάλλεται φόρος 400 ευρώ, να βρείτε την τιμή πώλησης   

      του προϊόντος για την οποία το κέρδος γίνεται μέγιστο. 

 

 

 

159.  

Ένα εργοστάσιο παράγει x χιλιάδες τεμάχια ενός προϊόντος κάθε εβδομάδα. Το κέρδος από  

την πώληση της παραγωγής του, δίνεται από τον τύπο     22 2 xf x x e   σε χιλιάδες ευρώ. 

i)   Να βρείτε τον ελάχιστο αριθμό τεμαχίων του προϊόντος που πρέπει να παραχθούν, ώστε να    

      μην ζημιώνεται το εργοστάσιο. 

ii)  Να βρείτε την ποσότητα του παραγόμενου προϊόντος για την οποία τα κέρδη του  

      εργοστασίου γίνονται μέγιστα. 

iii) Όταν το εργοστάσιο παράγει 1000 τεμάχια του προϊόντος, να εξετάσετε:  
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      α) αν το εργοστάσιο παρουσιάζει κέρδη και 

     β) αν το κέρδος αυξάνεται ή ελαττώνεται.  

 

160.  

Ένα βιβλιοπωλείο αγοράζει ένα βιβλίο από τον εκδότη στη τιμή των 3 € το καθένα. Όταν το  

βιβλιοπωλείο διαθέτει στην αγορά το κάθε βιβλίο στην τιμή των 15 €, τότε πουλά 200 βιβλία   

το μήνα. Προκειμένου να αυξήσει τις πωλήσεις του το βιβλιοπωλείο προσανατολίζεται να  

μειώσει την τιμή πώλησης του βιβλίου και εκτιμά ότι, για κάθε 1 € μείωσης στην τιμή θα  

πωλούνται 20 περισσότερα αντίτυπα το μήνα. 

i)  Να εκφράσετε το μηνιαίο κέρδος του βιβλιοπωλείου από την πώληση αυτού του βιβλίου ως  

     συνάρτηση της τιμής πώλησης του βιβλίου. 

ii) Να βρείτε την τιμή πώλησης του βιβλίου για την οποία μεγιστοποιείται το κέρδος του  

     βιβλιοπωλείου. 

 

161.  

Να βρείτε δύο θετικούς αριθμούς που το γινόμενό τους είναι ίσο με 16 και το άθροισμά τους  

είναι ελάχιστο. 

 

162.  

Να βρείτε σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης   1xf x e   που απέχει τη  

μικρότερη απόσταση από το σημείο  1,1A . 

 

163.  

Να βρείτε την ελάχιστη κατακόρυφη απόσταση μεταξύ των γραφικών παραστάσεων των  

συναρτήσεων   3 22 5f x x x x     και   3 23 9 15g x x x x    . 

 

164.  

Έστω  ,M x y σημείο της ευθείας : 2 3 6x y    με τετμημένη  0,3x . Αν Κ,Λ οι προβολές του 

Μ στους άξονες x x , y y  αντίστοιχα και Ο η αρχή των αξόνων, να βρείτε το Μ, ώστε το 

ορθογώνιο ΟΚΜΛ να έχει μέγιστο εμβαδόν. 

 

165.  

Να βρείτε ευθεία που διέρχεται από το σημείο  2, 4A  και σχηματίζει με τους θετικούς ημιάξονες, 

τρίγωνο με ελάχιστο εμβαδόν. 

 

166.  

Να βρείτε σημείο της καμπύλης 2
2y x  , του οποίου η απόσταση από το σημείο  5, 3A   είναι 

ελάχιστη. 

 

167.  

Θεωρούμε το σημείο  ,M x y  του οποίου οι συντεταγμένες καθορίζονται από τις συναρτήσεις  

 
3

3

1

t
x x t

t
 


 και  

2

3

3

1

t
y y t

t
 


, 0t  . Να αποδείξετε ότι για κάθε 0t   το Μ βρίσκεται  

εντός του τετραγώνου που ορίζεται από τις ημιευθείες Οχ, Οy και τις ευθείες 3 4x   και 3 4y  .  

 

168.  

Να εγγράψετε σε ημικύκλιο διαμέτρου 2AB   ορθογώνιο, του οποίου η μία πλευρά να βρίσκεται 

επί της ΑΒ και έχει μέγιστο εμβαδόν. 
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169.  

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με μικρή βάση την ΑΒ. Αν       0AB       ,  

να βρείτε τις διαστάσεις του τραπεζίου, ώστε το εμβαδόν του να είναι μέγιστο. 

 

170.  

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο με υποτείνουσα 10cm. Να βρείτε τα μήκη των κάθετων πλευρών  

του, ώστε το τρίγωνο να έχει: 

i) μέγιστο εμβαδό                                                            ii) μέγιστη περίμετρο 

 

171.  

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας ρ. Να βρείτε τα μήκη των  

πλευρών του, ώστε το τρίγωνο να έχει μέγιστο εμβαδόν. 

 

172.  

H αξία μιας μηχανής που εκτυπώνει βιβλία μειώνεται με το χρόνο t σύμφωνα με τη συνάρτηση  

 
28

14
7

,  0
2

t
A

f t e t




   όπου Α ένας θετικός αριθμός. Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους Κ(t)  

από τη πώληση των βιβλίων που εκτυπώνει η συγκεκριμένη μηχανή δίνεται από τη συνάρτηση  

  7 ,  0
4

t
A

K t e t


    και υποθέτουμε ότι Κ(0)=0. Να βρεθεί η χρονική στιγμή κατά την οποία  

 θα  πρέπει να πουληθεί η μηχανή έτσι ώστε το συνολικό κέρδος Ρ(t) από τα βιβλία που  

πουλήθηκαν συν την αξία της μηχανής να γίνει μέγιστο. 

 

173.  

Tη χρονική στιγμή t0 χορηγείται σ΄ έναν ασθενή ένα φάρμακο. Η συγκέντρωση του φαρμάκου  

στο αίμα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση   2

1

t
f t

t






 

  
 

, t 0,α,β   και t ο  

χρόνος σε ώρες. Η μέγιστη τιμή της συγκέντρωσης είναι ίση με 15 μονάδες και επιτυγχάνεται  

6 ώρες μετά τη χορήγηση του φαρμάκου. 

i)   Να βρείτε τις τιμές των α, β. 

ii) Με δεδομένο ότι η δράση του φαρμάκου είναι αποτελεσματική, όταν η τιμή της   

     συγκέντρωσης είναι τουλάχιστον ίση με 12 μονάδες, να βρείτε το χρονικό διάστημα     

     που το φάρμακο δρα αποτελεσματικά.         

 

174.  

Φάρμακο χορηγείται σε ασθενή για πρώτη φορά. Έστω f (t)  η συνάρτηση που περιγράφει τη  

συγκέντρωση του φαρμάκου στον οργανισμό του ασθενούς μετά από χρόνο t από τη χορήγησή   

του, όπου 0t  . Αν ο ρυθμός μεταβολής της f(t) είναι 
8

2
1t



 

i)   Να βρείτε τη συνάρτηση f(t). 

ii)  Σε ποια χρονική στιγμή t, μετά τη χορήγηση του φαρμάκου, η συγκέντρωση του στον    

      οργανισμό  γίνεται μέγιστη; 

iii) Να δείξετε ότι κατά τη χρονική στιγμή t=8 υπάρχει ακόμα επίδραση του φαρμάκου στον    

      οργανισμό, ενώ πριν τη χρονική στιγμή t =10 η επίδρασή του στον οργανισμό έχει    

      μηδενιστεί. (Δίνεται ln11 2,4 )         

 

175.  

Έστω οι μιγαδικοί 2 , .xz x xi x R    Να βρείτε το μιγαδικό που έχει το ελάχιστο μέτρο. 
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176.  

Έστω οι μιγαδικοί , .x

xz e xi x R   Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικός μιγαδικός zα με α (-1,0) 

που έχει το ελάχιστο μέτρο . 

 

177.  

Έστω οι μιγαδικοί 
2

ln , .x

i
z x x R

x
   Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικός μιγαδικός zα με  α (1,e) 

που έχει το ελάχιστο μέτρο . 

 

 

Σύνθετα θέματα 
 

178.  

Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 1, 4f  , με f   συνεχή στο  1, 4  για την  

οποία ισχύει ότι:    1 2f f ,   0f x   και    2 4f x f x    για κάθε  1, 4x . 

i)  Να λύσετε την εξίσωση   0f x  . 

ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

179.  

Δίνεται η συνάρτηση   4 22 ,  αf x x x     . 

i)   Αν         1 1 2 2 3 3
, ,  B , ,  Γ ,A x f x x f x x f x  είναι τοπικά ακρότατα της f και 

1 2 3x x x  , να   

      αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι κάθετη στην ευθεία ΒΓ. 

ii)  Αν 0 1  να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς μία λύση στο  1,0 . 

 

180.  

Δίνεται η συνάρτηση ( ) 1
x

x
f x

e
   ,λR. 

i)  Να βρείτε τη μέγιστη τιμή της f  

ii) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του λ, ώστε να ισχύει f(x) ≤ 0,για κάθε xR . 

iii) Αν 
1

1
e

    ,να δείξετε ότι η συνάρτηση 
1

( ) (1 )
x

x
g x x

e



    είναι γνησίως φθίνουσα. 

 

181.  

Δίνεται η τρεις φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  , για την οποία ισχύει:  

     2 3 4f x f f  , x . Να αποδείξετε ότι: 

i)     3 4f f  

ii) υπάρχει τουλάχιστον ένα  3, 4   τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής  

     παράστασης της f   στο σημείο   ,M f   να είναι παράλληλη στον άξονα x x . 

 

182.  

Δίνεται δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  , για την οποία ισχύει:  2 3f  ,  3 7f   

και   4 5f x x  για κάθε x . Να αποδείξετε ότι υπάρχει  2,3   τέτοιο, ώστε   0f   . 

 

183.  

Να βρείτε παραγωγίσιμη συνάρτηση  : 0,f    για την οποία ισχύει ότι 

     
2

yf x xf y xy x y    για κάθε , 0x y   και  2 4f  . 
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184.  

Δίνεται η συνάρτηση   ln 1 , 0f x x x x x     

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Να αποδείξετε ότι ln 1x x x   για κάθε 0x  .    

 

185.  

Δίνεται η συνάρτηση  
x

e
f x

x
 , 0x  ,  

 . 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii)  Να αποδείξετε ότι x xe
e





 
  
 

 για κάθε 0x  .    

iii) Αν 0   και x x







 
  
 

 για κάθε 0x  , να υπολογίσετε το θ. 

 

186.  

Δίνεται η συνάρτηση   lnf x x
x


   , 0x   για την οποία ισχύει ότι   0f x  για κάθε 0x  . 

i)   Να αποδείξετε ότι 1    

ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

iii) Να λύσετε την εξίσωση   0f x  . 

iv) Να λύσετε την ανίσωση    2 2

2 2

1 1
ln 2 2 ln 3

3 2 2
 

 
    

 
. 

 

187.  

Δίνονται οι συναρτήσεις   xf x e ,  g x x  και   lnh x x , 0x  . Μια κατακόρυφη ευθεία  

x  , 0  τέμνει τις γραφικές παραστάσεις των f, h στα σημεία Α,Β αντίστοιχα. 

i)  Να αποδείξετε ότι       f x g x h x   για κάθε 0x  . 

ii) Να βρείτε την απόσταση  AB d  . 

iii) Να αποδείξετε ότι  υπάρχει  0
0,1   στο οποίο η απόσταση d γίνεται ελάχιστη. 

 

188.  

Δίνεται η συνάρτηση   ln 2f x x x   , 0x  , 0  . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Έστω Α το σημείο της γραφικής παράστασης της f στο οποίο παρουσιάζει μέγιστο. Να βρείτε τη  

     γραμμή στην οποία κινείται το Α.  

iii) Να βρείτε τη μικρότερη τιμή του α για την οποία ισχύει: ln 2x x  . 

 

189.  

Δίνεται η συνάρτηση 
ln

( )
x

f x ax a
x

 με  f (x) ≥ 0 για κάθε x > 0. 

i)  Να δείξετε ότι α = 1. 

ii) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

 

  

190.  
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Δίνεται η συνάρτηση 
2

ln
( ) , 0

2

x
f x x

x
. 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τα ακρότατα,  

ii)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο (l,f (l)).  

iii) Να βρείτε το εμβαδόν του ισοσκελούς τριγώνου που σχηματίζεται από τις εφαπτόμενες   

      της Cf στα , ( )e f e ,(l,f (1)) και τον άξονα yy'. 

 

191.  

Δίνεται η συνάρτηση 
5 3

5
( ) 4

5 3

x x
f x x . 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Να δείξετε ότι οι θέσεις τοπικών ακρότατων της Cf είναι κορυφές παραλληλογράμμου. 

 

192.  

Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f (x) = ln(x-2)-(x-2). 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii)  Αν g'(x) =
( )

2

f x

x
 και η εφαπτομένη της Cg στο (3,g(3)) είναι η y = λx , να βρείτε το λ και τον  

      τύπο της g. 

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση g (x) = -3 έχει μοναδική λύση. 

 

193.  

Δίνεται συνάρτηση f συνεχής στο [1,3] παραγωγίσιμη στο (1,3) με f(l) = f(3) = 0 και f΄΄(x) > 0. Να 

δείξετε: 

i)  f (x) < 0 για κάθε x  (1,3). 

ii) υπάρχει ένα μόνο x0  (1,3) στο οποίο η f παρουσιάζει ελάχιστο. 

 

194.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln(e3x +2k)-x, k> 0. 

i)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Όταν x > 0 να βρείτε το γεωμετρικό τόπο στον οποίο κινείται το ακρότατο. 

 

195.  

Δίνεται συνάρτηση f για την οποία ισχύει: f (x + y) = f (x) + f (y) + 6xy για κάθε  x,y R και 

0

( )
lim 3
x

f x

x
. 

i)   Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R. 

ii)  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

iii) Να δείξετε ότι f(3)f
1

4
<0. 

 

196.  

Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό x0  (0,1) ώστε η συνάρτηση με τύπο: f (x) = e2x + 2x4 – 4x να 

παρουσιάζει πιθανό ακρότατο. 

 

197.  

Δίνεται η συνάρτηση f (x) = eλx -λ1η(x+ 1)-λ2. Να βρείτε την τιμή του λ R ώστε η ελάχιστη τιμή 

της f να γίνει μέγιστη. 

 

 

 

198.  
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Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3+αx2 με α>0, xR.  

i)  Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f. 

ii) Να βρείτε την καμπύλη πάνω στην οποία κινείται το ακρότατο με τετμημένη αρνητική για   

     τις διάφορες τιμές του α. 

 

199.  

Για μια συνάρτηση f, που είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο των πραγματικών αριθμών , ισχύει 

ότι: 3 2 3 2
f (x) f (x) f (x) x 2x 6x 1        για κάθε x , όπου β, γ πραγματικοί αριθμοί 

με 2
3  . 

α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα.   

β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα. 

γ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της εξίσωσης f (x) 0 στο ανοικτό διάστημα (0,1).  

 

200.  

Για κάθε k δίνεται η συνάρτηση   3 22 10,  xf x x kx     

i) Να βρείτε τη τιμή του k  για την οποία η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f στο σημείο Α(1,f(1)) είναι παράλληλη στον άξονα x ΄x. 

ii) Για k = 3 

        α)  να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        β) να βρείτε το σύνολο τιμών της f στο διάστημα  , 0 . 

        γ) για κάθε  14,15  να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) –5 έχει ακριβώς μία λύση στο  

            διάστημα (0,1).   

       

201.  

Δίνεται μια συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει:  

   3 3 28 12 8 2f x f x x x x     για κάθε x . 

i)   Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1. 

ii)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   0f x   έχει μία μόνο ρίζα στο  0,1 . 

iii) Αν για τη συνάρτηση :g   ισχύει ότι     23 2f g x x f x   , για κάθε x ,να  

      βρείτε το 
0x  στο οποίο η g παρουσιάζει ελάχιστο. 

 

202.  

Δίνονται η συνάρτηση  
2

1
f x

x x




 


 όπου α, β ακέραιοι αριθμοί. Η γραφική παράσταση  

της συνάρτησης f στο σημείο της 
5

2,
12

 
  
 

 δέχεται εφαπτομένη της οποίας ο συντελεστής  

διεύθυνσης είναι 
5

18
. 

i)   Να αποδείξετε ότι 1  και 4  . 

ii)  Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα στο πεδίο ορισμού της. 

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f.  

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 3 2
x (1– 4 )x – x 4 0     (1) είναι ισοδύναμη με την  f x  ,  

      και, στη συνέχεια, να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης (1) για τις διάφορες τιμές  

      του πραγματικού αριθμού κ.  

 

 

 

203.  



 

97 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 

 

Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο για την οποία ισχύει ότι:   23 2 4f x x x    

για κάθε x ,  1 5f   και  3 25f  . Να αποδείξετε  

i)   1 4f    και  3 16f    

ii)  υπάρχουν  1 2
, 1,3   τέτοια, ώστε    1 2

12f f     

 

204.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  ,  , 0  με    f f      και  0 2f  . Αν 

το 
0 0x  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης   0f x   τότε να αποδείξετε  ότι: 

i)   η f δεν έχει ακρότατα στο διάστημα  0, . 

ii)  να βρείτε τα ακρότατα της f. 

iii) να αποδείξετε ότι υπάρχουν  1 2
, ,      τέτοια, ώστε    1 2

1f f     .  

iv) να αποδείξετε ότι υπάρχει  1
,x     τέτοιο, ώστε  12

2 2
f x f f

    
     

   
. 

 

205.  

Δίνεται η συνάρτηση    2 ln ,  0,  λf x x x x    . Αν η ευθεία 
1

2
2

y x    εφάπτεται στη 

γραφική παράσταση της f στο σημείο Α(1,f(1)), τότε:  

i)   Να αποδείξετε ότι 
3

2
   

ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.  

iv) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία y 1821 ακριβώς σε  

      ένα σημείο στο διάστημα  ,e  . 

 

206.  

Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, 2  με σύνολο τιμών το  5,5  και 

   0 1,  2 4f f  . Να αποδείξετε ότι: 

i)   υπάρχουν  1 2
, 0, 2x x   τέτοια, ώστε    1 2

0f x f x    

ii)  υπάρχει  0, 2   τέτοιο, ώστε    f e f   . 

iii) υπάρχουν  1 2
, 0, 2    τέτοια, ώστε    1 2

0f f    . 

 

207.  

Δίνεται η συνάρτηση f :  ,δύο φορές παραγωγίσιμη στο ,με    0 0 0f f   , η οποία 

ικανοποιεί τη σχέση:         1xe f x f x f x xf x        για κάθε x . 

i)   Να αποδείξετε ότι:    ln xf x e x  ,  x  

ii)  Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

iii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f έχει ακριβώς δύο σημεία καμπής.  

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  ln xe x x   έχει ακριβώς μία λύση στο διάστημα 0,
2

 
 
 

. 
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208.  

Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  1,5  με  1 3f  ,  5 4f   και σύνολο τιμών 

το  1,6 .Να αποδείξετε ότι: 

i)   υπάρχουν τουλάχιστον δύο τιμές  1 2
, 1,5x x 

1 2x x  τέτοιες ώστε    1 2
0f x f x   . 

ii)  υπάρχει  1,5   τέτοιο, ώστε   0f   . 

iii) υπάρχει  0
1,5x   τέτοιο, ώστε      3

0 0 0 0f x f x f x x    . 

iv) η ευθεία 6y x    τέμνει τη fC  τουλάχιστον σε ένα σημείο με τετμημένη  1,5  . 

 

209.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   για την οποία ισχύει ότι    2 22 1f x f x   για  

κάθε x . 

i)   Να αποδείξετε ότι η f έχει τουλάχιστον ένα κρίσιμο σημείο. 

ii)  Να υπολογίσετε τα όρια 
 

0

1
lim
x

f x

x


 και 

 
1

1
lim

1x

f x

x




 

iii) Αν επιπλέον η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη, να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον  

      σημεία της γραφικής παράστασης της f στα οποία οι εφαπτομένες είναι παράλληλες στον  

      άξονα χ΄χ. 

 

210.  

Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο , όπου η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

 0,6  και το 
0 3x   είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης   0f x  . 

i) Να αποδείξετε ότι: 

    α) η f δεν παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο  2,3 . 

    β)    6 3 2 0f f    

    γ)    3 3 6f f   

ii) Αν  6 0f   , να αποδείξετε ότι υπάρχει  0,3   τέτοια, ώστε  

           3 ln ln 3f e f f f e               

 

211.  

Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g , όπου   0g x  ,     lnf x g x ,    g x xf x   

για κάθε 0x   και  1 0f  . 

i)   Να βρείτε, αν υπάρχουν, τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της f  . 

ii)  Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  1 ln 1x e  ,   . 

iii) Αν    lnh x x k x   και  h x k  για κάθε  0,x e , να αποδείξετε ότι 1k  . 

 

212.  

Δίνεται  παραγωγίσιμη συνάρτηση :f   για την οποία ισχύει: 

     2 2 2 2f x x f f     για κάθε x .Να αποδείξετε ότι: 

i)      2 2 4f f    

ii)   υπάρχει  0
2, 2x    τέτοιο, ώστε:    0

2 3f x f   .  

iii)  υπάρχουν  1 2
, 2, 2     τέτοια, ώστε:    1 2

2f f    .  

iv)  υπάρχει  2, 2    τέτοιο, ώστε:   1f   .  
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 v)  η εξίσωση   1f x   έχει τουλάχιστον τρεις διαφορετικές ρίζες.  

 

213.  

Δίνεται συνάρτηση f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,10 , όπου η f   είναι γνησίως αύξουσα  

στο  0,10 ,    0 10 2f f   ,  10 5f   και  0 11f   

i)   Να αποδείξετε ότι υπάρχει   0,10   τέτοιο, ώστε   0f   .  

ii)  Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο  0,10  την τιμή 2.  

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης     2h x f x x  ,  0,10x . 

 

214.  

i)  Να αποδείξετε ότι υπάρχει 0  τέτοιο, ώστε ln 2 0    . 

ii) Δίνεται η συνάρτηση  : 0,f    με    
1

1 ln 1f x x
x

 
   
 

. 

     α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

     β) Να αποδείξετε ότι  
 

2
1

0f x





  . 

     γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει    τέτοιο, ώστε     0f f    

 

215.  

i)  Να αποδείξετε ότι 2
x

e x  για κάθε x . 

ii) Έστω παραγωγίσιμη στο συνάρτηση f για την οποία ισχύει:   

              2xf x f x e x f x f x      για κάθε x  και  0 3f  . Να αποδείξετε ότι: 

     α)   2,  xf x e x x    . 

     β) e e
e e

    
  για κάθε  , 0,     με   . 

 

216.  

Δίνεται συνάρτηση  : 0,f e   με 
1

ln 2f
e

 
  

 
 για την οποία ισχύει ότι: 

   ln lnf x x f x    για κάθε  0,x e . 

i)  Να βρείτε την f. 

ii) Αν    ln lnf x x  ,  0,x e , να βρείτε: 

     α) τη μονοτονία και το σύνολο τιμών της f. 

     β) τη τιμή του x για την οποία ο ρυθμός μεταβολής της f γίνεται ελάχιστος. 

     γ) το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 
1

1 ln x
e

   ,  . 

 

217.  

Δίνεται η συνάρτηση    ln 1 1xf x e x    . 

i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii)  Να λύσετε την εξίσωση   0f x  . 

 iii) Αν για τους ,    ισχύει ότι:  3 2 12 0    , 2 7 0     και  

          3 2 13 2 8 ln 2 7 ln 3 2 12 2e e                  , να βρείτε τα ,  . 
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218.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f με   0f x  για κάθε x . Έστω ,    με     

για την οποία ισχύει              
2 2 2

f f
f f f f e e

 
        . 

i) Να αποδείξετε ότι υπάρχει    τέτοιο, ώστε     1
f

e f


  . 

ii) Αν ισχύει ότι     1
f x

e f x   για κάθε x , να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  

     τέμνει τον άξονα χ΄χ ακριβώς σε ένα σημείο. 

 

219.  

Δίνεται η συνάρτηση   2 5 2 10f x x x x     ,  1,6x  . 

i)   Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της f. 

ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

iii) Έστω συνάρτηση h παραγωγίσιμη στο  5,6 ,γνησίως φθίνουσα με σύνολο τιμών το διάστημα  

      [5,6]. Αν ορίζεται η f h  ,να αποδείξετε ότι υπάρχει  5,6   για το οποίο ισχύει:  

           8 0f h h     . 

 

220.  

Έστω ο μιγαδικός z ,z≠0,που ικανοποιεί τη σχέση 2(| | 2)ln | | 1z z zz    και ο μιγαδικός        

3 2

2 3

z
w

z





 .Να δείξετε ότι: 

i)    |z|=1 

ii)   |w|=1 

iii) 2
| 3 2 | | 5 2 1| 1z z z       

 

221.  

Θεωρούμε τους μιγαδικούς z που ικανοποιούν τη σχέση 6
6 0 , 6z z a a    .Να δείξετε ότι: 

i)    ο z δεν είναι πραγματικός 

ii)   ο z δεν είναι φανταστικός 

iii) ο z2 δεν είναι πραγματικός 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

ΣΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT 
 

 Κρίσιμα σημεία-Ακρότατα - Σύνολο τιμών 
 

1.  
Δίνεται η συνάρτηση f(x)= x2 -x+|x-1|  ,   x  [0, 2] . 

i)  Να βρείτε τις θέσεις πιθανών ακρότατων της f. 

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

 

2.  

Δίνεται η συνάρτηση 
23 , 1

( )
4 , 1

x x
f x

x x
. Να βρείτε τις πιθανές θέσεις ακροτάτων της f. 

 

3.  
Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή των παρακάτω συναρτήσεων.  

i)  f(x)=2x4-8x3+3 για x[0,4]. 

ii) f(x) =3ημx+3συνx για x[0,π]. 

 

4.  
Να βρείτε τα ολικά ακρότατα της συνάρτησης: 

i) f(x) = xlnx , x  [l, e]                               ii) f(x) = x3 -3x + 7, x[0,2] 

 

5.  
Να βρείτε το σύνολο τιμών των συναρτήσεων 

i) f(x) = x4-4x + 2, x[0,2]                         ii) f(x) = xe-x , x[0,2] 

 

6.  

Να βρεθούν τα ολικά ακρότατα της  συνάρτησης f(x)=

3 2

2

2 15 24 19 , [0,5]

18 1 , (5,6]

x x x x

x x x

    

   

 

 

Εύρεση παραμέτρων όταν παρουσιάζει η f ακρότατο. 
 

7.  
Έστω η συνάρτηση f (x) = x3-kx2+2λx. Να βρείτε τα κ,λR ώστε η f να παρουσιάζει στο  

x1 =-1 ελάχιστο, ενώ στο x2 =1 μέγιστο. 

 

8.  
Έστω η συνάρτηση f (x) = ln (e3x + a) + x ,α > 0. Να βρείτε το α ώστε η f να παρουσιάζει τοπικό  

ακρότατο στο x0 = 0. 

 

9.  
Έστω η συνάρτηση f (x) = α1ηx-βx2-3x + 5 . Να βρείτε τα α,βR  ώστε η f να παρουσιάζει στο  

x0 = 1 ακρότατο το f (1) = 2. 

 

10.  

Έστω η συνάρτηση f (x) = αx3 + βx2 – 9x +1 όπου α, β R. Αν η  f έχει τοπικά ακρότατα στα  

x1 = - 1 και x2 = 3, τότε να βρείτε τους αριθμούς α και β. 
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11.  

Αν η συνάρτηση f(x) = αℓn2x +
β

x
+ α παρουσιάζει στο 1 ακρότατο το 2+ℓη2, να βρείτε τα α, β. 

 

12.  

Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού λ για τις οποίες η συνάρτηση  

  2 24 4 3 5f x x x       ,  0, 2x  έχει ελάχιστη τιμή ίση με 2. 

 

13.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0,  για την οποία ισχύει:     3 2f x x xf x   για 

κάθε x 0 . Αν η f παρουσιάζει ακρότατο στο x0, τότε να βρείτε το x0. 

 

14.  

Αν η συνάρτηση f : R  R , είναι παραγωγίσιμη, παρουσιάζει ακρότατο στο xο0 και ισχύει  

f 3(x)-(3x2 +l)f(x) = l-2x3 για κάθε x  R , να βρείτε το x0 . 

 

15.  

Δίνεται η συνάρτηση f : R   R η οποία είναι 1-1, παραγωγίσιμη και η εφαπτομένη της στο 1  

είναι παράλληλη στον άξονα χ'χ . Έστω ότι η  f ΄  είναι συνεχής και 1 - 1. Αν η συνάρτηση f of   

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο  2 να βρείτε την f(2). 

 

16.  

Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f και g  με πεδίο ορισμού το ανοικτό διάστημα Δ. Να  

δείξετε ότι αν η συνάρτηση  h(x) = f(x)-g(x)    έχει στο x0  Δ μέγιστο, τότε οι f και g έχουν  

παράλληλες εφαπτόμενες στο  x0  Δ. 

 

Ανισοϊσότητα   Fermat  Ισότητα 
 

17.  

Αν για τη συνάρτηση   f(x) = x3+αx2-lηx, ισχύει  f(x)  f( l )   για κάθε x > 0,  να βρείτε το α. 

 

18.  

Έστω η συνάρτηση f(x) = 2x +5x +λx -7x -10x . Να βρείτε το λ > 0, ώστε f (x)  1 για κάθε  xR . 

 

19.  

Αν για κάθε x > 0 ισχύει ℓnx + 
a

x
 α, να βρείτε το α. 

 

20.  

Αν 
1

2ln
x

x
x




  για κάθε 0x  , να αποδείξετε ότι 2  . 

 

21.  

Αν για τους αριθμούς  α1, α2, α3,  …  , αν  


  ισχύει α1
x + α2

x + α3
x +  …  + αν

x ν , να δειχθεί  

ότι: α1 α2 α3   . . .  αν=1 

 

22.  

Αν 0 < α 1 και για κάθε  x > 0  ισχύει xα  αx , να δείξετε ότι α = e. 

 

23.  

Αν ισχύει (x + 2) ℓn(x + l)  ex+αx-1 για κάθε  x >-1 να βρείτε το α. 
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24.  

Αν α  (0,
2

π
) και για κάθε x  R ισχύει (2συνα)x + (εφα)x  2, να βρείτε το α . 

 

25.  

Αν α, β > 0 και ισχύει α β

lnx x-1

x x+ 2  για κάθε x > 0, να δείξετε ότι αβ = 1. 

 

26.  

Αν    η    συνάρτηση f   είναι  παραγωγίσιμη  στο  R  και ισχύει: f(x) + 2 x2 +2συνx  για κάθε   

xR  και f(0) = 0 να βρείτε την f ΄(0). 

 

27.  

Δίνεται η συνάρτηση 
2

( ) ln( 1) 2 , 1, .
1

a
f x x a x a R

x
Αν f(x)<0 για κάθε x > 1 τότε να 

δείξετε ότι α = - 
1

2
. 

 

28.  

Δίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R . Αν f(0) = 3 και f 2(x) + συνx + ex < 11, 

να βρείτε το f ΄(0). 

 

29.  

Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R με f (0) = ln2 και για κάθε xR ισχύει  

(e2x +2)f (x) + ln(x2 + 2) ≤41n2 .Να βρείτε το f '(0). 

 

30.  

Αν για κάθε xR ισχύει ex+α-2 -x -eα-2 ≥ 0. Να δείξετε ότι α = 2. 

 

31.  

Δίνονται f, g παραγωγίσιμες συναρτήσεις με f (2) = g(2) = 2 και 
2 ( ) 1 3

.
( ) 2

f x

g x
 Να δείξετε ότι  

f ΄(2) = 
3

8
g ΄(2). 

 

32.  

Δίνεται ότι οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιμες στο R και η f (x)-g(x) γίνεται  μέγιστη  στο  

 xο=2.   Να  δείξετε   ότι  οι  εφαπτόμενες   στα   σημεία Α (2,f (2)),Β (2,g(2)) των Cf Cg είναι  

παράλληλες. 

 

33.  

Δίνεται ότι για κάθε   xR   ισχύει   α1 ·2
x +α2 ·3

x +α3·5
x ≥α1 +α2 +α3 με α1 , α2, α3  *R . Να  

δείξετε ότι 31 22 3 5 1.
aa a  

 

34.  

Έστω μια συνάρτηση  f : R R    η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει: (1 + e1-x)f(x) + συνπx  3   

για κάθε   xR . Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf  στο σημείο Α (1,2).    

                                                           

35.  

Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f ,g : (-1, + )  R, με   f (0) + 2 = g(0) και  

 f(x) + 2e-x  g(x) + ℓn(x + l)     για κάθε    x > -1 . Να δείξετε ότι  f ΄(0) = g ΄(0) + 3.  
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36.  

 Έστω μια συνάρτηση  f :(-1,+ )  R , παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει : 

xf (x)  ημx + ℓη(x + 1)  για κάθε  x >-1. Να δείξετε ότι f(0) = 2.               

 

37.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  , για την οποία ισχύει    2 2 ln 1xf x x x    για  

κάθε 1x   .Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f διέρχεται από την αρχή των αξόνων.  

 

38.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :g  , για την οποία ισχύει:   2 1xxg x e x    για  

κάθε x . Να αποδείξετε ότι  0 3g  . 

 

39.  

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση :f  , για την οποία ισχύει:  f x x    για κάθε  

, , x    και  0 0
f x x   .  

Να αποδείξετε ότι η ευθεία y x    εφάπτεται της fC  στο σημείο   0 0
,M x f x . 

 

40.  

Έστω οι συναρτήσεις   f, g : R  R    οι οποίες είναι παραγωγίσιμες και ισχύουν : f(x)  x + 1   και   

f(x) eg(x) =ex -x   για κάθε   xR.Av η  Cf   διέρχεται από το σημείο Α(0, 1) , να δείξετε ότι οι 

εφαπτόμενες των   Cf   και  Cg στο x0 = 0 τέμνονται κάθετα.                                                                       

 

41.   

Έστω μια συνάρτηση   f : R R   η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει   

(f of ΄)(x)  (x-2)2   για κάθε   xR. Αν η f παρουσιάζει ακρότατο στο 2 και η   Cf  διέρχεται από 

την αρχή των αξόνων, να δείξετε ότι η εφαπτομένη της  Cf ΄ στο 2 είναι παράλληλη στον άξονα  x'x.  

 

42.  

Έστω η συνάρτηση f : RR με f(x)>0 και (f '(x))2  f(x)  f "(x) για κάθε xR.Να δείξετε ότι η  

συνάρτηση   g(x) = lnf(x)   έχει το πολύ ένα ακρότατο. 

 

43.  

44. Έστω μια συνάρτηση  f : R R,  δύο φορές παραγωγίσιμη με   f(x)>0   για  κάθε  xR . Αν τα  

      α και β είναι θέσεις ακρότατων της f, να δείξετε ότι υπάρχει ξ (α, β)  τέτοιο ώστε      

     
ξ

ξ
ξ

2

f ( )
f ( )=

f( )

 
  

 
. 

 

45.  

Έστω f : R R μία συνάρτηση με f(1)=0.Αν η συνάρτηση g(x)=|f(x)| είναι παραγωγίσιμη στο 1, 

Να δείξετε ότι f ΄(1)=0  

 

46.  

Έστω f : R R μία παραγωγίσιμη συνάρτηση ,για την οποία ισχύει f(x)=|ημαx-3x)|,xR ,α≠0.  

Να βρείτε τη συνάρτηση f.  
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47.  

Έστω f : R R μία παραγωγίσιμη συνάρτηση ,για την οποία ισχύει 
2

2 1
(x 1) ( ) ln

2

x
f x


   για  

κάθε xR ,α≠0.Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(-1,1),ώστε η εφαπτομένη της Cf  να είναι παράλληλη  

στον άξονα χ΄χ .  

 

48.  

Έστω f : R R μία συνάρτηση η οποία είναι 3 φορές παραγωγίσιμη και έχει ρίζες τις x1,x2  (x1<x2) 

και ισχύει f(x)≥0 για κάθε xR.Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(x1,x2),τέτοιο ώστε (3)
( ) 0f     .  

 

49.  

Έστω f : R R μία συνάρτηση με f(x) ≠ 0,για κάθε xR, η οποία είναι παραγωγίσιμη και   

ικανοποιεί ρίζες τις σχέσεις  

  ( ) ln( 1) 1
x

f x x e


     ,για κάθε x>-1 

   2 2 3
( 1) ( ) | ( ) | 0x f x x f x    ,για κάθε xR .  

Να βρείτε τη συνάρτηση f.  

 

 

Πλήθος ακροτάτων 
 

50.  

Έστω η συνάρτηση   f(x) = x3+αx2+3x + β. Αν η f έχει δύο διακεκριμένα τοπικά ακρότατα, να  

δείξετε ότι |α| > 3. 

 

51.  

Έστω f : R R μία συνάρτηση με f(x) > 0, και 2
( (x)) ( ) ( )f f x f x    για κάθε xR.Να δείξετε ότι 

η συνάρτηση g(x)=lnf(x) έχει το πολύ ένα ακρότατο.  

 

52.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R και για κάθε xR ισχύει f 5 (x) + 2f 3 (x) = e2x + 2006x. 

Να δείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα. 

 

53.  

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη και ορισμένη στο R και ef(x) + 2f (x) - x5 – 2x = 0. Να δείξετε 

ότι η f δεν παρουσιάζει ακρότατο. 

 

54.  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση    2 ,  , ,xf x x x e x        με 2
4 4    δεν έχει  

ακρότατα. 

 

55.  

Δίνεται η συνάρτηση  
4 3 2

2014
4 3 2

x x x
f x x

  
     , με , *  , ,x   . Αν η f έχει  

τρία διαφορετικά τοπικά ακρότατα, να αποδείξετε ότι 2
3  . 

 

56.  

Αν |α| < 1, να δείξετε ότι η f(x) = (x2 + 2αx + 2)ex  δεν έχει ακρότατα. 

 

57.  

Αν   α2 <2β,  να δείξετε ότι η συνάρτηση   f(x) = x3 +αx2 +βx + γ   δεν έχει τοπικά ακρότατα. 
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58.  

Να αποδείξετε ότι, αν για μια συνάρτηση  f , που είναι παραγωγίσιμη στο R, ισχύει   

f 3(x) + xf(x) = x + 2,   τότε η f δεν έχει ακρότατα. 

 

59.  

Δίνεται η συνάρτηση        f x          ,     . Να αποδείξετε ότι: 

i)  η f έχει ένα τοπικό μέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο. 

ii) αν η f έχει ακρότατο στο 
0x  , τότε 

1 1 1
0

     
  

  
. 

 

60.  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση        
2 2 2

f x          ,      έχει τρία τοπικά  

ελάχιστα και δύο τοπικά μέγιστα. 

 

61.  

Δίνεται η συνάρτηση   4 3 2f x x x x x        , , , ,      με 23

8
  . Να  εξετάσετε 

αν η f   παρουσιάζει ακρότατα. 

 

62.  

Να αποδείξετε ότι αν για μια συνάρτηση  f που είναι παραγωγίσιμη στο R ισχύει,    

f (x) + ln(l + f 2(x)) = ex + x3 +1,   τότε η f δεν έχει ακρότατα. 

 

63.  

Έστω μια συνάρτηση   f : (0, +)  R   η οποία είναι παραγωγίσιμη και για κάθε xR  ισχύει 

3x2f(x)-f 3(x) = 2x3-l. Να δείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα. 

 

64.  

Να βρείτε τις τιμές του λ ώστε η συνάρτηση   f (x) = x3 - (λ - 1)x2 + (λ + 5)x - 2 να μην έχει  

ακρότατα. 

 

65.  

Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου  , για τις οποίες η συνάρτηση   3 2 23f x x x x      

δεν έχει ακρότατα. 

 

Αν m = Μ , τότε f σταθερή 
 

66.  

Δίνεται η συνάρτηση f : [0,1] R για την οποία ισχύει f(x) = (x2-x)f '(x) για κάθε x  [0,1]. 

i) Να δείξετε ότι η f έχει ολικά ακρότατα τα οποία να βρείτε. 

ii)  Να βρείτε τον τύπο της f. 

 

67.  

Έστω μια συνάρτηση f :[0, π]R για την οποία ισχύει f(x) = ημxf '(x) για κάθε  x [0, π]. 

i)  Να δείξετε ότι η f παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή τις οποίες να βρείτε. 

ii) Να βρείτε τον τύπο της f. 
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Αποκλεισμός ακρότατου στα άκρα του [α, β] 
 

68.  

Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : [α, β]  R, με f (x) > 0 για κάθε x [α, β]. Αν f (α) + f (β) = f (γ),     

γ  (α, β), να δείξετε ότι υπάρχει  x0  (α, β) τέτοιο ώστε f '(x0) = 0. 

 

69.  

Έστω μια συνάρτηση f : [α, β]  R η οποία είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α,β). 

Αν η f έχει σύνολο  τιμών το   [-1,2] και f (α) = 0,   f (β) = 1, να δείξετε ότι: 

i)  Υπάρχουν x1,x2 (α, β) τέτοια ώστε f ΄(x1) = f ΄(x2) = 0. 

ii) Η εξίσωση   f ΄(x) = (x2 +l)f (x)  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (α, β) όταν η f ΄ είναι συνεχής  

     στο [α, β]. 

 

70.  

Έστω μια συνάρτηση   f : [1, 3] R   η οποία είναι συνεχής στο [1,3] και παραγωγίσιμη στο (1, 3) 

με f(l) = f(3) = 2 και f (2) = 5.Αν η εξίσωση f '(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα το 2, να βρείτε την 

μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της f. 

 

71.  

Έστω η συνεχής συνάρτηση f :[α,β) R με f ΄(α)<0.Να δείξετε ότι η f  δεν παρουσιάζει ελάχιστο 

στο α 

 

72.  

Έστω f :[α,β]  R  μια  παραγωγίσιμη  συνάρτηση με ( ) ( ) 0f a f    .Να δείξετε ότι υπάρχει  

ξ (α,β) τέτοιο ώστε ( ) 0f    

 

Σύνθετα θέματα 
 

73.  

Έστω μια συνάρτηση f : [α, β]   R η οποία είναι συνεχής. Αν f (α) = f (β), να δείξετε ότι η f  

έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο στο (α, β). 

 

74.  

Έστω μια συνάρτηση f : R  R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει 2f(x2) - f 2(x)  1 

για κάθε x  R . Να δείξετε ότι: 

i)   υπάρχει xo (0,1) τέτοιο ώστε f ΄(x0) = 0. 

ii)  f ΄(0) = f ΄(1). 

iii) η εξίσωση f ΄΄(x) = 0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο (0,1). 

 

75.  

Δίνεται ότι για κάθε x  R ισχύει (αx - 2)e2x + 2 ≤ 0. 

i)  Να βρείτε το αR . 

ii) Για την τιμή του α που θα βρείτε να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) =xlnx + eαx έχει  

    μοναδικό κρίσιμο σημείο. 

 

76.  

Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = x3 - αx2 - βx -1, x  R και α + β + e = -3 

i)  Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0  (0,1) ώστε f (x0) = 2

0 0

2 5
x

e

x x
 

ii) Να βρείτε τα α,β  R ώστε η f να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x1 = 1. 
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77.  

Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο [1,3] με f (l) = f (3) = f (2). Να δείξετε ότι υπάρχει ένα  

τουλάχιστον κρίσιμο σημείο της f ' στο (1,3). 

 

78.  

Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο R με f (2) = 3 και για κάθε xR ισχύει  

(l + e2-x)f (x) + ημ 6
2

x
. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο (2,f(2)). 

 

79.  

Δίνεται συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και για κάθε xR  ισχύει  

f (f ΄(x)) ≥ x2 - 6x +10, f (0) = 

2

1

2 2 3
lim

1x

x

x
 και παρουσιάζει ακρότατο στο x0 = 3. Να 

δείξετε ότι η Cf  δέχεται οριζόντια εφαπτομένη στο x0 = 3. 

 

80.  

Δίνεται συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [2,4]. Αν η f παρουσιάζει  

ακρότατο στο x0 (2,4) να δείξετε ότι υπάρχουν x1,x2 (2,4) ώστε f ΄(2) = f΄΄(x1)(2-x0) και 

 f ΄(4) = f΄΄(x2)(4-x0). 

 

81.  

Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [1,3] και f "(x)<0 . Αν η f παρουσιάζει  

ακρότατο στο  xo (l,3) να δείξετε ότι υπάρχουν x1, x2(l,3) ώστε f '(x1)f '(x2)<0. 

 

82.  

Δίνεται συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R, είναι 1-1 και παρουσιάζει ακρότατο  

στο x0 = 2. Ακόμη δίνεται ότι η f ΄ είναι 1 -1, ενώ η (f f )(x) παρουσιάζει ακρότατο για x1 = 1.  

Να βρείτε το f -1 (2). 

 

83.  

Δίνονται δύο συναρτήσεις f και g ορισμένες και παραγωγίσιμες στο R . Αν η f δεν έχει  

ακρότατα ενώ οι g και gοf έχουν ακρότατο στο x0 = 1 και η g' είναι 1 -1 να δείξετε f(l) = l. 

 

84.  

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = x4 + αx3 + 4α2x2 + x + 2006, αR* δεν μπορεί να έχει τρεις  

διαφορετικές θέσεις τοπικού ακρότατου. 

 

85.  

Δίνεται συνάρτηση f που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο Μ για την οποία ισχύει f(l) = e-l, 

f ΄(x) ≥ f(x)  και exf ΄(x) + f(x) = ex-x για κάθε xR. 

i)   Να δείξετε ότι το σημείο με τετμημένη x0 = 1 είναι κρίσιμο σημείο της f. 

ii)  Να δείξετε ότι f "(x) < 0 για x < 1. 

iii) Να εξετάσετε την f ως προς την μονοτονία για x < 1. 

 

86.  

Δίνονται οι συναρτήσεις f,g ορισμένες και παραγωγίσιμες στο R για τις οποίες για κάθε xR  

ισχύει g(x) = f(x)-2x + 3 . Η Cg διέρχεται από το σημείο (0,2) και η g παρουσιάζει ακρότατο  

στο x0 = 0. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  της Cf στο (0,f(0)). 

 

87.  

Έστω ο μιγαδικός z που ικανοποιεί τη σχέση 4
| xz i | x 1    ,για κάθε xR 

i)   Να δείξετε ότι ο z είναι πραγματικός αριθμός 
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ii)  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών w για τους οποίους ισχύει  

     
2

2

w
z

w i





  

iii) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών u για τους οποίους ισχύει  

     
z

u
z i




  

 

88.  

Έστω ο μιγαδικός z με |z| =1 ,που ικανοποιεί τη σχέση 
2

1
| x z | x 1

2

z

z


     ,για κάθε xR 

i)   Να δείξετε ότι ο z είναι φανταστικός αριθμός 

ii)  Να βρείτε τον αριθμό z και το νΝ,ώστε 2
1 2z i


    

iii) Να βρείτε τον αριθμό z, ώστε 2 9
1 ... 1z z z i       

iv) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών w για τους οποίους ισχύει  

     
i

w wi z
z

   .  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

ΣΤΑ ΚΟΙΛΑ-ΚΥΡΤΑ  
 

M�0�����2�����1�#�����!�2���1���"���&�"���Œ�!� �"���2���������#�!�2�)�2���2�. 
 

1.  
Έστω μια δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [1, 8] �o  R . Στο  

διπλανό σχήμα είναι η γραφική παράσταση της f. Να βρείτε το  

πρόσημο των f,  f ΄ ,  f ΄΄ . 

 

 

 

 

2.  
Έστω μια συνάρτηση  f : [1, 6] �o  R. Στο διπλανό  σχήμα είναι η  

γραφική παράσταση της f. Να προσδιορίσετε  τα διαστήματα στα  

οποία η f είναι γνησίως αύξουσα, γνησίως  φθίνουσα, κυρτή, κοίλη   

και τις θέσεις τοπικών ακρότατων και   σημείων καμπής. 

 

 

 

 

3.  
Έστω μια συνάρτηση   f : [1, 7] -» R . Η γραφική παράσταση της  

f ΄΄ φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Να βρείτε τα διαστήματα που η f    

είναι κυρτή ή κοίλη και τα σημεία που παρουσιάζει καμπή η f. 

 

 

 

 

 

4.  
Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική  παράσταση της παραγώγου   

μίας συνάρτησης f στο διάστημα .Να προσδιορίσετε τα  

διαστήματα μονοτονίας και κυρτότητας της f, καθώς και τις  

θέσεις τοπικών ακροτάτων και  σημείων καμπής της. 

 

 

 

5.  
Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία οι παρακάτω συναρτήσεις είναι κυρτές ή κοίλες.  

i) f(x) = (x + 2)4+e2x               ii) f (x) = 3x5-5x4+ 2x + 3                      iii) f (x) = ln(x2-4) 

 

6.  
Ομοίως για τις συναρτήσεις: 

i)  f(x) = x2lnx                         ii) f(x) = xe-2x                                        iii) f(x) = x4-8x3 + x + 5 

 

 

 


