
 

 

Στέλιος Μιχαήλογλου – Σάκης Χιονίδης 

Μια παραγωγή του Ασκησόπολις 



Διαθεματική προσέγγιση των 

Μαθηματικών της Β΄ Λυκείου 
 

 

 

 

«Ίσως ο καλύτερος τρόπος για να περιγράψω την εμπειρία μου  
στα μαθηματικά είναι να την παρομοιάσω με την είσοδο  

σε ένα σκοτεινό μέγαρο.  
 

Μπαίνεις στο πρώτο δωμάτιο και είναι  σκοτεινά, εντελώς σκοτεινά. 
Σκοντάφτεις γύρω σου χτυπώντας στα έπιπλα, αλλά σταδιακά μαθαίνεις 

πού βρίσκεται το κάθε έπιπλο.  
Τελικά, μετά από έξι μήνες περίπου, βρίσκεις τον διακόπτη του φωτός, τον 

ανάβεις και ξαφνικά όλα φωτίζονται.  
Μπορείς να δεις ακριβώς πού βρισκόσουν.  

Μετά μεταφέρεσαι στο επόμενο δωμάτιο και περνάς  
άλλους έξι μήνες στο σκοτάδι.  

 
Έτσι, κάθε μία από αυτές τις ανακαλύψεις, παρόλο που μερικές φορές 
είναι στιγμιαίες, μερικές φορές σε διάστημα μιας ή δύο  ημερών, είναι η 

αποκορύφωση —και δεν θα μπορούσαν να υπάρξουν χωρίς— των πολλών 
μηνών περιπλάνησης στο σκοτάδι που προηγήθηκαν.»  

 

Τη προηγούμενη πρόταση την έχει διατυπώσει ο Andrew Wiles ο οποίος έγινε παγκοσμίως 

γνωστός για την απόδειξη του Τελευταίου Θεωρήματος του Φερμά. 
 

 

 

 

www.Askisopolis.gr 
 

 

 

 

Τι να την κάνεις μωρέ την Γεωμετρία της Β΄ Λυκείου…δεν χρειάζεται στις πανελλαδικές… 

 

Και από τα μαθηματικά προσανατολισμού λίγο η ευθεία χρειάζεται… 

http://www.askisopolis.gr/
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1. Στο διπλανό σχήμα δίνεται ημικύκλιο με κέντρο Κ και διάμετρο ΜΝ = 4 cm. 

Ορθογώνιο ΑΒΓΔ με διαστάσεις x cm και 2y cm είναι εγγεγραμμένο στο 

ημικύκλιο. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ, ως συνάρτηση του x ,  

     είναι    2 4Ε x 2 4x x , x 0,2   .  

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν  του ορθογωνίου ΑΒΓΔ γίνεται μέγιστο όταν  

    x 2 cm . 

γ) Να βρείτε τις τιμές του x ώστε το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ να είναι ίσο με 
22 3 cm . 

(Επαναληπτικές Πανελλαδικές  2020) 

 

2. Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΔ του διπλανού σχήματος με πλευρά 2cm.   

Αν το τετράγωνο ΕΖΗΘ έχει τις κορυφές του στις πλευρές του ΑΒΓΔ : 

α) Να εκφράσετε  την  πλευρά  ΕΖ  συναρτήσει  του x.    

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τετραγώνου Ε Z ΗΘ δίνεται από τη συνάρτηση  

     2f x 2x 4x 4, 0 x 2      . 

γ) Να βρείτε για ποιες τιμές του x το εμβαδόν του τετραγώνου  ΕΖΗΘ γίνεται  

    ελάχιστο και για ποιες μέγιστο . 

(Επαναληπτικές Πανελλαδικές  2017) 

 

3. Έχουμε ένα σύρμα μήκους 8 m , το οποίο κόβουμε σε δύο τμήματα. Με το ένα από αυτά, μήκους x m , 

κατασκευάζουμε τετράγωνο και με το άλλο κύκλο. 

α) Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων σε τετραγωνικά μέτρα, συναρτήσει του x ,  

    είναι  
  2π 4 x 64x 256

Ε x
16π

  
  ,  x 0,8 . 

β) Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων ελαχιστοποιείται, όταν η πλευρά του  

    τετραγώνου ισούται με την διάμετρο του κύκλου. 

(Πανελλαδικές 2018) 

 

Συναρτήσεις με Γεωμετρία 

Τι να την κάνετε 

την Γεωμετρία, τα 

όρια και οι 

παράγωγοι είναι 

ικανή και αναγκαία 

συνθήκη της 

επιτυχίας σας στις 

Πανελλήνιες. 

Η ιστορία έχει 

δείξει ότι πάντα 

είμαι χρήσιμος, 

ας ρίξει μια ματιά 

σε παρελθόντα 

θέματα 

εξετάσεων. 
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4. Ένα ορθογώνιο ΚΛΜΝ ύψους x cm είναι εγγεγραμμένο σε ένα  

τρίγωνο ΑΒΓ βάσης BΓ 10 cm και ύψους ΑΔ 5 cm. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε και η περίμετρος Ρ του ορθογωνίου  

    ως συνάρτηση του x δίνονται από τους τύπους  

     2x 10x 2x    και  x 20 2x   , 0 x 5  . 

β) Να αποδείξετε ότι το Ε γίνεται μέγιστο για x = 2,5cm. 

(Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 29) 

 

5. Με συρματόπλεγμα μήκους 80 m θέλουμε να περιφράξουμε το οικόπεδο σχήματος ορθογωνίου του διπλανού 

σχήματος.  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου είναι  2Ε 40x x , x 0,40   . 

β) Να βρείτε τις διαστάσεις του οικοπέδου που έχει το μεγαλύτερο εμβαδόν. 

(Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα  150) 

 

6. Όπως γνωρίζουμε, ο στίβος του κλασικού αθλητισμού αποτελείται από 

ένα ορθογώνιο και δύο ημικύκλια. H περίμετρος του στίβου είναι 400 m. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου μέρους δίνεται από τη     

     σχέση   2 200
Ε x 400x 2πx , x 0,

π

 
   

 
.  

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογώνιου μέρους γίνεται  

    μέγιστο για 
100

x m
π

 .  

γ) Σε ένα τέτοιο στίβο με μέγιστο εμβαδό ορθογώνιου μέρους,  ένας αθλητής των 100m ξεκινά να τρέχει  

    από το σημείο Δ αντίθετα από τους δείκτες του  ωρολογιού σε ποιο σημείο θα είχε καλύψει τα 100m; 

(Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 152) 

 

7. Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με μεγάλη βάση ΒΓ , ΑΒ=ΓΔ = x cm, ˆAΒΓ 60 και  

περίμετρο 20cm. 

α) Να εκφράσετε το μήκος των βάσεων ΑΔ, ΒΓ ως συνάρτηση του x. 

β) Να εκφράσετε το εμβαδόν του τραπεζίου ως συνάρτηση του x. 

γ) Αν    23
E x 10x x

2
  ,

20
0 x

3
   να βρείτε τις διαστάσεις του τραπεζίου που έχει μέγιστο εμβαδόν. 
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8. Θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα κανάλι του οποίου η κάθετη διατομή 

ΑΒΓΔ φαίνεται στο διπλανό σχήμα.  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν της διατομής ΑΒΓΔ είναι ίσο με  

                            E 4ημθ 1 συνθ  , 
π

θ 0,
2

 
 
 

. 

β) Αν Ε = 2 να αποδείξετε ότι συνθ ημθ 2ημθ   για κάθε 
π

θ 0,
4

 
 
 

. 

(Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 153) 

 

9. Ένα σύρμα μήκους 20 m διατίθεται για την περίφραξη ενός ανθόκηπου σχήματος 

κυκλικού τομέα γωνίας θ rad και ακτίνας r όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του κυκλικού τομέα δίνεται από τον τύπο 

      2Ε(r) 10r r , r 0,10   . 

β) Να βρείτε την ακτίνα r του κύκλου, αν επιθυμούμε να έχουμε τη μεγαλύτερη  

    δυνατή επιφάνεια του κήπου. 

(Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 173) 

 

10. Δύο διάδρομοι πλάτους 1m τέμνονται κάθετα (Σχήμα).  

Μια σκάλα πρέπει να μεταφερθεί και να στρίψει οριζόντια στη γωνία. 

α) Να αποδείξετε ότι το μήκος  της σκάλας δίνεται από τον τύπο: 

                                            
1 1 π

, θ 0,
ημθ συνθ 2

 
   

 
 

β) Να αποδείξετε ότι η απόσταση ΑΒ γίνεται ελάχιστη για 
π

θ
4

 . 

     Ποιο είναι το μεγαλύτερο δυνατό μήκος της σκάλας; 

(Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 173) 

 

Βλέπεις 

Οβελίξ? Θέμα 

Πανελληνίων 

με στοιχεία 

Γεωμετρίας 

Εμένα μου θυμίζει το 

μενίρ που έκανα 

δώρο στην Φραμπαλά 

στα γενέθλια της 
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11. Στο διπλανό σχήμα ο κύκλος έχει ακτίνα 1 cm και η ε εφάπτεται σε 

αυτόν στο σημείο Α. Το τόξο ΑΜ είναι θ rad  με 
π

θ 0,
2

 
 
 

 και το 

ευθύγραμμο τμήμα ΑΝ είναι θ cm.  

     Η ευθεία ΜΝ τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο P(x, 0).  

α) Να αποδείξετε ότι ημθ θ . 

β) Να δείξετε ότι: 
θσυνθ ημθ

x
θ ημθ





. 

γ) Αν x 2   , να αποδείξετε ότι 
3

0 θ
2

  . 

(Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 176) 

 

12. Ένας πεζοπόρος Π ξεκινάει από ένα σημείο Α και βαδίζει γύρω από μια κυκλική 

λίμνη ακτίνας ρ = 2 km με ταχύτητα υ = 4 km/h.  

Aν S είναι το μήκος του τόξου ΑΠ και το μήκος της απόστασης ΑΠ του 

πεζοπόρου από το σημείο εκκίνησης τη χρονική στιγμή t, 

     να αποδείξετε ότι: 

α)  
S

θ
2

    και   
θ

4ημ
2

    

β)  S = 4t, θ = 2t και  = 4ημt  

(Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 176) 

 

13. Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο Ο και 

ακτίνα 1, όπως φαίνεται στο σχήμα. Έστω    η γωνία μεταξύ των ίσων πλευρών 

του τριγώνου και ˆBOM θ  με 
π

θ 0,
2

 
 
 

. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ ως συνάρτηση της γωνίας   

είναι:     
π

Ε θ 1 συνθ ημθ, θ 0,
2

 
   

 
. 

β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει τιμή του θ στο διάστημα 
π

0,
3

 
 
 

 για την οποία  Ε θ 1 . 

(Πανελλαδικές εξετάσεις  2020) 

 

14. Κυκλική λίμνη έχει κέντρο Ο και ακτίνα R=1km.  

Ένας μαθητής μπορεί να κωπηλατεί με σταθερή ταχύτητα  

      v1 = 2km/h και μπορεί να βαδίζει με σταθερή ταχύτητα v2 = 4km/h. 

      Ο μαθητής θέλει να κάνει μια βόλτα στη λίμνη, ξεκινώντας από το  

      σημείο Α του σχήματος και καταλήγοντας στο αντιδιαμετρικό του  

      σημείο Β. Ο μαθητής μπορεί: 

Ι. Να συνδυάσει κωπηλασία και βάδισμα, κωπηλατώντας ευθύγραμμα από το  

    σημείο Α σε σημείο Γ της περιφέρειας της λίμνης, τέτοιο ώστε η γωνία      

    ˆBΟΓ θ, θ 0,π  και στη συνέχεια να βαδίσει κατά μήκος του τόξου  

    ΓΒ, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

ΙΙ. Να κωπηλατήσει ευθύγραμμα από το σημείο Α στο σημείο Β ( θ = 0). 

ΙΙΙ. Να βαδίσει στην περιφέρεια της λίμνης από το Α στο Β ( θ = π). 

Να αποδείξετε ότι ο χρόνος (σε ώρες) που χρειάζεται, για να διανύσει την παραπάνω διαδρομή, ως συνάρτηση  

ε 
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της γωνίας θ (σε ακτίνια) είναι    
1 θ

t θ θ συν , θ 0,π
4 2

   . 

Δίνεται ότι σε έναν κύκλο ακτίνας R το μήκος S ενός τόξου που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία θ (σε ακτίνια) 

είναι S = R⋅ θ. 

(Επαναληπτικές Πανελλαδικές εξετάσεις  2021) 

 

15. Ένα ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχει πλευρές με μήκη α και β και ορθογώνιο ΚΛΜΝ  που 

είναι περιγεγραμμένο στο ορθογώνιο ΑΒΓΔ. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ΚΛΜΝ δίνεται από τη σχέση 

                    2 2Ε(φ) αβ α β ημφ συνφ    όπου 
πˆΛΑΒ φ 0,
2

 
  

 
   

β) Να αποδείξετε ότι το  εμβαδόν Ε(φ)  γίνεται μέγιστο όταν 
π

φ
4

 . 
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16. Δίνεται η συνάρτηση  f x 4 x  . 

α) Να βρείτε τα σημεία τομής Α, Β της fC με τους άξονες x΄x και y΄y αντίστοιχα. 

β) Να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου 
1C  του τριγώνου ΟΑΒ. 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του τμήματος του κυκλικού δίσκου 1C που βρίσκεται στο 4ο τεταρτημόριο. 

δ) Να βρείτε το σημείο της 
fC που έχει ελάχιστη απόσταση από την αρχή των αξόνων. 

ε) Έστω Μ(x, y), 0 x 4   τυχαίο σημείο της 
fC και Γ, Δ οι προβολές του στους άξονες x΄x και y΄y.  

   Να βρείτε το Μ για το οποίο το ορθογώνιο ΟΓΜΔ έχει μέγιστο εμβαδό. 

 

17. Δίνεται η συνάρτηση  f x x 4  . 

α) Να βρείτε σημείο της γραφικής παράστασης της f του οποίου το άθροισμα των τετραγώνων των αποστάσεών  

   του από τους άξονες είναι ελάχιστο. 

β) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των ριζών των παρακάτω εξισώσεων. 

    1)  xe x 4 1     

    2) συνx 4 x    

γ) Έστω συνάρτηση g :   για την οποία ισχύει ότι      f x g x f x 8    για κάθε x  και  g 0 4 .  

   Αν Α σημείο της gC και Β το συμμετρικό του ως προς την ευθεία δ: y = x, να βρείτε την μέγιστη απόσταση  

   των Α και Β. 

 

18. Δίνεται η συνάρτηση   2f x 25 x  . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

β) Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f,   2

1f x 2 25 x    και  

      
2

2f x 25 x 5    στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

γ) Να βρείτε την εφαπτομένη ε της fC στο σημείο Μ(3,4). 

δ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f, τους άξονες και την  

   ευθεία ε. 

ε) Αν Κ, Λ δύο οποιαδήποτε σημεία της fC , να αποδείξετε ότι  ΚΛ 10 . 

στ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 
2x 2e x 25  . 

 

 

Ο 

Ευκλείδης 

έχει 

πεθάνει!! 

Πως 

μπορεί να 

είναι τόσο 

σίγουρος? 
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19. Δίνονται οι συναρτήσεις   2f x 1 x  και  g x 3x . 

α) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
fC  και τον άξονα x΄x. 

β) Να αποδείξετε ότι οι f gC ,C τέμνονται σε σημείο Κ. 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
fC , την gC και τον άξονα x΄x. 

δ) Έστω Λ το συμμετρικό του Κ ως προς τον άξονα y΄y. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από  

   την 
fC  και την ΚΛ. 

ε) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζει η εφαπτομένη της 
fC  στο Κ με τους άξονες. 

 

20. Δίνεται η συνάρτηση    2f x 16 x , x 0,4   . 

α) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
fC  και τις ευθείες x = 4 και y = 4. 

β) Να βρείτε την εφαπτομένη της 
fC  που σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο. 

γ) Αν   2g x 4x x  , να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις f gC , C  και τον  

   άξονα y΄y. 

 

21. Δίνεται η συνάρτηση   2f x x . 

α) Να βρείτε τις εφαπτομένες της 
fC  που διέρχονται από το σημείο Α(0, -1). 

    (Σχολικό μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 121) 

β) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν σημεία της fC στα οποία οι εφαπτόμενες της γραφικής  

    παράστασης να είναι μεταξύ τους παράλληλες. 

   (Σχολικό μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 110) 

γ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 2ημx x . 

δ) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση της 
fC  από την ευθεία ε: 2x y 6 0   . Στη συνέχεια να  

   βρείτε τα σημεία των ε, fC  που έχουν αυτή την απόσταση. 

ε) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που σχηματίζει η fC με την ευθεία y = 1, να αποδείξετε ότι Ε < 2. 

 

22. Δίνεται η συνάρτηση  f x x . 

α) Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f,  1f x x 1   και  

    2f x x 1   στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α(α,f(α)), α > 0 και B(-α,0) εφάπτεται της fC στο Α. 

   (Σχολικό μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 110) 

γ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να λύσετε την εξίσωση x x 1 0  και στη συνέχεια να επιβεβαιώσετε  

   αλγεβρικά το αποτέλεσμα. 

δ) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση της fC  από την ευθεία ε: x 2y 6 0    καθώς και τα σημεία των ε, fC  

   που δίνουν αυτή την απόσταση. 

 

23. Δίνονται οι συναρτήσεις     2f x x και g x x  . 

α) Να τις σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων. Να βρείτε τα κοινά τους σημεία και στη συνέχεια με αλγεβρικό  

    τρόπο να το επιβεβαιώσετε. 

β) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα, να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 
2x 1 x 1   . 

    Μπορείτε να βρείτε κάποια λύση ή να εκτιμήσετε ένα διάστημα στο οποίο ανήκει; 

γ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα, να αποδείξετε ότι η εξίσωση x συνx  έχει μία μόνο λύση και στη συνέχεια να  

   δικαιολογήσετε με αλγεβρικό τρόπο γιατί είναι μοναδική. 
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δ) Έστω η συνάρτηση  
 

 

f x , x 0
h x

f x , x 0

 
 

 

. 

    i. Να σχεδιάσετε την h    

    ii. Να αποδείξετε ότι είναι άρτια. 

    iii. Να λύσετε γεωμετρικά την εξίσωση    h x g x . 

 

24. Δίνονται οι συναρτήσεις   2f x x 1   και  
1

g x
x

 . 

α) Να κάνετε την γραφική τους παράσταση στο ίδιο σύστημα αξόνων και στη συνέχεια να βρείτε το πλήθος των  

   ριζών της εξίσωσης 
3x x 1 0   . Στη συνέχεια να βρείτε διαστήματα πλάτους το πολύ 1 που να περιέχουν  

   τις ρίζες. 

β) Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  

        1 2

x 1 x 2
g x , g x

x x 1

 
 


. 

γ) Έστω Α, Β δύο σημεία της fC με την ίδια τεταγμένη και Κ το σημείο τομής της fC με τον άξονα y΄y.  

   Να βρείτε τα σημεία Α, Β ώστε το τρίγωνο ΚΑΒ να είναι ορθογώνιο στο Κ. 

δ) Έστω   1 1Μ x ,g x . Να αποδείξετε ότι η ευθεία ε: 
2

1 1

1 2
y x

x x
    εφάπτεται στην γραφική  

   παράσταση της g. 

 

25. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

  2f x αx βx γ, α 0    . Η ευθεία ε: y = x - 2 εφάπτεται στη fC σε σημείο 

της με τον άξονα x΄x και η ευθεία 1ε είναι παράλληλη στον άξονα x΄x. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) 12α 2β 1  . 

β) Αν επιπλέον η ε εφάπτεται της fC στο  Α 2,0 , τότε γ 4α 2  . 

 

26. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης  

  2f x x αx β   α,β , x   και η ευθεία ε: y 2x 4  που εφάπτεται 

 στη fC . 

α) Να αποδείξετε ότι α 3  . 

β) Αν το σημείο επαφής των ε, fC  έχει τετμημένη 3, να βρείτε την f. 

γ) Να βρείτε την απόσταση της ε από την αρχή Ο των αξόνων. 

 

27. Δίνονται οι συναρτήσεις   2f x x αx β, α,β , x      και 

 g x x, x 0  . Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της f και 

η ευθεία ε είναι εφαπτομένη της fC στο 2x ρ . 

α) Να αποδείξετε ότι β 3 και α 2 3   . 

Έστω ότι η ευθεία ε έχει εξίσωση y 2x 6  . 

β) Να αποδείξετε ότι   2f x x 4x 3   . 

γ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των ριζών της  

   εξίσωσης    x x 4 g x 3   . 

δ) Έστω Α, Β τα σημεία τομής της fC με τον άξονα x΄x και Μ σημείο της  



                                                                                                                                                   www.Askisopolis.gr 

 

9 

 

   
fC του οποίου η τετμημένη είναι εσωτερικό σημείο του τμήματος ΑΒ. Να βρείτε τη θέση του Μ  

   για την οποία το τρίγωνο ΜΑΒ έχει μέγιστο εμβαδόν. 

 

28. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης   2f x αx βx γ, α,β, γ , x     . 

α) Να αποδείξετε ότι   2f x αx βx, α 0, β 0    . 

Έστω ότι η ευθεία ε: y = x έχει με την
fC  κοινό σημείο μόνο την αρχή των 

αξόνων στο οποίο εφάπτονται. 

β) Να αποδείξετε ότι β = 1. 

Έστω ότι  
2

d A,ε
2

 . 

γ) Να αποδείξετε ότι   2f x x x  . 

δ) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης    g x f x . 

ε) Έστω Μ(κ,0) σημείο του τμήματος ΟΑ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ημθ κ  θ 0,π  έχει δύο λύσεις. 

στ) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης  
 

 

f x , 0 x 1
h x

f x , 1 x 0

  
 

   

και στη συνέχεια να  

   αποδείξετε, με βάση το σχήμα, ότι η h είναι άρτια. 

 

29. Δύο ορειβάτες Α και Β κινούνται πάνω στη παραβολή 2y 2x έτσι ώστε 

ˆΑOΒ 90 . Έστω α < 0 η  τετμημένη του ορειβάτη Α. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ δίνεται από τη  

   συνάρτηση  
1 1

Ε α α
4 4α

 
  

 
. 

β) Να αποδείξετε ότι το ελάχιστο εμβαδό του τριγώνου ΟΑΒ είναι      

   
1

4
. Ποιες είναι οι θέσεις των δύο ορειβατών σε αυτή τη περίπτωση; 

 

30. Σε ορθοκανονικό σύστημα Οxy δίνεται το σημείο Α(α, β) του 1ου τεταρτημορίου. Μια 

ευθεία (ε) με κλίση λ< 0, διέρχεται από το Α και τέμνει τους θετικούς ημιάξονες Οx, Οy 

στα p, q αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι το άθροισμα p q δίνεται από τη συνάρτηση  

                     
β

S λ p q α β αλ
λ

 
      

 
. 

β) Να αποδείξετε  

   i. ότι η S έχει ελάχιστη τιμή την  
2

α β .  

  ii. απόσταση των p, q σε αυτή τη περίπτωση είναι  α β α β  . 

 

31. Έστω οι συναρτήσεις   2f x x   και   g x λx 3 λ   , λ .   

α) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της g περνά από σταθερό σημείο για κάθε λ .  

β) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν κοινά σημεία για κάθε λ .   

γ) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό λ για τον οποίο οι γραφικές παραστάσεις των f, g εφάπτονται. 
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32. Δίνεται η συνάρτηση   24
f x 25 x

5
  . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να κάνετε την γραφική της παράσταση. 

β) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
fC  και τον άξονα x΄x, να δείξετε ότι Ε < 40. 

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει ως διάμετρο το τμήμα που έχει άκρα τα σημεία τομής της
fC  με  

   τον άξονα x΄x. 

 

33. Δίνεται η συνάρτηση   21
f x 144 9x

4
  . 

α) i. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

    ii. Να αποδείξετε ότι η γραφική της παράσταση είναι τμήμα έλλειψης με εστίες    Ε 7,0 και Ε 7,0  . 

β) Αν Γ, Δ δύο τυχαία σημεία της γραφικής παράστασης της f, να αποδείξετε ότι: 

   i. ΓΔ 8  

   ii.  3 OΓ 4  . 

γ) Ορθογώνιο ΚΛΜΝ έχει τις κορυφές του Κ, Λ στη 
fC και Ν, Μ αντίστοιχα 

   οι προβολές τους στον άξονα x΄x όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

   Να αποδείξετε ότι: 

   i. το εμβαδόν του ορθογωνίου ΚΛΜΝ δίνεται από τον τύπο  

                            2κ
Ε κ 144 9κ , κ 0,4

2
   . 

   ii. Η μέγιστη τιμή του εμβαδού είναι 12. Ποιες είναι οι συντεταγμένες του Κ στη περίπτωση αυτή; 
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Σταμάτα επιτέλους 

αυτές τις ανοησίες!!! 

Σου το έδωσα γραπτώς 

για να το εμπεδώσεις. 

Επίσης, ο καθηγητής 

μας είπε να μην 

διαβάσουμε τα 

μαθηματικά 

προσανατολισμού και  

τη Γεωμετρία της Β 

.λυκείου 

Εγκληματική ενέργεια 

από μέρους του. Για 

ρίξε μια ματιά στις 

επαναληπτικές 

Πανελλήνιες του 

2021, στις 

Πανελλήνιες του 

2020 στο θέμα Γ των 

Πανελληνίων του 

2018… 

Που τα ξέρει 

αυτά ο «γέρος»; 

Φαίνεται όμως 

κατατοπισμένος. 

Παιδί μου , τι 

καλό κάνατε 

σήμερα στο 

σχολείο; 

Εκτός από τις 

νερόμπομπες, 

άκουσα και κάτι 

χρήσιμο για την 

μελλοντική μου 

σχολική 

σταδιοδρομία 
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Παρουσίαση ασκήσεων 
 

Επαναληπτικές Πανελλαδικές  2020 

1. Στο διπλανό σχήμα δίνεται ημικύκλιο με κέντρο Κ και διάμετρο  

ΜΝ = 4 cm. Ορθογώνιο ΑΒΓΔ με διαστάσεις x cm και 2y cm είναι 

εγγεγραμμένο στο ημικύκλιο. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ, ως συνάρτηση του x ,  

     είναι    2 4
x 2 4x x , x 0,2    .  

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν  του ορθογωνίου ΑΒΓΔ γίνεται μέγιστο όταν  

    x 2cm . 

γ) Να βρείτε τις τιμές του x ώστε το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ να είναι ίσο με 
2

2 3 cm . 

Λύση 

 

α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΚΒΓ και ΚΑΔ είναι ίσα γιατί έχουν ΚΓ= ΚΔ= ρ (ρ 

ακτίνα) 

και ΑΔ = ΒΓ, οπότε ΑΚ = ΚΒ = y. 

Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι E 2xy .  

Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΚΒΓ έχουμε: 
y 0

2 2 2 2 2 22 x y y 4 x y 4 x


        . 

Επίσης η κάθετη πλευρά ΒΓ είναι μικρότερη της υποτείνουσας ΚΓ 2 cm άρα 0 x 2   και προκύπτει ότι: 

   2 2 2 2 4Ε x 2yx 2x 4 x 2 x 4 x 2 4x x , x 0,2        . 

 

β) Αρκεί για κάθε  x 0,2  να είναι    Ε x Ε 2 2  2 44x x 2      
22 2

4 2 2   

 
2

2 4 2 4 2 44x x 8 4 4x x 2 4x x 4            

 
2

2 4 4 2 24x x 4 0 x 4x 4 x 2 0           ισχύει. 

 

γ)   2 4 2 4 2 4Ε x 2 3 2 4x x 2 3 4x x 3 4x x 3           4 2x 4x 3 0    (1) 

Θέτουμε 
2x ω 0   και η (1) γίνεται 

2ω 4ω 3 0   . 

Δ= 4, 
   x 0,2 x 0,2

2 2ω 1 x 1 x 1 ή ω 3 x 3 x 3
    

            
   

 

 

Επαναληπτικές πανελλαδικές 2017 

2. Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΔ του διπλανού σχήματος με πλευρά 2cm.   

Αν το τετράγωνο ΕΖΗΘ έχει τις κορυφές του στις πλευρές του ΑΒΓΔ : 

α) Να εκφράσετε  την  πλευρά  ΕΖ  συναρτήσει  του x.    

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τετραγώνου Ε Z ΗΘ δίνεται από τη  

     συνάρτηση   2
f x 2x 4x 4, 0 x 2      . 

γ) Να βρείτε για ποιες τιμές του x το εμβαδόν του τετραγώνου  ΕΖΗΘ γίνεται  

    ελάχιστο και για ποιες μέγιστο .  

Λύση 

 

α) Από το πυθαγόρειο θεώρημα είναι:  



                                                                                                                                    www.Askisopolis.gr 

13 

 

     
22 2 2 2 2x 2 x 2x 4x 4, 0 x 2               22x 4x 4, 0 x 2       

 

β)   2 2f x 2x 4x 4, 0 x 2        . 

       
22 2 2f x 2x 4x 4 2 x 2x 2 2 x 2x 1 1 2 x 1 1             

 
. 

Για κάθε 0 x 1   είναι 

         
2 2 2

1 x 1 0 0 x 1 1 1 x 1 1 2 2 2 x 1 1 4 2 f x 4 1                     
 

 

Για κάθε 1 x 2   είναι 

         
2 2 2

0 x 1 1 0 x 1 1 1 x 1 1 2 2 2 x 1 1 4 2 f x 4 2                    
 

 

Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι για κάθε  x 0,2  είναι  2 f x 4  . 

Επειδή    f 0 f 2 4  , η f έχει μέγιστο το 4 για x = 0 και x = 2. 

Επειδή  f 1 2  η f έχει ελάχιστο το 2 για x = 1cm. 

 

 

Πανελλαδικές 2018 

3. Έχουμε ένα σύρμα μήκους 8m , το οποίο κόβουμε σε δύο τμήματα. Με το ένα από αυτά, μήκους x m

, κατασκευάζουμε τετράγωνο και με το άλλο κύκλο. 

α) Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων σε τετραγωνικά μέτρα, συναρτήσει  

   του x , είναι  
  2

4 x 64x 256
x

16

   
 


 ,  x 0,8 . 

β) Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων ελαχιστοποιείται, όταν η πλευρά του  

    τετραγώνου ισούται με την διάμετρο του κύκλου. 

Λύση 

 

α) Επειδή με το τμήμα μήκους x κατασκευάζουμε τετράγωνο, η πλευρά του τετραγώνου έχει μήκος  

x
m

4
και εμβαδόν 

2
2x

m
16

.  

Με το υπόλοιπο σύρμα μήκους  8 x m κατασκευάζουμε κύκλο ακτίνας ρ, οπότε 
8 x

2πρ 8 x ρ
2π


    .  

Το εμβαδόν του κύκλου είναι 
 

22

2
8 x8 x

πρ π
2π 4π

 
  

 
 . 

Το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων είναι: 

        
     

 
2 2 2 22 πx 4 64 16x x8 x π 4 x 64x 256x

Ε x , x 0,8
16 4π 16π 16π

     
      . 

 

β) Η πλευρά του τετραγώνου ισούται με την διάμετρο του κύκλου όταν  

x
2

4


8 x

2


  

32
πx 32 4x πx 4x 32 π 4 x 32 x

π 4π
          


m 

Είναι 
   

2
32 32 256 π 41024 2048π 4 64 256

32 π 4 π 4 π 4 π 4 π 4Ε
π 4 16π 16π

  
      

          
 

 

 

1024 2048 256π 1024

32 256π 16π 4Ε
π 4 16π 16π π 4 π 4

  

     
   

. 
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Αρκεί για κάθε  x 0,8  να είναι 

 
 

   
2

2 2
π 4 x 64x 25616 16

Ε x π 4 x 64 π 4 x 256π
π 4 16π π 4

  
       

 
1024 256π    

     
22 2 2π 4 x 2 32 π 4 x 32 0 π 4 x 32 0               που ισχύει. 

 

 

Σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 29 

4. Ένα ορθογώνιο ΚΛΜΝ ύψους x cm είναι εγγεγραμμένο σε ένα  

τρίγωνο ΑΒΓ βάσης BΓ 10 cm και ύψους ΑΔ 5 cm. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε και η περίμετρος Ρ του 

ορθογωνίου  

    ως συνάρτηση του x δίνονται από τους τύπους  

     2
x 10x 2x    και  x 20 2x   , 0 x 5  . 

β) Να αποδείξετε ότι το Ε γίνεται μέγιστο για x = 2,5cm. 

 

 

Λύση 

 

α) Επειδή ΜΝ//ΒΓ, τα τρίγωνα ΑΜΝ και ΑΒΓ είναι όμοια, οπότε ο λόγος ομοιότητας τους είναι ίσος με το 

λόγω των υψών τους, δηλαδή 
AE 5 x

5

 
 

 

NM

10


2
NM 10 2x   . 

Για το εμβαδόν  x  του ορθογωνίου ισχύει ότι:        2x 10 2x x 10x 2x        . 

Για τη περίμετρο  x του ορθογωνίου ισχύει ότι:  

             x 2 2 20 4x 2x 20 2x                  . 

Πρέπει 
 

 

0 x 0 x 0
0 x 5

0 10 2x 0 x 5

     
      

      
. 

 

β) Αρκεί για κάθε  x 0,5  να είναι 

   
2

2 25
x 2,5 10x 2x 10 2,5 2 10x 2x 25 2

2

 
            

 

25

4
 2

2
20x 4x 50 25      

 
220 4x 20x 25 2x 5 0       που ισχύει. 

 

 

σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 150 

5. Με συρματόπλεγμα μήκους 80 m θέλουμε να περιφράξουμε το οικόπεδο 

σχήματος ορθογωνίου του διπλανού σχήματος.  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου είναι  2
40x x , x 0,40    . 

      β) Να βρείτε τις διαστάσεις του οικοπέδου που έχει το μεγαλύτερο εμβαδόν. 

Λύση 

 

α) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι 2x 2y , οπότε 2x 2y 80 2y 80 2x y 40 x        . 

Είναι  x 0 και y 0 40 x 0 x 40 άρα x 0,40        . 

Το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι   2Ε x y x 40 x 40x x      . 
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β)    
22 2 2 2Ε 40x x x 2 20 x 20 20 x 20 400             

 
. 

Για κάθε  x 0,40  είναι      
2 2 2

x 20 0 x 20 400 400 x 20 400 400 Ε 400              
 

 

και      
2 2 2

Ε 400 x 20 400 400 x 20 400 400 x 20 0 x 20                
 

. 

Επομένως το εμβαδόν έχει μέγιστη τιμή τα 400 2m , όταν x 20m και y 40m 20m 20m    . 

 

 

σχολικό βιβλίο μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 152 

6. Όπως γνωρίζουμε, ο στίβος του κλασικού αθλητισμού αποτελείται 

από ένα ορθογώνιο και δύο ημικύκλια. H περίμετρος του στίβου 

είναι 400 m. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου μέρους δίνεται από 

τη σχέση   2 200
x 400x 2 x , x 0,

 
     

 
.  

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογώνιου μέρους γίνεται  

    μέγιστο για 
100

x m


.  

γ) Σε ένα τέτοιο στίβο με μέγιστο εμβαδό ορθογώνιου μέρους,  ένας αθλητής των 100m ξεκινά να 

τρέχει από το σημείο Δ  αντίθετα από τους δείκτες του  ωρολογιού σε ποιο σημείο θα είχε καλύψει  

τα 100m; 

Λύση 

 

α) Η περίμετρος του στίβου αποτελείται από τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΔ, ΒΓ μήκους y m και από τα δύο 

ημικύκλια ακτίνας x m. Το μήκος της διαδρομής των δύο ημικυκλίων είναι 2πx m, οπότε η περίμετρος του 

στίβου είναι ίση με 2y 2πx m . Είναι 2y 2πx 400 2y 400 2πx y 200 πx        . 

Είναι 
200

x 0 και y 0 200 πx 0 x
π

       , άρα 
200

x 0,
π

 
 
 

. 

Το εμβαδόν του ορθογώνιου μέρους είναι     2Ε x 2x y 2x 200 πx 400x 2πx      . 

 

β) Αρκεί για κάθε 
200

x 0,
π

 
 
 

 να ισχύει  
2

2100 100 100
Ε x Ε 400x 2πx 400 2π

π π π

   
         

   
 

2 40000
400x 2πx 2 π

π
  

2

10000

π

2 2 2 2400πx 2π x 20000 200πx π x 10000        

 
22 2 20 π x 2 100 πx 100 πx 100 0         ισχύει. 

 

γ) Μέγιστο εμβαδό ορθογώνιου μέρους για  
100

x m
π

 , τότε 
100

y 200 π 200 100 100m
π

      , δηλαδή 

 ΑΔ= 100m, οπότε στο σημείο Α ο αθλητής θα έχει καλύψει τα 100 μέτρα.  
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7. Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με μεγάλη βάση ΒΓ , ΑΒ=ΓΔ = x cm, AB 60   και  

περίμετρο 20cm. 

α) Να εκφράσετε το μήκος των βάσεων ΑΔ, ΒΓ ως συνάρτηση του x. 

β) Να εκφράσετε το εμβαδόν του τραπεζίου ως συνάρτηση του x. 

γ) Αν    23
E x 10x x

2
  ,

20
0 x

3
  να βρείτε τις διαστάσεις του τραπεζίου που έχει μέγιστο  

   εμβαδόν. 

Λύση 

 

α) Έστω ΑΔ = y cm. Κατασκευάζουμε τα ύψη ΑΚ και ΔΛ του τραπεζίου. Είναι 

BK 1 BK x
συν60 BK

x 2 x 2
      . Όμοια και 

x
ΓΛ

2
 .  

Επειδή η περίμετρος του τραπεζίου είναι 20cm, ισχύει ότι 

x x
AΔ AB BΓ ΓΔ 20 AΔ x AΔ x 20

2 2

 
            

 
 

2ΑΔ 3x 20 2ΑΔ 20 3x     
20 3x

AΔ
2


 cm. Είναι 

20
AΔ 0 20 3x 0 0 x

3
       . 

(Είναι x 0  και y 0  γιατί εκφράζουν διαστάσεις τραπεζίου) 

x x 20 3x 2x 20 3x 20 x
BΓ ΒΚ ΚΛ ΛΓ ΑΔ x

2 2 2 2 2

   
           

Είναι ομοίως x 20  άρα τελικά πρέπει 
20

0 x
3

  . 

β) Είναι 
ΑΚ 3 ΑΚ 3

ημ60 AK x
x 2 x 2

      cm. Το εμβαδόν του τραπεζίου είναι:   

      
 

20 x 20 3x 3 20 x 20 3x 3x xBΓ ΑΔ ΑΚ 2 2 2 2 2E x
2 2 2

         
     

      

40 4x 3
x 42 2E x

2




 
 10 x 3x

8


 2

2

3
10x x

2
  ,

20
0 x

3
   

 

γ) Είναι          
22 2 23 3 3 3

E x 10x x x 10x x 10x 25 25 x 5 25
2 2 2 2

              
 

 

Για κάθε 
20

x 0,
3

 
 
 

 είναι    
2 2

x 5 0 x 5 25 25         

 
23 3

x 5 25 25
2 2
      
 

 
25 3

E x
2

 . 

Επειδή  
25 3

E 5
2

 , η Ε έχει μέγιστο το 
25 3

2
 για x = 5.  

Τότε οι διαστάσεις του τραπεζίου είναι
5

AΔ cm
2

 , AB = ΓΔ = 5cm και 
15

BΓ cm
2

  
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Προ σέ ξ ατ ε  τ ο  

«παν τ ο ύ »; Ακό μα  κα ι  

σε  θ έ ματ α  

Παν ε λ λ ην ί ων . 
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Βιβλίο Μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 153 

8. Θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα κανάλι του οποίου η κάθετη διατομή 

ΑΒΓΔ φαίνεται στο διπλανό σχήμα.  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν της διατομής ΑΒΓΔ είναι ίσο με  

                            E 4 1    , 0,
2

 
 

 
. 

β) Αν Ε = 2 να αποδείξετε ότι 2     για κάθε 0,
4

 
 

 
. 

Λύση 
 

α) Η κάθετη διατομή ΑΒ ΓΔ είναι σχήματος τραπεζίου. 

Στο σχήμα βλέπουμε ότι η γωνία θ είναι οξεία, άρα 
π

θ 0,
2

 
 
 

. 

Από το τρίγωνο ΗΒΓ έχουμε 
ΒΗ

ημθ
ΒΓ

 ΗΒ = 2ημθ και  

ΗΓ
συνθ

ΒΓ
  ΗΓ = 2συνθ.  

Επειδή το τραπέζιο είναι ισοσκελές, ισχύει ΔΘ ΓΗ 2συνθ   

και ΔΓ 2 2 συνθ 2συνθ 2 4συνθ     . 

Το εμβαδόν του τραπεζίου ΑΒ ΓΔ είναι

   ΑΒ ΔΓ ΒΗ 2 2 4συνθ 2
Ε

2

   
 

ημθ

2
   4 4συνθ ημθ θ4ημθ 1 συν    . 

 

β)     2 22 2ημθ 1 σE υνθ 1 2ημθ 2ημθσυνθ ημ θ συν2 4ημθ 1 συ θνθ             

 
22 22ημθ ημ θ συν θ 2ημθσυνθ 2ημθ ημθ συνθ       2ημθ ημθ συνθ    (1) 

Για 
ημθ συνθπ π π π

0 θ ημ0 ημθ ημ και 0 θ συν0 συνθ συν
4 4 4 4

         
1 2

, άρα 

π
συνθ συν ημθ ημθ συνθ 0

4
      και η (1) γίνεται: 2ημθ συνθ ημθ 2ημθ ημθ συνθ     . 

 

 

Βιβλίο Μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 173 

9. Ένα σύρμα μήκους 20 m διατίθεται για την περίφραξη ενός ανθόκηπου 

σχήματος κυκλικού τομέα γωνίας θ rad και ακτίνας r όπως φαίνεται στο 

διπλανό σχήμα.  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του κυκλικού τομέα δίνεται από τον τύπο 

      2
(r) 10r r , r 0,10    . 

    β) Να βρείτε την ακτίνα r του κύκλου, αν επιθυμούμε να έχουμε τη μεγαλύτερη  

        δυνατή επιφάνεια του κήπου. 

Λύση 
 

Γνωρίζουμε ότι το μήκος τόξου θ rad είναι L r θ   ενώ το εμβαδόν κυκλικού τομέα θ rad είναι 21
Ε r θ

2
  . 

 Επομένως, η περίμετρος του κυκλικού τομέα είναι: 
20 2r

2r rθ 20 θr 20 2r θ
r


       . 
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Το εμβαδόν του είναι 2 21 1
Ε r θ r

2 2
 

20 2r

r




2


 r 10 r

2


210r r  . 

Είναι 
20 2r

r 0 και θ 0 0 20 2r 0 2r 20 r 10
r


           , οπότε τελικά  r 0,10 . 

 

β)      
22 2 2Ε(r) 10r r r 10r r 2 5 r 25 25 r 5 25                

 
. 

Για κάθε  r 0,10  είναι      
2 2 2

r 5 0 r 5 25 25 r 5 25 25 E 25              
 

 και 

     
2 2 2

Ε(r) 25 r 5 25 25 r 5 25 25 r 5 0 r 5                
 

. 

Επομένως το εμβαδόν του κυκλικού τομέα γίνεται μέγιστο για r = 5 cm. 
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10. Δύο διάδρομοι πλάτους 1m τέμνονται κάθετα (Σχήμα).  

Μια σκάλα πρέπει να μεταφερθεί και να στρίψει οριζόντια στη γωνία. 

α) Να αποδείξετε ότι το μήκος  της σκάλας δίνεται από τον τύπο: 

                                            
1 1

, 0,
2

 
   
   

 

    β) Να αποδείξετε ότι η απόσταση ΑΒ γίνεται ελάχιστη για 
4


  . 

     Ποιο είναι το μεγαλύτερο δυνατό μήκος της σκάλας; 

Λύση 
 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΓΑ είναι 
ΟΓ 1 1

συνθ ΟΑ
ΟΑ ΟΑ συνθ

     

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΔΒ είναι 
ΟΔ 1 1

ημθ ΟΒ
ΟΒ ΟΒ ημθ

    . 

Είναι 
1 1

ΟΑ ΟΒ
συνθ ημθ

    . Λόγω των ορθογωνίων τριγώνων ΟΑΓ και ΟΔΒ είναι 
π

θ 0,
2

 
 
 

. 

 

β) Για 
π

θ
4

  είναι 
2

1 1 1 1 2 2 4 4 2
2 2

π π 2 2 2 2 2 2ημ συν
4 4 2 2

         m. 

Η απόσταση ΑΒ είναι ελάχιστη για 
π

θ
4

 , όταν για κάθε 
π

θ 0,
2

 
 
 

 είναι 2 2   

1 1
2 2 συνθ ημθ 2 2ημθ συνθ

ημθ συνθ
          

22
συνθ ημθ 2 2ημθ συνθ     

 
22 2 2 2συν θ 2ημθσυνθ ημ θ 8ημ θσυν θ 1 2ημθσυνθ 2 2ημθσυνθ       (1) 

Θέτουμε 2ημθσυνθ x  και η (1) γίνεται:
2 22x x 1 2x x 1 0       

To τριώνυμο 22x x 1   έχει Δ= 9 και ρίζες 
1 2

1
x 1, x

2
   , οπότε η ανίσωση γίνεται 

   
1 1

2 x 1 x 0 2ημθσυνθ 1 2ημθσυνθ 0
2 2

   
         

   
  (2) 
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Επειδή 
π

θ 0,
2

 
 
 

, είναι ημθ 0,  συνθ 0  οπότε 
1

2ημθσυνθ 0
2

   και η (2) γίνεται: 

 
22 22ημθσυνθ 1 0 1 2ημθσυνθ 0 ημ θ συν θ 2ημθσυνθ 0 ημθ συνθ 0             που ισχύει. 

Επειδή η Απόσταση ΑΒ γίνεται ελάχιστη για 
π

θ
4

 , το μεγαλύτερο μήκος σκάλας που μπορεί να περάσει από τη 

γωνία είναι μήκους 2 2m . 

 

 

Βιβλίο Μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 176 

11. Στο διπλανό σχήμα ο κύκλος έχει ακτίνα 1 cm και η ε εφάπτεται 

σε αυτόν στο σημείο Α. Το τόξο ΑΜ είναι θ rad  με 0,
2

 
 

 
 και 

το ευθύγραμμο τμήμα ΑΝ είναι θ cm.  

     Η ευθεία ΜΝ τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο P(x, 0).  

     α) Να αποδείξετε ότι    . 

     β) Να δείξετε ότι: x
  


  

. 

    γ) Αν x 2   , να αποδείξετε ότι 
3

0
2

   . 

Λύση 
 

α) Έστω Κ η προβολή του Μ στον άξονα x΄x, τότε ΜΚ= ημθ. 

Τα τρίγωνα ΡΜΚ και ΡΑΝ είναι όμοια οπότε 
ΜΚ ΡΚ

ΑΝ ΡΑ
 . 

Είναι ΡΚ < ΡΑ οπότε 
ΡΚ ΜΚ

1 1 ΜΚ ΑΝ ημθ θ
ΡΑ ΑΝ

       . 

 

β) Οι συντεταγμένες του σημείου Μ είναι  συνθ,ημθ . 

Είναι    ΡΜ συνθ x,ημθ και ΡΝ 1 x,θ    . 

Επειδή τα σημεία Ρ, Μ , Ν είναι συνευθειακά, τα διανύσματα  ΡΜ, ΡΝ  είναι παράλληλα, οπότε 

     
συνθ x ημθ

det ΡΜ, ΡΝ 0 0 θ συνθ x ημθ 1 x 0
1 x θ


        


θσυνθ θx ημθ xημθ 0       

θσυνθ ημθ θx xημθ     x θ ημθ θσυνθ ημθ  
θσυνθ ημθ

x
θ ημθ


 


. 

 

γ)  
θσυνθ ημθ

x 2 2 θσυνθ ημθ 2θ 2ημθ θσυνθ 2θ 3ημθ θ συνθ 2 3ημθ
θ ημθ


                


 

3ημθ
θ

2 συνθ



. Αρχικά από την εκφώνηση γνωρίζουμε ότι 

π
θ 0,

2

 
 
 

, οπότε αρκεί 
3

θ
2

 
3ημθ 3

2 συνθ 2
 


 

ημθ 1
2ημθ 2 συνθ

2 συνθ 2
   


 (1). 

Είναι 
π

θ 0,
2

 
 
 

, οπότε 0 ημθ 1 0 2ημθ 2      και 0 συνθ 1 2 2 συνθ 3      , οπότε η (1) είναι 

αληθής. 

 

Κ 

ε 

ε 
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Βιβλίο Μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 176 

12. Ένας πεζοπόρος Π ξεκινάει από ένα σημείο Α και βαδίζει γύρω από μια 

κυκλική λίμνη ακτίνας ρ = 2 km με ταχύτητα υ = 4 km/h.  

Aν S είναι το μήκος του τόξου ΑΠ και το μήκος της απόστασης ΑΠ του 

πεζοπόρου από το σημείο εκκίνησης τη χρονική στιγμή t, 

     να αποδείξετε ότι: 

    α)  
S

2
     και   4

2


     

    β)  S = 4t, θ = 2t και  = 4ημt  

 

Λύση 
 

α) Επειδή το τόξο ΑΠ είναι θ rad, το μήκος του είναι 
S

S θρ 2θ Km θ
2

    . 

Έστω ΟΔ το απόστημα της χορδής ΑΠ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΔΑ είναι  

θ ΑΔ θ2ημ 4ημ
2 ΟΑ 2 4 2
     Km. 

 

β) Επειδή ο πεζοπόρος βαδίζει με ταχύτητα υ = 4 km/h, τη χρονική στιγμή t θα έχει 

διανύσει διάστημα S  = 4t. 

Όμως S 2θ  άρα 2θ 4t θ 2t   . 

Τότε 
θ 2t

4ημ 4ημ 4ημt
2 2

   Km. 

 

 

Πανελλαδικές εξετάσεις  2020 

13. Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο Ο 

και ακτίνα 1, όπως φαίνεται στο σχήμα. Έστω    η γωνία μεταξύ των ίσων 

πλευρών του τριγώνου και ˆBOM    με 0,
2

 
 

 
. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ ως συνάρτηση της 

γωνίας   

     είναι:     1 , 0,
2

 
       

 
. 

β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει τιμή του θ στο διάστημα 0,
3

 
 
 

 για την οποία   1   . 

Λύση 
 

α) Για το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει:   
AB AΓ α

21 1
Ε ΑΒ ΑΓ ημθ α ημθ

2 2

 

  . 

Από τον νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΒ έχουμε:       
2 22α ΟΑ ΟΒ 2 ΟΑ ΟΒ συνΑΟΒ   

    2α 1 1 2συνΑΟΒ 2 1 συνΑΟΒ 2 1 συν 180 ΒΟΜ              2α 2 1 συν 180 θ 2 1 συνθ       

άρα  
1

Ε
2

 2    1 συνθ ημθ 1 συνθ ημθ   . 

2ος τρόπος: ˆ ˆΒΟΓ 2Α 2θ  ,
ˆΒΟΓˆΒΟΜ θ
2

  . 
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ΒΜ ΒΓˆημΒΟΜ ΒΓ 2ημθ
ΟΒ 2

    ,
ΟΜˆσυνΒΟΜ ΟΜ ΟΜ συνθ
ΟΒ

    . 

    
1 1

ΑΒΓ ΑΜ ΒΓ
2 2

   ΟΑ ΟΜ 2  ημθ 1 συνθ ημθ   

 

β)       
2 2Ε θ 1 1 συνθ ημθ 1 1 συνθ ημ θ 1          2 21 συν θ 2συνθ 1 συν θ 1      

1 2συν θ 2συν θ 4 3συν θ 2συνθ 2συν θ 1    

 

π
θ 0,

2
4 3 3 2συν θ 2συν θ 2συνθ 0 συνθ συν θ 2συν θ 2 0

 
 
 

          3 2συν θ 2συν θ 2 0    (1). 

Θέτουμε συνθ ω . Για 
π 1

θ 0, είναι ω 1
3 2

 
   
 

, οπότε η (1) γίνεται 
3 2ω 2ω 2 0    

Αρκεί η συνάρτηση   3 2f ω ω 2ω 2    να έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο 
1

,1
2

 
 
 

. 

Είναι 
1 1 1 11

f 2 2 0
2 8 4 8

 
       

 
 και  f 1 1 2 2 1 0     , οπότε η εξίσωση   3 2f ω 0 ω 2ω 2 0      

έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο 
1

,1
2

 
 
 

. 

 

Επαναληπτικές Πανελλαδικές εξετάσεις  2021 

14. Κυκλική λίμνη έχει κέντρο Ο και ακτίνα R=1km.  

Ένας μαθητής μπορεί να κωπηλατεί με σταθερή ταχύτητα  

      v1 = 2km/h και μπορεί να βαδίζει με σταθερή ταχύτητα v2 = 4km/h. 

      Ο μαθητής θέλει να κάνει μια βόλτα στη λίμνη, ξεκινώντας από το  

      σημείο Α του σχήματος και καταλήγοντας στο αντιδιαμετρικό του  

      σημείο Β. Ο μαθητής μπορεί: 

Ι. Να συνδυάσει κωπηλασία και βάδισμα, κωπηλατώντας ευθύγραμμα  

    από το σημείο Α σε σημείο Γ της περιφέρειας της λίμνης, τέτοιο ώστε  

    η γωνία  ˆB , 0,     και στη συνέχεια να βαδίσει κατά μήκος  

    του τόξου ΓΒ, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

ΙΙ. Να κωπηλατήσει ευθύγραμμα από το σημείο Α στο σημείο Β ( θ = 0). 

ΙΙΙ. Να βαδίσει στην περιφέρεια της λίμνης από το Α στο Β ( θ = π). 

Να αποδείξετε ότι ο χρόνος (σε ώρες) που χρειάζεται, για να διανύσει την παραπάνω διαδρομή, ως 

συνάρτηση της γωνίας θ (σε ακτίνια) είναι    
1

t , 0,
4 2


       . 

Δίνεται ότι σε έναν κύκλο ακτίνας R το μήκος S ενός τόξου που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία θ (σε 

ακτίνια) είναι S = R⋅ θ. 

Λύση 
 

Έστω 1t  ο χρόνος που κωπηλατεί και 2t ο χρόνος που περπατά.  

Έχουμε ότι 
1 1

ΑΓ
ΑΓ 2t t

2
   .   

Αν 0 θ π  : Το τρίγωνο ΑΓΒ είναι ορθογώνιο αφού η γωνία Γ είναι 

εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο. Επίσης  
θˆΓΑΒ
2

  διότι είναι 

εγγεγραμμένη που βαίνει στο ίδιο τόξο με την επίκεντρη θ.  
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Άρα 
θ ΑΓ θ

συν ΑΓ 2συν
2 ΑΒ 2
    , επομένως 

1

θ
t συν

2
  και 

2 2

ΓΒ θ
ΓΒ 4t t

4 4
    .  

Άρα  
θ θ

t θ συν ,θ (0,π)
4 2

   (1)  

Αν ο μαθητής κωπηλατήσει ευθύγραμμα από το σημείο Α στο σημείο Β ( θ = 0).  

Τότε AB 2  και 
1

s AB
t 1

υ 2
    που προκύπτει από την (1) για θ=0. 

Αν ο μαθητής βαδίσει στην περιφέρεια της λίμνης από το Α στο Β ( θ = π). 

Τότε 
2πR

AB π 1 π
2

     και 
2

s AB π
t

υ 4 4
    που προκύπτει από την (1) για θ= π.  

Άρα  τελικά    
θ θ

t θ συν ,θ 0,π
4 2

   . 

 

 

15. Ένα ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχει πλευρές με μήκη α και β και ορθογώνιο ΚΛΜΝ  

που είναι περιγεγραμμένο στο ορθογώνιο ΑΒΓΔ. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ΚΛΜΝ δίνεται από τη σχέση 

                    2 2Ε(φ) αβ α β ημφ συνφ    όπου 
πˆΛΑΒ φ 0,
2

 
  

 
 . 

β) Να αποδείξετε ότι το  εμβαδόν Ε(φ)  γίνεται μέγιστο όταν 
π

φ
4

 . 

 

 

Λύση 
 

α) Στο διπλανό σχήμα βλέπουμε το ορθογώνιο ΚΛΜΝ που είναι 

περιγεγραμμένο στο ΑΒΓΔ. 

Οι γωνίες ˆΛΑΒ  και ˆΑΔΚ έχουν ανά δύο τις πλευρές τους κάθετες και είναι 

οξείες, οπότε είναι ίσες.  

Για τον ίδιο λόγο έχουμε τις σχέσεις ˆ ˆ ˆΑΔΚ Δ ΓΝ ΓΒΜ  . 

Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΛΑΒ  και ΝΓΔ. Αυτά έχουν: 

ΑΒ ΔΓ  (απέναντι πλευρές του ορθογώνιου ΑΒΓΔ ) και ˆ ˆΛΑΒ Δ ΓΝ φ  , 

οπότε είναι ίσα και έτσι θα έχουν και τις αντίστοιχες πλευρές τους ίσες. 

Θα εκφράσουμε το εμβαδόν του ορθογωνίου ΚΛΜΝ ως συνάρτηση της γωνίας 

φ. Είναι: 

     ΚΛΜΝ ΚΝ ΚΛ ΚΔ ΔΝ ΑΚ ΑΛ      .  

Όμως , από τους ορισμούς του ημίτονου και συνημίτονου της οξείας γωνίας φ στα αντίστοιχα ορθογώνια 

τρίγωνα, παίρνουμε ΚΔ β συνφ , ΔΝ α ημφ , ΚΑ β ημφ       και ΑΛ α συνφ  . 

Με αντικατάσταση, παίρνουμε :  

 

      2 2 2ΚΛΜΝ βσυνφ αημφ βημφ ασυνφ β ημφσυνφ αβσυν φ αβημ φ         

                            2 2 2 2 2 2 2α ημφσυνφ α β ημφσυνφ αβ ημ φ συν φ αβ α β ημφσυνφ        . 

Έτσι, το εμβαδόν του ορθογωνίου ΚΛΜΝ εκφράζεται ως συνάρτηση του φ από τη συνάρτηση 

 2 2 π
Ε(φ) αβ α β ημφσυνφ,   0 φ

2
     . 

 

Λ 
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β) Είναι  
2 2

2 2π π π α β
Ε αβ α β ημ συν αβ

4 4 4 2

 
     

 
 

Το εμβαδόν Ε(φ)  γίνεται μέγιστο για 
π

φ
4

  όταν για κάθε 
π

φ 0,
2

 
 
 

 είναι 
π

Ε(φ) Ε
4

 
  

 
 

αβ  2 2α β ημφ συνφ αβ     
2 2

2 2α β
2 α β

2


    2 2ημφ συνφ α β    2ημφ συνφ 1    

 
22 2 2 22ημφ συνφ ημ φ συν φ ημ φ 2ημφ συνφ συν φ 0 ημφ συνφ 0            ισχύει. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η τριγωνομετρία είναι η γέφυρα 

ανάμεσα στη Γεωμετρία και την 

Ανάλυση. 
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16. Δίνεται η συνάρτηση  f x 4 x  . 

α) Να βρείτε τα σημεία τομής Α, Β της 
f

C με τους άξονες x΄x και y΄y αντίστοιχα. 

β) Να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου 
1

C  του τριγώνου ΟΑΒ. 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του τμήματος του κυκλικού δίσκου 
1

C που βρίσκεται στο 4ο 

τεταρτημόριο. 

δ) Να βρείτε το σημείο της 
f

C που έχει ελάχιστη απόσταση από την αρχή των αξόνων. 

ε) Έστω Μ(x, y), 0 x 4   τυχαίο σημείο της 
f

C και Γ, Δ οι προβολές του στους άξονες x΄x και  

   y΄y. Να βρείτε το Μ για το οποίο το ορθογώνιο ΟΓΜΔ έχει μέγιστο εμβαδό. 

Λύση 
 

α) Είναι  f x 0 4 x 0 x 4       και  f 0 4 , οπότε Α(4,0) και Β(0,4). 

 

β) Επειδή το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ορθογώνιο στο Ο, η γωνία ΑΟΒ θα είναι 

εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο, οπότε το κέντρο Κ του ζητούμενου κύκλου θα 

είναι το μέσο του τμήματος ΑΒ. 

Είναι Α Β
Κ

x x
x 2

2


   και Α Β

Κ

y y
y 2

2


  , οπότε Κ(2,2). 

Η ακτίνα ρ του κύκλου είναι   2 2ρ ΟΚ 2 2 8    , οπότε η εξίσωση του 

κύκλου είναι:          
22 2 2 2

x 2 y 2 8 x 2 y 2 8         . 

 

γ) Το τμήμα τ είναι το τμήμα του 
1C  που βρίσκεται στο 4ο τεταρτημόριο. 

Είναι  

     
 

2

π 8 90
τ ΚΟΑ ΚΟΑ

 
  

360
  4

1
ΟΑ ΚΛ

2
   

1
2π

2
 4 2  2π 4  . 

  

δ) Επειδή η fC είναι ευθεία, ελάχιστη απόσταση από το Ο έχει η προβολή του Ο στην ευθεία, δηλαδή το 

σημείο Κ(2,2). 

 

ε) Επειδή το Μ είναι σημείο της fC , ισχύει ότι y 4 x  . 

Είναι Γ(x,0) και Δ(0,y) και 

        2 2ΟΓΜΔ ΟΓ ΟΔ x y x 4 x 4x x x 4x            

     
2 22x 4x 4 4 x 2 4 x 2 4            

 
. 

Για κάθε 0 x 4   είναι 

     
2 2 2

x 2 0 x 2 0 x 2 4 4           

 ΟΓΜΔ 4  με την ισότητα να ισχύει για x = 2, οπότε το ορθογώνιο έχει μέγιστο εμβαδό, όταν το Μ 

ταυτίζεται με το Κ. 
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17. Δίνεται η συνάρτηση  f x x 4  . 

α) Να βρείτε σημείο της γραφικής παράστασης της f του οποίου το άθροισμα των τετραγώνων  

   των αποστάσεών του από τους άξονες είναι ελάχιστο. 

β) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των ριζών των παρακάτω εξισώσεων. 

  1)  x
e x 4 1     

   2) x 4 x     

γ) Έστω συνάρτηση g :   για την οποία ισχύει ότι      f x g x f x 8    για κάθε x   

   και  g 0 4 . Αν Α σημείο της g
C και Β το συμμετρικό του ως προς την ευθεία δ: y = x, να  

   βρείτε την μέγιστη απόσταση των Α και Β. 

Λύση 
 

α) Έστω Μ(x, y) με y = x- 4 σημείο της 
fC . Αν Κ, Λ οι προβολές του Μ 

στους άξονες x΄x και y΄y αντίστοιχα, τότε Κ(x,0) και Λ(0,y). 

Είναι        
2 2 2 22 2

d d M,x x d M,y y MK MΛ y x                

 
22 2 2 2 2 2d y x x 4 x x 8x 16 x 2x 8x 16              

     
22 2d 2 x 4x 8 2 x 4x 4 4 2 x 2 4          

 
. 

Για κάθε x  είναι    
2 2

x 2 0 x 2 4 4        

 
2

2 x 2 4 8 d 8     
 

. Το άθροισμα των τετραγώνων των 

αποστάσεών του Μ από τους άξονες γίνεται ελάχιστο για x=2, τότε  Μ(2,-2). 

β) 1.  
x

x

x

1 1
e x 4 1 x 4 x 4

e e

 
         

 
 

Αρκεί να βρούμε το πλήθος των κοινών σημείων της f με την εκθετική 

συνάρτηση 

x
1

y
e

 
  
 

. 

Κάνοντας την γραφική τους παράσταση βλέπουμε ότι έχουν 1 μόνο 

κοινό σημείο, οπότε και η εξίσωση έχει μια μόνο λύση. 

 

2)  συνx 4 x συνx x 4 συνx f x        

Αρκεί να βρούμε το πλήθος των κοινών σημείων της f με την  

τριγωνομετρική συνάρτηση y συνx . 

Κάνοντας την γραφική τους παράσταση βλέπουμε ότι έχουν 1 μόνο 

κοινό σημείο, οπότε και η εξίσωση έχει μια μόνο λύση. 

 

 

γ)        f x g x f x 8 x 4 g x x 4          

Έστω   Α x,g x , x .Επειδή το Β είναι συμμετρικό του Α ως προς την  y = x  έχει συντεταγμένες 

  g x ,x . Είναι            
2 2

d A,B d x AB g x x x g x        

            
2 2 2

d x g x x g x x 2 g x x 2 g x x         

Είναι      x 4 g x x 4 4 g x x 4 g x x 4           , άρα  

   d x 2 g x x 2 4 4 2     . Επειδή    d 0 2 g 0 0 4 2   , είναι    d x d 0 για κάθε 

x , οπότε η απόσταση d των Α, Β έχει μέγιστο το 4 2  για x = 0, δηλαδή όταν το Α έχει 

συντεταγμένες (0,4). 
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18. Δίνεται η συνάρτηση   2
f x 25 x  . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

β) Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f,   2

1
f x 2 25 x    και  

      
2

2
f x 25 x 5    στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

γ) Να βρείτε την εφαπτομένη ε της 
f

C στο σημείο Μ(3,4). 

δ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f, τους  

   άξονες και την ευθεία ε. 

ε) Αν Κ, Λ δύο οποιαδήποτε σημεία της 
f

C , να αποδείξετε ότι   10  . 

στ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 
2x 2

e x 25  . 

Λύση 
 

α) Για να ορίζεται η f πρέπει 
2 225 x 0 25 x x 5 5 x 5          , οπότε  fΑ 5,5  . 

 

β) Έστω  
y 0

2 2 2f x y 25 x y 25 x y


         

2 2x y 25  . 

Η γραφική παράσταση της f είναι το ημικύκλιο κέντρου 

Ο(0,0) και ακτίνας ρ = 5, που βρίσκεται πάνω από τον 

άξονα x΄x. Η γραφική παράσταση της 
1f  είναι 

κατακόρυφη μετατόπιση της f κατά 2 θέσεις προς τα 

πάνω και η γραφική παράσταση της 2f είναι οριζόντια 

μετατόπιση της f κατά 5 θέσεις δεξιά. 

 

γ) 1ος τρόπος 

Έστω ε η εφαπτομένη της fC στο Μ. Τότε ε ΟΜ   

ε ΟΜ ε ε

4 0 3
λ λ 1 λ 1 λ

3 0 4


        


 

Είναι ε:  
3 3 25

y 4 x 3 y x
4 4 4

        . 

2ος τρόπος 

Γνωρίζουμε ότι η εφαπτομένη του κύκλου 2 2x y 25  στο 

 1 1x , y  έχει εξίσωση 1 1xx yy 25  , οπότε η ζητούμενη εφαπτομένη στο Μ έχει εξίσωση 3x 4y 25  . 

 

δ) Αρχικά θα βρούμε τα σημεία Α, Β που η ε τέμνει τους άξονες. 

Για x=0 είναι 
25

y
4

  και για y = 0 είναι 
25

x
3

 , οπότε 

25
Α 0,

4

 
 
 

 και 
25

Β ,0
3

 
 
 

.Το ζητούμενο χωρίο έχει εμβαδό 

      
21 π 5 90

Ε ΟΑΒ OZH OB ΟA
2 360

 
      

 
1 25 25 25π 625 150π 25

25 6π
2 3 4 4 24 24 24
        

 

ε) Επειδή τα Κ. Λ είναι δύο οποιαδήποτε σημεία του ημικυκλίου της f, η ΚΛ είναι χορδή και γίνεται 

μέγιστη όταν είναι η διάμετρος, δηλαδή η μέγιστη τιμή της ΚΛ είναι 10, οπότε  ΚΛ 10 . 

 

στ)  
2

2x 2 x 2e x 25 e 25 x      (1) 
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Επειδή  
2

xe 0 , είναι 

2 225 x 0 x 25 x 5 5 x 5          ,  

τότε η (1) γίνεται x 2e 25 x  .   

Αρκεί να βρούμε το πλήθος των κοινών σημείων της xy e

με την f, από την οποία έχουν εξαιρεθεί τα σημεία Ζ(5,0) και 

Θ(-5,0). Στο σχήμα βλέπουμε ότι έχουν δύο κοινά σημεία, 

οπότε η εξίσωση έχει δύο λύσεις. 

 

 

19. Δίνονται οι συναρτήσεις   2
f x 1 x  και  g x 3x . 

α) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
f

C  και τον άξονα x΄x. 

β) Να αποδείξετε ότι οι f g
C ,C τέμνονται σε σημείο Κ. 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
f

C , την g
C και τον άξονα x΄x. 

δ) Έστω Λ το συμμετρικό του Κ ως προς τον άξονα y΄y. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που  

   περικλείεται από την 
f

C  και την ΚΛ. 

ε) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζει η εφαπτομένη της 
f

C  στο Κ με τους  

   άξονες. 

Λύση 
 

α) Για να ορίζεται η f πρέπει 
2 21 x 0 1 x x 1 1 x 1          , άρα 

 fΑ 1,1  . 

Είναι  
y 0

2 2 2 2 2f x y 1 x y 1 x y 1 x y


          . 

Η γραφική παράσταση της f είναι το ημικύκλιο κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας 1 

που βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x. 

To ζητούμενο εμβαδόν είναι 
2 2

1

πρ π 1 π
Ε

2 2 2


   . 

 

β)    
x 0 x 0

2 2 2 2 2 1 1
f x g x 1 x 3x 1 x 3x 1 4x x x

4 2

 

             . 

Αν 
1

x
2

  τότε 
3

y
2

 , οπότε 
1 3

Κ ,
2 2

 
  
 

. 

 

γ) To ζητούμενο εμβαδό είναι του κυκλικού τομέα ΟΑΚ . 

Επειδή η g είναι ευθεία, έχει συντελεστή διεύθυνσης 

 gλ 3 εφ ΑΟΚ εφ60 ΑΟΚ 60     . 

Άρα  
2π 1 60 π

ΟΑΚ
360 6

 
  . 

 

δ) Είναι 
1 3

Λ ,
2 2

 
  
 

. Επειδή ΑΟΚ 60 , είναι KOΓ 30  και 
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λόγω συμμετρίας ΓΟΛ 30 , άρα ΚΟΛ 60 .  

Το τρίγωνο ΚΟΛ είναι ισόπλευρο με εμβαδό  
21 3 3

ΚΟΛ
4 4


  , 

οπότε το εμβαδόν του κυκλικού τμήματος τ είναι  

     
2π 1 60 3 2π 3 3

τ ΟΚΛ ΟΚΛ
360 4 12

  
     . 

 

ε) Αν ε είναι η εφαπτομένη της 
fC  στο Κ τότε 

ε ΟΚ ε ε

1 3
ε ΟΚ λ λ 1 λ 3 1 λ

33
             . 

Η ε έχει εξίσωση 
3 3 1 3 2 3

y x y x
2 3 2 3 3

 
        

 
. 

Για x = 0  είναι 
2 3

y
3

  και για y = 0 είναι x =2, δηλαδή η ε τέμνει 

τους άξονες στα σημεία   
2 3

Ζ 0, και Η 2,0
3

 
  
 

. Είναι  
1 2 3 2 3

ΟΖΗ 2
2 3 3

    . 

 

 

20. Δίνεται η συνάρτηση    2
f x 16 x , x 0,4   . 

α) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
f

C  και τις ευθείες x = 4 και y = 4. 

β) Να βρείτε την εφαπτομένη της 
f

C  που σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο. 

γ) Αν   2
g x 4x x  , να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις f g

C , C  και  

   τον άξονα y΄y. 

Λύση 
 

α)  
y 0

2 2 2 2 2f x y 16 x y 16 x y 16 x y


           

Η γραφική παράσταση της f είναι το τόξο του κύκλου που έχει  

κέντρο το Ο(0,0) και ακτίνα ρ =4 που βρίσκεται στο 1ο τεταρτημόριο. 

Το ζητούμενο εμβαδό είναι το τμήμα του τετραγώνου ΟΑΓΒ που 

βρίσκεται εκτός του τεταρτοκυκλίου ΟΑΒ  και είναι: 

   
2

2 π 4 90
Ε ΟΑΓΒ ΟΑΒ 4 16 4π

360

 
      . 

 

β) Έστω  1 1Μ x ,y  σημείο της fC και ε η εφαπτομένη της fC στο Μ. 

Αν η ε τέμνει τους άξονες στα Η, Ζ τότε το τρίγωνο ΟΖΗ είναι 

ορθογώνιο και ισοσκελές με αποτέλεσμα ΟΗΖ 45 . 

Όμως η παραπληρωματική γωνία της ΟΗΖ  είναι η γωνία κλίσης της ε, 

οπότε η ε έχει συντελεστή διεύθυνσης ελ εφ135 1    και εξίσωση της 

μορφής y x β x y β 0       . 

Επειδή η ε εφάπτεται του τεταρτοκυκλίου της f, είναι 

 
2 2

0 0 β
d O,ε ρ 4 β 4 2 β 4 2

1 1

 
       


. 

Οπότε η ε έχει εξίσωση y x 4 2 ή y x 4 2      . 
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Αν η ε είχε εξίσωση y x 4 2   , τότε θα έτεμνε τον άξονα y΄y στο 

 0, 4 2  που είναι άτοπο, άρα η ε έχει εξίσωση y x 4 2   . 

 

γ)  
y 0

2 2 2 2 2g x y 4x x y 4x x y 0 x 4x y


           

2 2x 4x 4 y 4      

 
2 2x 2 y 4   . Η γραφική παράσταση της g είναι το τόξο του  

κύκλου που έχει κέντρο το Κ(2,0) και ακτίνα 2 που βρίσκεται  

πάνω από τον άξονα x΄x. 

To τόξο της g είναι ημικύκλιο με εμβαδό 
2

g

π 2 180
Ε 2π

360

 
   και το τεταρτοκύκλιο της f έχει εμβαδό 

 
2π 4 90

ΟΑΒ 4π
360

 
  , οπότε το ζητούμενο εμβαδό είναι Ε 4π 2π 2π   . 

 

 

21. Δίνεται η συνάρτηση   2
f x x . 

α) Να βρείτε τις εφαπτομένες της 
f

C  που διέρχονται από το σημείο Α(0, -1). 

    (Σχολικό μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 121) 

β) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν σημεία της 
f

C στα οποία οι εφαπτόμενες της γραφικής  

    παράστασης να είναι μεταξύ τους παράλληλες. 

   (Σχολικό μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 110) 

γ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 2
x x  . 

δ) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση της 
f

C  από την ευθεία ε: 2x y 6 0   . Στη συνέχεια να  

   βρείτε τα σημεία των ε, 
f

C  που έχουν αυτή την απόσταση. 

ε) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που σχηματίζει η 
f

C με την ευθεία y = 1, να αποδείξετε ότι  

    Ε < 2. 

Λύση 
 

α) Είναι   2f x y x y   , οπότε η γραφική παράσταση της f είναι παραβολή 

με άξονα συμμετρίας τον y΄y και παράμετρο 
1

p
2

 . 

Έστω  1 1Μ x ,y  σημείο της fC , τότε 2

1 1y x  (1). 

Η εφαπτομένη της fC στο Μ έχει εξίσωση  1 1

1
xx y y

2
  .  

Για να διέρχεται από το σημείο Α πρέπει 

 1 1 1 1

1
0 x 1 y 1 y 0 y 1

2
          . 

Από την (1) έχουμε 2

1 1x 1 x 1    . 

Αν 1y 1  και 1x 1 , η εφαπτομένη είναι :  
1

x y 1 y 2x 1
2

      και 

αν 1y 1  και 1x 1  , η εφαπτομένη είναι :  
1

x y 1 y 2x 1
2

       . 

 

β) Έστω ότι στα  σημεία    1 1 2 2 1 2Α x ,y , B x , y με x x  της fC  οι εφαπτόμενες της γραφικής 

παράστασης είναι μεταξύ τους παράλληλες. 

Η εφαπτομένη της fC στο Α έχει εξίσωση   1 1 1 1 1 1

1
xx y y y 2x x y με λ 2x

2
      . 
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Η εφαπτομένη της 
fC στο Β έχει εξίσωση   2 2 2 2 2 2

1
xx y y y 2x x y με λ 2x

2
      . 

Είναι 
1 2 1 2 1 2λ λ 2x 2x x x      άτοπο, άρα δεν υπάρχουν παράλληλες εφαπτόμενες. 

 

γ) Αρκεί να βρούμε το πλήθος των κοινών σημείων της 
fC  με 

την y ημx . Κάνοντας την γραφική τους παράσταση στο ίδιο 

σύστημα αξόνων βλέπουμε ότι έχουν δύο κοινά σημεία, οπότε 

η εξίσωση 2ημx x έχει δύο λύσεις. 

 

δ) Έστω  M x, y  σημείο της 
fC . Επειδή 2y x  είναι 

 2M x,x . 

Η απόσταση του Μ από την ε είναι:  
2 2

2 2

2x x 6 x 2x 6
d M,ε

52 1

   
 


. 

Επειδή το τριώνυμο 
2x 2x 6   έχει Δ 20 0   , είναι 

2x 2x 6 0    για  

κάθε x , άρα  
 

22 2 x 1 5x 2x 6 x 2x 1 5
d M,ε

5 5 5

     
   . 

Είναι  
2

x 1 0   με το ίσον να ισχύει για x 1 , άρα:  
2

x 1 5 5     

 
 

2
x 1 5 5 5

d M,ε
5 5

 
  

5

5
.Η ελάχιστη απόσταση των σημείων της 

fC  από την ε είναι  

 
min

d M,ε 5 . 

Επειδή η απόσταση  d M,ε  γίνεται ελάχιστη όταν x 1 , είναι   M 1,1 .  Έστω MK ε .  

Είναι  ΜΚ ε ΜΚ ΜΚ

1
λ λ 1 λ 2 1 λ

2
        . Η ΜΚ έχει εξίσωση:  

1 1 3
y 1 x 1 y x

2 2 2
      . 

Οι συντεταγμένες του σημείου Κ είναι η λύση του συστήματος των ε, ΜΚ. Είναι: 

1 3
2x y 6 0 2x x 6 0

2 2
1 3

1 3y x
y x2 2

2 2


        

  
     

4x x 3 12 0

1 3
y x

2 2

   



 



 

 

5x 15 x 3

1 3 1 3
y x y 3 0

2 2 2 2

    
 

 
      

 

,  άρα  K 3,0 . 

 

ε) Έστω ότι η ευθεία y = 1 τέμνει την fC  στα σημεία Γ, Δ. Τότε 

Γ(-1,1) και Δ(1,1). Έστω Λ, Κ οι προβολές των Γ, Δ αντίστοιχα στον άξονα 

x΄x. Στο σχήμα βλέπουμε ότι     Ε ΓΛΚΔ ΚΛ ΛΓ 2 1 Ε 2      . 
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22. Δίνεται η συνάρτηση  f x x . 

α) Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f,  1
f x x 1   και  

    2
f x x 1   στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α(α,f(α)), α > 0 και B(-α,0) εφάπτεται  

    της 
f

C στο Α. 

   (Σχολικό μαθηματικών προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου σελίδα 110) 

γ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να λύσετε την εξίσωση x x 1 0  και στη συνέχεια να  

   επιβεβαιώσετε αλγεβρικά το αποτέλεσμα. 

δ) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση της 
f

C  από την ευθεία ε: x 2y 6 0    καθώς και τα 

σημεία των ε, 
f

C που δίνουν αυτή την απόσταση. 

Λύση 
 

α) Είναι  
y 0

2 2 1
f x y x y x y y 2 x

2



        . 

Η γραφική παράσταση της f είναι το τμήμα της παραβολής που έχει 

κορυφή την αρχή των αξόνων, άξονα συμμετρίας τον x΄x, εστία 

p 1
Ε ,0 ,0

2 4

   
   

   
,διευθετούσα 

1
x

4
   και βρίσκεται πάνω από τον 

άξονα x΄x.  

Η γραφική παράσταση της 1f προκύπτει από κατακόρυφη μετατόπιση της fC κατά 1 μονάδα προς τα 

πάνω. 

Η γραφική παράσταση της 2f προκύπτει από οριζόντια μετατόπιση της 
fC κατά 1 μονάδα αριστερά. 

 

β) Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης  

 

 
ΑΒ

f α 0 αα
λ

α α 2α


  

   
2

2 α

1

2 α
  και εξίσωση 

 
1 1 α

y x α y x
2 α 2 α 2 α

     . 

Η εφαπτομένη της fC στο Α έχει εξίσωση    
1 1 α 1 α

y f α x α y α x y x
2 2 2 2 α 2 α

         , 

δηλαδή είναι η ευθεία ΑΒ. 

γ) Για x 0  είναι x x 1 0 x x 1     (1). 

Αν x = 0 η (1) είναι αδύνατη, οπότε για x > 0 είναι 
1

x
x

 , οπότε 

αρκεί να βρούμε το σημείο τομής της fC  με την υπερβολή 
1

y
x

 . 

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση επαληθεύεται για x = 1 και από το  

σχήμα προκύπτει ότι αυτή είναι η μοναδική τους λύση. 

Αλγεβρικά: Για x 0  είναι 

 
2

2 3x x 1 0 x x 1 x x 1 x 1 x 1          . 

 

δ) Έστω  M x, y  σημείο της fC . Επειδή  f x x  είναι  M x, x . 

Η απόσταση του Μ από την ε είναι:

 
 

2

2 2

x 2 x 1 5x 2 x 6
d M,ε

52 1

   
  


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   
2

2
x 1 5 x 1 5

5 5

   
 . 

Είναι  
2

x 1 0   με το ίσον να ισχύει για x 1 , άρα:  
2

x 1 5 5   

 
 

2
x 1 5 5 5

d M,ε
5 5

 
  

5

5
.Η ελάχιστη απόσταση των σημείων της 

fC  από την ε είναι 

 
min

d M,ε 5 για x 1 , δηλαδή Μ(1,1). 

Είναι 
ε ΜΔ ΜΔ ΜΔ

1
λ λ 1 λ 1 λ 2

2
       


 και ΜΔ:  y 1 2 x 1 y 2x 1      . 

Για να βρούμε το σημείο Κ της ε θα λύσουμε το σύστημα των ε, ΜΔ. Είναι  

 
8

x
x 2 2x 1 6 0x 2y 6 0 x 4x 2 6 0 3

y 2x 1 y 2x 1 13y 2x 1
y

3


            

     
       



, άρα 
8 13

Δ ,
3 3

 
 
 

. 

 

 

23. Δίνονται οι συναρτήσεις     2
f x x g x x   . 

α) Να τις σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων. Να βρείτε τα κοινά τους σημεία και  

    στη συνέχεια με αλγεβρικό τρόπο να το επιβεβαιώσετε. 

β) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα, να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 
2

x 1 x 1   . 

    Μπορείτε να βρείτε κάποια λύση ή να εκτιμήσετε ένα διάστημα στο οποίο ανήκει; 

γ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα, να αποδείξετε ότι η εξίσωση x x   έχει μία μόνο λύση και  

    στη συνέχεια να δικαιολογήσετε με αλγεβρικό τρόπο γιατί είναι μοναδική. 

δ) Έστω η συνάρτηση  
 

 

f x , x 0
h x

f x , x 0

 
 

 

. 

  i. Να σχεδιάσετε την h    

  ii. Να αποδείξετε ότι είναι άρτια. 

  iii. Να λύσετε γεωμετρικά την εξίσωση    h x g x . 

Λύση 

 

α) Είναι  
y 0

2 2 1
f x y x y x y y 2 x

2



        . 

Η γραφική παράσταση της f είναι το τμήμα της παραβολής που έχει κορυφή 

την αρχή των αξόνων, άξονα συμμετρίας τον x΄x, εστία 
p 1

Ε ,0 ,0
2 4

   
   

   
,  

διευθετούσα 
1

x
4

   και βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x.  

Η συνάρτηση f είναι βασική οπότε έχουμε τις γραφικές παραστάσεις που φαίνονται στο διπλανό σχήμα. 

Παρατηρούμε ότι έχουν δύο κοινά σημεία  

από τα οποία το ένα είναι το Ο (0, 0).Παρατηρούμε ότι    f 1 1 g 1  , οπότε το δεύτερο κοινό τους 

σημείο είναι το Α(1, 1). 

Έχουμε:    
2

3 6 6f x g x ,x 0 x x x x x x          

     6 5 5 5x x 0 x 1 x 0 x 0 ή 1 x 0 x 1 x 1              

Άρα έχουν κοινά σημεία τα Ο (0, 0) και το Α(1, 1). 

 

β) Είναι  x 1 f x 1   , οπότε η γραφική παράσταση της y x 1   
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προκύπτει από οριζόντια μετατόπιση της f κατά μία μονάδα αριστερά. 

Είναι  2x 1 g x 1   , οπότε η γραφική παράσταση της 2y x 1   

προκύπτει από κατακόρυφη μετατόπιση της gC κατά 1 μονάδα προς τα 

κάτω. Παρατηρούμε ότι έχουν δύο κοινά σημεία, οπότε η εξίσωση  
2x 1 x 1    έχει δύο λύσεις από τις οποίες η μία είναι η x = -1. 

Επειδή, για να έχει λύση η εξίσωση πρέπει  

2 2

x 1x 1 0 x 1 x 1
x 1

x 1 x 1 ή x 1x 1 0 x 1

         
       

        
, η τετμημένη του 

δεύτερου κοινού σημείου βρίσκεται στο διάστημα  1, . 

 

γ) Στο σχήμα παρατηρούμε ότι έχουν 1 κοινό σημείο Β η 

τετμημένη 0x του οποίου βρίσκεται στο διάστημα 

π
0,

2

 
 
 

. 

Το σημείο αυτό είναι μοναδικό, γιατί 

 για κάθε  0x 0,x  είναι x συνx  και 

 για κάθε 
0

π
x x ,

2

 
 
 

, είναι x συνx  και  

 για κάθε 
π

x
2

  είναι 
π

x 1
2

  , ενώ συνx 1 . 

δ) i.  
 

 

f x , x 0 x , x 0
h x

f x , x 0 x, x 0

   
  

     

. Η γραφική παράσταση της  

 y f x   είναι η συμμετρική της  y f x  ως προς τον άξονα y΄y. 

 

ii. Το συμμετρικό κάθε σημείου της fC  ως προς τον άξονα y΄y βρίσκεται  

στην γραφική παράσταση της  y f x  , άρα η γραφική παράσταση της 

h έχει άξονα συμμετρίας τον y΄y, οπότε είναι άρτια. 

 

iii. Κάνοντας τη γραφική τους παράσταση στο ίδιο σύστημα αξόνων, 

βλέπουμε ότι έχουν δύο κοινά σημεία, από τα οποία το ένα είναι το Α 

του α ερωτήματος.. Λόγω συμμετρίας το δεύτερο κοινό σημείο θα είναι 

το Η(-1,1), οπότε:    h x g x x 1    . 

 

24. Δίνονται οι συναρτήσεις   2
f x x 1   και  

1
g x

x
 . 

α) Να κάνετε την γραφική τους παράσταση στο ίδιο σύστημα αξόνων και στη συνέχεια να βρείτε  

   το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 
3

x x 1 0   . Στη συνέχεια να βρείτε διαστήματα πλάτους  

    το πολύ 1 που να περιέχουν τις ρίζες. 

β) Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  

        1 2

x 1 x 2
g x , g x

x x 1

 
 


. 

γ) Έστω Α, Β δύο σημεία της 
f

C με την ίδια τεταγμένη και Κ το σημείο τομής της 
f

C με τον  

   άξονα y΄y. Να βρείτε τα σημεία Α, Β ώστε το τρίγωνο ΚΑΒ να είναι ορθογώνιο στο Κ. 

δ) Έστω   1 1
x ,g x . Να αποδείξετε ότι η ευθεία ε: 

2

11

1 2
y x

xx
    εφάπτεται στην γραφική  

   παράσταση της g. 

Λύση 
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α) Η γραφική παράσταση της f προκύπτει από κατακόρυφη μετατόπιση  

της 2y x κατά 1 μονάδα προς τα πάνω. 

 3 2x x 1 0 x x 1 1       (1) 

Αν x = 0 η εξίσωση είναι αδύνατη, οπότε για x 0  γίνεται 

   2 1
x 1 f x g x

x
    , οπότε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης είναι το 

πλήθος των κοινών σημείων των f gC , C . Στο σχήμα βλέπουμε ότι έχουν 1 

μόνο κοινό σημείο, οπότε και η εξίσωση έχει μία μόνο ρίζα. 

Για να βρούμε το διάστημα που περιέχει την ρίζα δίνουμε τιμές στις δύο 

συναρτήσεις. 

Παρατηρούμε ότι    f 1 2, g 1 1   δηλαδή    f 1 g 1  , οπότε το σημείο Α(1,2) της 
fC βρίσκεται πάνω 

από το σημείο Β(1,1) της gC . 

1 1
f 1

2 4

 
  

 
, 

1
g 2

2

 
 

 
, οπότε

1 1
f g

2 2

   
   

   
,άρα το σημείο 

1 5
Γ ,

2 4

 
 
 

 της της 
fC βρίσκεται πάνω από το σημείο 

1
Δ ,2

2

 
 
 

 της 

gC . 

Άρα στο διάστημα 
1

,1
2

 
 
 

 ενώ οι τιμές της f ήταν μικρότερες από 

τις αντίστοιχες της g, στη συνέχεια έγιναν μεγαλύτερες, οπότε 

υπάρχει μια τιμή του x στο διάστημα αυτό στο οποίο οι τιμές των f, 

g ήταν ίσες. Άρα η τετμημένη του κοινού τους σημείο βρίσκεται 

στο διάστημα αυτό. 

 

β) Είναι  1

x 1 x 1 1
g x 1

x x x x


     , οπότε η γραφική παράσταση 

της 1g προκύπτει από κατακόρυφη μετατόπιση της g κατά 1 μονάδα 

προς τα πάνω. 

 

Είναι  2

x 2 x 1 1 1
g x 1

x 1 x 1 x 1

  
   

  
, οπότε η γραφική παράσταση 

της 2g  προκύπτει από οριζόντια μετατόπιση της 1g κατά 1 μονάδα 

αριστερά. 

 

γ) Η κορυφή Κ της f έχει συντεταγμένες (0,1). Έστω ότι το Α έχει 

συντεταγμένες  1 1x , y  με 2

1 1y x 1   (1), 1 1y 1, x 0  , τότε λόγω 

συμμετρίας το Β θα έχει συντεταγμένες  1 1x , y . 

Είναι 

 
1 1x 0,y 1

2 21 1
ΚΑ ΚΒ 1 1

1 1

y 1 y 1
ΚΑ ΚΒ λ λ 1 1 y 1 x

x x

   
             

 

1 1 1 1y 1 x y x 1     . 

Tότε η (1) γίνεται  2 2

1 1 1 1 1 1x 1 x 1 x x 0 x x 1 0           

 1 απορρίπτεταιx 0  ή  1x 1 .Τότε Α(1,2) και Β(-1,2). 
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δ) Επειδή η ευθεία ε έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

1

1
λ 0

x
    θα σχηματίζει αμβλεία γωνία με τον άξονα 

x΄x.  

Σχεδιάζοντας διάφορες τέτοιες ευθείες βλέπουμε ότι θα έχουν με την g, 0, ή 

1 ή 2 κοινά σημεία και προφανώς εφάπτεται η ευθεία της gC  

όταν έχουν 1 μόνο κοινά σημείο, οπότε αρκεί το σύστημα της ε με την g να 

έχει ακριβώς μία λύση. Είναι 

  2 2

1 12

1 1

1 1 2
g x y x x x 2xx

x x x
           

 
22 2

1 1 1 1 1x 2xx x 0 x x 0 x x 0 x x           . 

Επομένως η ε και η g εφάπτονται. 

 

 

25. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

  2
f x x x , 0        . Η ευθεία ε: y = x - 2 εφάπτεται στη 

f
C σε 

σημείο της με τον άξονα x΄x και η ευθεία 
1
 είναι παράλληλη στον 

άξονα x΄x. Να αποδείξετε ότι: 

α) 12 2 1    . 

β) Α επιπλέον η ε εφάπτεται της 
f

C στο  2,0 , τότε 4 2    . 

 

 

 

Λύση 
 

α) Επειδή η f και η ευθεία y = 1 έχουν 2 κοινά σημεία, η εξίσωση   2f x 1 αx βx γ 1 0       έχει δύο 

λύσεις. Όμως η εξίσωση αυτή είναι 2ου βαθμού και έχει δύο λύσεις όταν 

 2 2 2Δ 0 β 4α γ 1 0 β 4αγ 4α 0 β 4α 4αγ             (1). 

Επειδή η ε εφάπτεται στη fC , η εξίσωση  f x x 2    

 2 2αx βx γ x 2 0 αx β 1 x γ 2 0            έχει μοναδική λύση. 

Όμως η εξίσωση αυτή είναι 2ου βαθμού και έχει μια λύση μόνο όταν 

     
2 2

Δ 0 β 1 4α γ 2 0 β 1 4αγ 8α 0             
2

β 1 8α 4αγ    (2) 

Από (1), (2) έχουμε:  
22 2β 4α β 1 8α β     24α β  2β 1 8α 12α 2β 1      . 

 

β) Επειδή η ε εφάπτεται της fC  στο (2,0), είναι  

 
4α γ

f 2 0 4α 2β γ 0 2β 4α γ β
2


            . Τότε η σχέση (2) γίνεται: 

 
22

4α γ4α γ
1 8α 4αγ 2

2 4

 
      
 

4α γ

2


1 8α 4αγ     

 
2 2

2 216α 8αγ γ
4α γ 1 4αγ 0 16α 8αγ γ 4 4α γ 4 16αγ 0

4

 
               

     
22 216α 8αγ γ 4 4α γ 4 0 4α γ 4 4α γ 4 0            

 
2

4α γ 2 0 4α γ 2 0 4α 2 γ          . 

 

 



                                                                                                                                         www.Askisopolis.gr 

37 

 

26. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης  

  2
f x x x     , , x    και η ευθεία ε: y 2x 4  που 

εφάπτεται στη 
f

C . 

α) Να αποδείξετε ότι 3   . 

β) Αν το σημείο επαφής των ε, 
f

C  έχει τετμημένη 3, να βρείτε την f. 

γ) Να βρείτε την απόσταση της ε από την αρχή Ο των αξόνων. 

 

Λύση 
 

α) Στο σχήμα παρατηρούμε ότι η f δεν έχει ρίζες και επειδή είναι τριώνυμο έχει 
2 2Δ 0 α 4β 0 α 4β        (1). Επειδή η ε εφάπτεται της 

fC , η εξίσωση  f x 2x 4    

 2 2x αx β 2x 4 0 x α 2 x β 4 0            έχει μία λύση. 

Όμως η εξίσωση αυτή είναι 2ου βαθμού και έχει μία λύση όταν  

   
2 2Δ 0 α 2 4 β 4 0 α 4α 4 4β 16 0             2α 4α 12 4β    (2) 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι
2α 2α 4α 12 4α 12 α 3        . 

 

β) Για x 3  είναι y 2 3 4 2    , οπότε το σημείο επαφής είναι το Α(3, 2). 

Επειδή το σημείο Α ανήκει στη 
fC , ισχύει ότι  f 3 2 9 3α β 2 β 7 3α          (3). 

Αντικαθιστώντας την σχέση (3) στην (2), έχουμε: 

 2 2α 4α 12 4 7 3α α 4α 12 28 12α            2α 8α 16 0   

 
2

α 4 0 α 4 0 α 4        . Τότε  β 7 3 4 5     , οπότε   2f x x 4x 5   . 

 

γ) Είναι y 2x 4 2x y 4 0       . 

Είναι  
 

2 2

2 0 0 4 4 4 5
d O,ε

552 1

   
  

 

. 

 

 

27. Δίνονται οι συναρτήσεις   2
f x x x , , , x         και  g x x, x 0  . Στο διπλανό 

σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της f και η ευθεία ε είναι 

εφαπτομένη της 
f

C στο 
2

x   . 

α) Να αποδείξετε ότι 3 2 3      . 

Έστω ότι η ευθεία ε έχει εξίσωση y 2x 6  . 

β) Να αποδείξετε ότι   2
f x x 4x 3   . 

γ) Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των ριζών της  

   εξίσωσης    x x 4 g x 3   . 

δ) Έστω Α, Β τα σημεία τομής της 
f

C με τον άξονα x΄x και Μ σημείο της  

   
f

C του οποίου η τετμημένη είναι εσωτερικό σημείο του τμήματος ΑΒ. Να βρείτε τη θέση του Μ  

   για την οποία το τρίγωνο ΜΑΒ έχει μέγιστο εμβαδόν. 

Λύση 
 

α) Στο σχήμα παρατηρούμε ότι η fC τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο (0,3), οπότε  f 0 3 β 3    

και   2f x x αx 3   . 

Παρατηρούμε ακόμη ότι η fC τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία    1 2ρ ,0 , ρ ,0  με 1 2ρ ,ρ 0 . 

Επομένως η εξίσωση   2f x 0 x αx 3 0      έχει ρίζες τους θετικούς αριθμούς 1 2ρ ,ρ . 

Η εξίσωση αυτή όμως είναι 2ου βαθμού, οπότε έχει 2 2Δ 0 α 12 0 α 12 α 12 2 3           
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α 2 3 ή α 2 3   . 

Από τους τύπους του Vieta είναι 1 2S ρ ρ 0 α 0 α 0       , άρα α 2 3  . 

 

β) Επειδή η ε εφάπτεται της 
fC στο  2ρ ,0 , ισχύει ότι 

2 2 20 2ρ 6 2ρ 6 ρ 3      .  

Τότε  f 3 0 9 3α 3 0 3α 12 α 4 2 3           , οπότε   2f x x 4x 3   . 

 

γ)          2x x 4 g x 3 x 4x 3 g x f x g x         . 

Το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης είναι το πλήθος των κοινών σημείων των 

γραφικών παραστάσεων των f, g. 

Κάνοντας στο ίδιο σύστημα αξόνων τη γραφική τους παράσταση βλέπουμε ότι 

έχουν δύο κοινά σημεία, οπότε και η εξίσωση έχει 2 λύσεις. 

 

δ) Είναι Α(1,0) και Β(3,0). Έστω Μ(x, y), 1<x < 3 σημείο της 
fC . 

Το τρίγωνο ΜΑΒ με βάση την  ΑΒ 2  έχει ύψος το 

  2d M,x΄x y y x 4x 3       . 

To εμβαδόν Ε του τριγώνου ΜΑΒ είναι  

     2 21
Ε ΑΒ d M,x΄x x 4x 3 x 4x 3

2
           

   
22E x 4x 4 1 x 2 1          

Για κάθε  x 1,2  είναι  

     
2 2 2

x 2 0 x 2 0 x 2 1 1 Ε 1           , οπότε το 

τρίγωνο ΜΑΒ έχει μέγιστο εμβαδό ίσο με 1 όταν x 2 0 x 2    . Τότε Μ(2,-1). 

 

 

28. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

  2
f x x x , , , , x          . 

α) Να αποδείξετε ότι   2
f x x x, 0, 0        . 

Έστω ότι η ευθεία ε: y = x έχει με την
f

C  κοινό σημείο μόνο την αρχή 

των αξόνων στο οποίο εφάπτονται. 

β) Να αποδείξετε ότι β = 1. 

Έστω ότι  
2

d A,
2

  . 

γ) Να αποδείξετε ότι   2
f x x x  . 

δ) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης    g x f x . 

ε) Έστω Μ(κ,0) σημείο του τμήματος ΟΑ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση      0,   έχει  

    δύο λύσεις. 

στ) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης  
 

 

f x , 0 x 1
h x

f x , 1 x 0

  
 

   

 

      και στη συνέχεια να αποδείξετε, με βάση το σχήμα, ότι η h είναι άρτια.  

Λύση 
 

α) Επειδή η fC διέρχεται από το Ο, είναι  f 0 0 γ 0   . 

Επειδή η f είναι παραβολή ανοικτή προς τα κάτω, έχει α < 0. 

Η f τέμνει τον άξονα x΄x εκτός του Ο και στο Α το οποίο έχει τετμημένη θετική, άρα 

   2

Α Α Α Α Α Αf x 0 αx βx 0 x αx β 0 (x 0          απορρίπτεται)  ή (
Α Α

β
αx β 0 x

α
     ). 
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Είναι 
α 0

Α

β
x 0 0 αβ 0 β 0

α



        . 

 

β) Επειδή η ευθεία y = x εφάπτεται της 
fC στο Ο, η εξίσωση  f x x  έχει μοναδική λύση την x=0. Είναι 

   2 2f x x αx βx x αx βx x 0 x αx β 1 0             x =0 ή 
1 β

x
α


 . 

Για να έχει η εξίσωση μοναδική λύση την x = 0, πρέπει 
1 β

0 1 β 0 β 1
α


      . 

 

γ) Είναι ε: y x x y 0     

 
 

Α Α
Α

22

x 0 x2 2 2 2
d A,ε x 1

2 2 2 221 1


       

 

. Τότε
β

1 α β 1
α

       , οπότε 

  2f x x x  . 

 

δ) Πρέπει    f x 0 x 0,1   , οπότε  gΑ 0,1 . 

 

ε) Επειδή το Μ είναι σημείο του τμήματος ΟΑ, είναι 0 κ 1  , οπότε υπάρχει  1θ 0,π  τέτοιος, ώστε 

1ημθ κ . 

Είναι 
 θ 0,π

1 1 1ημθ κ ημθ ημθ θ θ ή θ π θ


       , οπότε η εξίσωση έχει 

δύο λύσεις. 

 

στ) Η γραφική παράσταση της  f x  είναι η συμμετρική της fC ως προς 

τον άξονα y΄y. 

Η γραφική παράσταση της h φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Επειδή το 

συμμετρικό κάθε σημείου του 1C βρίσκεται στη 2C και αντιστρόφως, η h έχει άξονα συμμετρίας τον y΄y, 

οπότε είναι άρτια. 

 

 

29. Δύο ορειβάτες Α και Β κινούνται πάνω στη παραβολή 2
y 2x

έτσι ώστε Ô 90   .  

Έστω α > 0 η  τετμημένη του ορειβάτη Α. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ δίνεται από  

    τη συνάρτηση  
1 1

4 4

 
    

 
. 

β) Να αποδείξετε ότι το ελάχιστο εμβαδό του τριγώνου ΟΑΒ  

   είναι  
1

4
.  

   Ποιες είναι οι θέσεις των δύο ορειβατών σε αυτή τη περίπτωση; 

Λύση 

 

α) Επειδή το Α είναι σημείο της παραβολής είναι 2

Αy 2α , οπότε  2Α α,2α . 

Έστω ότι το Β έχει συντεταγμένες  1 1x , y  με 1x 0 , τότε 2

1 1y 2x , άρα  2

1 1Β x ,2x . 

Είναι    2 2

1 1ΟΑ α,2α , ΟΒ x ,2x  . 

Είναι 
2 2

1 1
ˆΑOΒ 90 ΟΑ ΟΒ ΟΑ ΟΒ 0 αx 2α 2x 0          

 
1

α 0
2 2

1 1 1 1 1 1
x 0

1
4α x αx 0 αx 4αx 1 0 4αx 1 0 x

4α




           . Τότε 2

1 1 2 2

1 1
y 2x 2

16α 8α
    . 
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Είναι      
2

2 2 2 4 2 2 2ΟΑ α 2α α 4α α 1 4α α 1 4α        , 

 
2 2 2 2

2 2 4 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 4α 1 4α 1
ΟΒ 1 1

4α 8α 16α 64α 16α 4α 4α 4α 4α 4α 8α

      
               

     
 

Επειδή το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο στο Ο, το εμβαδόν του είναι: 

     
1 1

Ε α ΟΑ ΟΒ α
2 2

   
2

2

2

4α 1
1 4α

8α


 

2 24α 1 1 4α 1 1 1
α

16α 4 4α 4α 4 4α

   
       

  
 

 

β) Αρχικά θα βρούμε για ποια τιμή του α είναι  
1

Ε α
4

 . Είναι  

 
22 21 1 1 1 1

α α 1 4α 1 4α 4α 4α 1 0 2α 1 0 2α 1 0 α
4 4α 4 4α 2

 
                    

 
 

Για να είναι το ελάχιστο εμβαδό του τριγώνου ΟΑΒ  ίσο με 
1

4
, αρκεί για κάθε α > 0 να ισχύει: 

 
1 1 1 1

Ε α α
4 4 4α 4

 
     

 
 

22 21
α 1 4α 1 4α 4α 4α 1 0 2α 1 0

4α
             που ισχύει. 

Για 
1

α
2

  είναι 

2
1 1 1 1

Α ,2 ,
2 2 2 2

    
         

 και  1

1 1
x

1 2
4

2

   



, 

2

1

1 1
y 2

2 2

 
   

 
, άρα 

1 1
Β ,

2 2

 
 
 

. 

 

 

30. Σε ορθοκανονικό σύστημα Οxy δίνεται το σημείο Α(α, β) του 1ου 

τεταρτημορίου. Μια ευθεία (ε) με κλίση λ< 0, διέρχεται από το Α και τέμνει 

τους θετικούς ημιάξονες Οx, Οy στα p, q αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι το άθροισμα p q δίνεται από τη συνάρτηση  

                          S p q
 

        
 

. 

β) Να αποδείξετε  

   i. ότι η S έχει ελάχιστη τιμή την  
2

   .  

  ii. απόσταση των p, q σε αυτή τη περίπτωση είναι        . 

Λύση 

 

α) Η ευθεία ε έχει εξίσωση  y β λ x α   . 

Για y = 0 είναι  
β β

β λ x α x α x α
λ λ

         , άρα 
β

p α
λ

  . 

Για x = 0 είναι  y β λ 0 α y β λα      , άρα q β λα  . 

Είναι    
β β

S λ p q α β λα α β αλ
λ λ

 
          

 
. 

 

β) i. Η S έχει ελάχιστη τιμή την  
2

α β όταν 

         
2 2 2β

S λ α β α β αλ α 2 α β β
λ

 
          

 

α β
β

αλ α
λ

 
   
 

2 α β β 
λ 0β

αλ 2 α β 0
λ



    

     
2 2

2αλ β 2λ α β 0 λ α 2 λ α β β 0         
2

λ α β 0   που ισχύει. 
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ii.    
2

S λ α β ...     
2 β

λ α β 0 λ α β 0 λ
α

        . 

Η ελάχιστη τιμή της S είναι για 
β

λ
α

  , τότε 
 

2

α ββ β
p α α α α α β

λ β β

α

       



 και 

β β
q β λα β α β

α α
        

2

α β α β  . 

Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒΓ έχουμε: 

   
2 2

2 2 2ΒΓ p q α α β β α β        

2 2 2ΒΓ α 2α α β αβ β 2β α β αβ        

   2 2 2ΒΓ α 2αβ β 2 α β α β       

         
222ΒΓ α β 2 α β α β α β α β 2 α β α β α β             

 ΒΓ α β α β    

 

31. Έστω οι συναρτήσεις   2
f x x   και   g x x 3     ,  .   

α) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της g περνά από σταθερό σημείο για κάθε  .

  

β) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν κοινά σημεία για κάθε . 

  

γ) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό λ για τον οποίο οι γραφικές παραστάσεις των f, g 

εφάπτονται. 

Λύση 

 

α)  y λx 3 λ λ x 1 3 y 0         

Για να αληθεύει για κάθε λ  πρέπει x 1  και y 3 , άρα η g διέρχεται από το σταθερό σημείο  1,3 . 

β) Για x 0  είναι      23
f x g x λx 3 λ λx 3 λ x 3 0

x
           

   
2 22Δ 3 λ 12λ 9 6λ λ 12λ λ 3 0          , οπότε η εξίσωση έχει λύση για  κάθε λ . 

 

γ) Αν λ 3  , τότε τέμνονται . 

Αν λ 3  , τότε  g x 3x 6   και η εξίσωση  έχει μοναδική λύση οπότε εφάπτονται. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γέρο μου, 

ποτέ δεν 

είναι αργά, 

καιρός να 

μάθεις για 

τον κύκλο 

Τότε που έπρεπε 

να τα μάθω δεν τα 

έμαθα. Τώρα το 

μόνο που σκέφτομαι 

είναι ο κύκλος της 

ζωής μου που 

ολοκληρώνεται.  
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32. Δίνεται η συνάρτηση   24
f x 25 x

5
  . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να κάνετε την γραφική της παράσταση. 

β) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
f

C  και τον άξονα x΄x, να δείξετε  

    ότι Ε < 40. 

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει ως διάμετρο το τμήμα που έχει άκρα τα σημεία  

   τομής της
f

C  με τον άξονα x΄x. 

Λύση 

 

α) Για να ορίζεται η f πρέπει  
2 225 x 0 25 x x 5 5 x 5          , οπότε 

 fΑ 5,5  . 

 
y 0

24
f x y 25 x y

5



      

 
2 2

2 216 25 x y
25 x y

25 25 16


      

2 2 2 2x y x y
1 1

25 16 25 16
     . 

H γραφική παράσταση της f είναι το τόξο της έλλειψης που βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x και έχει: 
2α 25 α 5    μεγάλο άξονα  

ΑΑ΄=2α=10, 2β 16 β 4    μικρό άξονα ΒΒ΄=2β=8, 
2 2 2 2β α γ γ 25 16 9 γ 3        , εστίες Ε(3,0, Ε΄(-3,0). 

 

β) Θεωρούμε τις εφαπτομένες της έλλειψης στα Α, Α΄ και Β. 

Αυτές έχουν εξισώσεις x = 5, x = -5 και y = 4 αντίστοιχα. 

Παρατηρούμε ότι το ζητούμενο χωρίο έχει εμβαδό μικρότερο 

από το ορθογώνιο Α΄ΑΗΖ, οπότε 

 Ε Α΄ΑΗΖ 10 4 40     

 

γ) Επειδή τα σημεία τομής της fC με τον άξονα x΄x είναι τα Α, Α΄, ο ζητούμενο κύκλος έχει κέντρο το Ο 

και ακτίνα 5, οπότε έχει εξίσωση 2 2x y 25  . 

 

 

33. Δίνεται η συνάρτηση   21
f x 144 9x

4
  . 

α) i. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

    ii. Να αποδείξετε ότι η γραφική της παράσταση είναι τμήμα έλλειψης με εστίες  

         7,0 7,0    . 

β) Αν Γ, Δ δύο τυχαία σημεία της γραφικής παράστασης της f, να αποδείξετε ότι: 

   i. 8   

   ii. 3 O 4   . 

γ) Ορθογώνιο ΚΛΜΝ έχει τις κορυφές του Κ, Λ στη 
f

C και Ν, Μ  

   αντίστοιχα οι προβολές τους στον άξονα x΄x όπως φαίνεται στο  

   διπλανό σχήμα. Να αποδείξετε ότι: 

   i. το εμβαδόν του ορθογωνίου ΚΛΜΝ δίνεται από τον τύπο  

                            2
144 9 , 0,4

2


      . 

   ii. Η μέγιστη τιμή του εμβαδού είναι 12. Ποιες είναι οι συντεταγμένες του Κ στη περίπτωση  

      αυτή; 

Λύση 
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α) i. Η f ορίζεται όταν 2 2 2 144
144 9x 0 9x 144 x 16 x 4 4 x 4

9
             , άρα 

 fΑ 4,4  . 

 

ii. Για κάθε  x 4,4   είναι   21
f x y 144 9x y

4
    (1) 

Επειδή 21
144 9x 0

4
   είναι και y 0  και η (1) γίνεται:

2 2 2 2 2144 9x 4y 144 9x 16y 16y 9x 144          
2 2 2 216y 9x 144 x y

1
144 144 144 16 9

     . 

Επομένως η γραφική παράσταση της f είναι το τμήμα της έλλειψης 
2 2x y

1
16 9

   με y 0 . 

Είναι 2 2α 16 α 4, β 9 β 3       και 
2 2 2 2β α γ γ 16 9 7 γ 7        , άρα η έλλειψη έχει 

εστίες    Ε 7,0 και Ε 7,0  . 

 

β) i. 1ος τρόπος 

Η έλλειψη έχει μεγάλο άξονα με μήκος ΑΑ 2α 8   . 

Η μέγιστη απόσταση των τυχαίων σημείων Γ, Δ της έλλειψης είναι 

όταν αυτά βρίσκονται στα Α και Α΄, άρα 

maxΓΔ AA 8  , οπότε ΓΔ 8 . 

2ος τρόπος 
 

Επειδή τα σημεία Γ, Δ είναι σημεία της έλλειψης, από τον ορισμό της 

έλλειψης ισχύει ότι ΓΕ ΓΕ΄ 2α 8    και ΔΕ ΔΕ΄ 2α 8   . 

Με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει ότι  

ΓΕ ΓΕ΄ ΔΕ ΔΕ΄ 16      (1) 

Από την τριγωνική ανισότητα στα τρίγωνα ΓΕ΄Δ και ΓΕΔ ισχύει ότι: 

ΓΔ ΓΕ΄ ΔΕ΄ και ΓΔ ΓΕ ΔΕ    , οπότε με πρόσθεση κατά μέλη 

προκύπτει ότι 2ΓΔ ΓΕ΄ ΔΕ΄ ΓΕ ΔΕ     
 1

2ΓΔ 16 ΓΔ 8    . 

Τώρα όταν τα Γ και Δ βρίσκονται στα άκρα του μεγάλου άξονα, δηλαδή στα Α και Α΄, είναι  

ΓΔ Α΄Α 8  , οπότε σε κάθε περίπτωση είναι ΓΔ 8  

 

 

ii. Τo σημείο της έλλειψης που βρίσκεται πιο κοντά στην αρχή Ο των αξόνων είναι το Β, άρα 

minΟΓ OB 3  . 

Τα σημεία της έλλειψης που έχουν τη μεγαλύτερη απόσταση από το Ο είναι τα Α, Α΄, άρα 

maxΟΓ OA OA 4   , επομένως 3 OΓ 4  . 

 

β) i. Επειδή το Ν είναι η προβολή του Κ στον x΄x, έχει συντεταγμένες (κ, 0). 

Επειδή το Λ είναι συμμετρικό του Κ ως προς τον y΄y, έχει 

συντεταγμένες  κ,λ . Τέλος επειδή το Μ είναι η προβολή του Λ 

στον x΄x, έχει συντεταγμένες  κ,0 . 

Είναι  ΚΛΜΝ ΜΝ ΚΛ 2κλ    (1). 

Επειδή το Κ είναι σημείο της fC , ισχύει ότι 21
λ 144 9κ

4
  , άρα 

  2 21 κ
Ε κ 2κ 144 9κ 144 9κ

4 2
     . Επειδή το Κ είναι σημείο της έλλειψης στο 1ο τεταρτημόριο 

διαφορετικό από το Α, είναι  κ 0,4 . 
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ii.     2 2 2 2κ
Ε κ 12 144 9κ 12 κ 144 9κ 24 κ 144 9κ 576

2
            

 
2

2 4 4 2 4 2 2144κ 9κ 576 0 9κ 144κ 576 κ 16κ 64 0 κ 8 0             
2κ 8 0    

κ 0
2κ 8 κ 8 2 2



    . 

Η μέγιστη τιμή του εμβαδού είναι το 12, όταν για κάθε  κ 0,4  είναι  Ε κ 12   

 2 2 2 2κ
144 9κ 12 κ 144 9κ 24 κ 144 9κ 576

2
        

2 4144κ 9κ 576    

 
2

4 2 4 2 20 9κ 144κ 576 κ 16κ 64 0 κ 8 0           που ισχύει. 

Η μέγιστη τιμή του εμβαδού γίνεται όταν κ 2 2 , τότε 

 
21 1 1 1 3 2

λ 144 9 8 144 72 72 6 2
4 4 4 4 2

        , άρα 
3 2

Κ 2 2,
2

 
  
 

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Πατέρα, έχεις ακούσει για 

τις κωνικές τομές; Σήμερα 

ο καθηγητής κάτι έλεγε 

γι΄αυτές 

Από ότι θυμάμαι , είναι σχήματα που 

προκύπτουν όταν κόβουμε ένα διπλό 

κώνο με ένα επίπεδο 

Δηλαδή κάτι σαν 

χωνάκι παγωτού αλλά 

διπλό που το κόβουμε ; 

Ναι κάτι τέτοιο. Εμφανίζονται συχνά σε 

ασκήσεις στην Γ λυκείου, συνδυάζονται 

με άλλα κεφάλαια και μπορούν να σου 

δώσουν εύκολα μονάδες αν τις κατέχεις 

καλά. 


