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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ 26-10-2014

5124. Στο διπλανό σχήμα ισχύουν
        5 ,    και    .
α) Να προσδιορίσετε ως προς τις πλευρές, το είδος των
τριγώνων ΑΒΔ και ΑΓΕ. Να αιτιολογήσετε την
απάντησή σας. μ 6
β) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ και Λ είναι τα μέσα
των τμημάτων ΑΔ και ΑΕ αντίστοιχα. μ 10
γ) Αν η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι 12, να υπολογίσετε το τμήμα ΚΛ. μ 9

Λύση

α) Επειδή    και    τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ισοσκελή.

β) Το ΒK είναι ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΔ που αντιστοιχεί στη βάση του, άρα είναι
και διάμεσος του τριγώνου, δηλαδή το Κ είναι μέσο του ΑΔ.
Όμοια το ΓΛ είναι ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΑΓΕ που αντιστοιχεί στη βάση του, άρα
είναι και διάμεσός του, δηλαδή το Λ είναι μέσο του ΑΕ.

γ) Είναι 12 5 5 12 2              .
Το τμήμα ΚΛ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΔΕ, άρα

5 2 5 6
2 2 2
    

    

6886. Έστω κύκλος κέντρου Ο και διαμέτρου ΒΓ. Θεωρούμε τα σημεία Α και Δ του
κύκλου εκατέρωθεν της ΒΓ, τέτοια ώστε το τόξο ΒΔ να είναι διπλάσιο του τόξου ΔΓ.
Να υπολογίσετε:
α) το μέτρο x του τόξου ΓΔ, μ 8
β) τη γωνία ΒΟΔ, μ 9
γ) τη γωνία ΒΑΔ. μ 8

Λύση
α) Επειδή το τόξο ΒΔΓ είναι ημικύκλιο, ισχύει ότι: 2x x 180 3x 180 x 60       

β) Η γωνία ΒΟΔ είναι επίκεντρη με αντίστοιχο τόξο το ΒΔ, άρα BO 2x 120   

γ) Η γωνία ΒΑΔ είναι εγγεγραμμένη στο τόξο ΒΔ, άρα  120 60
2

  




2789. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, στο οποίο η εξωτερική του γωνία Γ είναι διπλάσια της
εσωτερικής του γωνίας Α. Από την κορυφή Α διέρχεται ημιευθεία Ax B στο
ημιεπίπεδο (ΑΒ, Γ). Στην ημιευθεία Αx θεωρούμε σημείο Δ τέτοιο ώστε    . Να
αποδείξετε ότι:
α) Η ΒΔ διέρχεται από το μέσο του τμήματος ΑΓ. μ 7
β) Η ΓΔ είναι διχοτόμος της   . μ 9
γ) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. μ 9

Λύση

α) Επειδή τα τμήματα ΑΔ και ΒΓ είναι ίσα και παράλληλα, το
τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. Οι ΑΓ, ΒΔ είναι
διαγώνιες του παραλληλογράμμου και διχοτομούνται, δηλαδή
η ΒΔ διέρχεται από το μέσο Κ της ΑΓ.
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β) Επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, οι ΑΒ, ΓΔ είναι παράλληλες.
Είναι  

1  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την ΑΓ.Όμως
         

εξ 1 2 2 22 2 2             ,

δηλαδή  1 2   , οπότε η ΒΔ είναι διχοτόμος της  εξ .

γ) Γνωρίζουμε ότι κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου ισούται με το άθροισμα των δύο μέσα και
απέναντι γωνιών του, άρα   

εξ    . Όμως  
εξ 2   , άρα     2   , άρα το

τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.

2809. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΒΚ και
ΓΛ, τα οποία τέμνονται στο Ι. Αν τα σημεία Μ και Ν είναι τα
μέσα των ΒΙ και ΓΙ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:
α) Το τρίγωνο ΒΙΓ είναι ισοσκελές. μ 5
β) Τα τρίγωνα ΒΙΛ και ΓΙΚ είναι ίσα. μ 5
γ) Το ΑΙ προεκτεινόμενο διέρχεται από το μέσο της πλευράς ΒΓ.

μ 5
δ) Το τετράπλευρο ΜΛΚΝ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.

μ 10
Λύση

α) Τα ΒΚ, ΛΓ είναι ύψη του ισόπλευρου τριγώνου, οπότε είναι και

διχοτόμοι και διάμεσοί του. Άρα 


1
BB 30
2
   και 


1 30

2


    ,

οπότε  1 1B   και το τρίγωνο ΒΙΓ είναι ισοσκελές.

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΙΛ και ΓΙΚ έχουν:
1)    αφού το τρίγωνο ΒΙΓ είναι ισοσκελές.

2)  
2 2

60B 30
2

   




Άρα τα τρίγωνα ΒΙΛ και ΓΙΚ είναι ίσα.

γ) Στο σημείο Ι τέμνονται τα ύψη του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε είναι ορθόκεντρο του τριγώνου
και το ΑΙ είναι επίσης ύψος του τριγώνου. Επειδή όμως το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο,
το ύψος ΑΙ είναι και διάμεσος, άρα το ΑΙ προεκτεινόμενο διέρχεται από το μέσο της
πλευράς ΒΓ.

δ) Επειδή ΒΚ,ΓΛ διάμεσοι του τριγώνου ΑΒΓ, το Ι είναι βαρύκεντρο του τριγώνου.

Άρα
1
3

   ,
1
3

   ,
1 1 2 1
2 2 3 3

        και

1 1 2 1
2 2 3 3

       

Επειδή        οι διαγώνιες του τετραπλεύρου ΚΛΜΝ διχοτομούνται, οπότε
είναι παραλληλόγραμμο. Επειδή όμως τα τρίγωνα ΒΙΛ και ΓΙΚ είναι ίσα, τα τμήματα ΛΙ
και ΚΙ είναι ίσα, οπότε και τα τμήματα ΝΛ και ΜΚ είναι ίσα. Στο παραλληλόγραμμο
ΚΛΜΝ οι διαγώνιές του ΜΚ και ΝΛ είναι ίσες, οπότε είναι ορθογώνιο.
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3703. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Προεκτείνουμε το ύψος του ΑΗ
κατά τμήμα    και τη διάμεσό του ΑΜ κατά τμήμα
   . Να αποδείξετε ότι:
α)      μ 8
β)     μ 8
γ) Το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο. μ 9

Λύση

α) Στο τρίγωνο ΑΒΔ το ΒΗ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το
τρίγωνο είναι ισοσκελές με    (1).

Τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΜΓΕ έχουν:
1)  
2)   (Μ μέσο του ΒΓ)
3)     ως κατακορυφήν
Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΜΓΕ είναι ίσα,
οπότε έχουν και    (2).
Από τις (1),(2) είναι      .

β) Το τμήμα ΒΗ είναι διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΔ (αφού είναι
ύψος και διάμεσος του), άρα  

1 2   . Όμως  
2  αφού τα

τρίγωνα ΑΒΜ και ΜΓΕ είναι ίσα, άρα  
1  .

γ) Τα Η,Μ είναι μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΔΕ, άρα   , οπότε και   (3).

Οι γωνίες  2 και  είναι εντός εναλλάξ των ΑΒ, ΓΕ που τέμνονται από την ΒΓ και
αφού είναι ίσες, οι ευθείες ΑΒ και ΓΕ είναι παράλληλες. Η ΒΔ τέμνει την ΑΒ, άρα θα
τέμνει και κάθε παράλληλη προς αυτή, άρα και την ΓΕ (4). Επειδή από το (β) σκέλος είναι
   (5), από τις σχέσεις (3),(4), (5) προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι
ισοσκελές τραπέζιο.

3731. Δίνεται κύκλος (Ο,ρ) και σημείο Μ εξωτερικό
του. Από το Μ φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΜΑ
και ΜΒ του κύκλου και έστω ότι το σημείο Γ είναι το
συμμετρικό του Ο ως προς την ευθεία ΜΒ.
α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΜΒΟ είναι
εγγράψιμο σε κύκλο. μ 7
β) Να προσδιορίσετε το κέντρο Λ του περιγεγραμμένου
κύκλου του τετραπλεύρου ΑΜΒΟ και να αιτιολογήσετε
την απάντησή σας. μ 9
γ) Να αποδείξετε ότι   . μ 9

Λύση

α) Επειδή τα ΟΑ, ΟΒ είναι ακτίνες που καταλήγουν
στα σημεία επαφής με τις εφαπτομένες του κύκλου,
είναι    και    .
Στο τετράπλευρο ΑΜΒΟ είναι
  90 90 180      , δηλαδή δύο απέναντι γωνίες
του είναι παραπληρωματικές, οπότε είναι εγγράψιμο
σε κύκλο.

β) Το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του ΑΜΒΟ
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είναι το σημείο τομής των μεσοκαθέτων των πλευρών του.
Έστω ΘΛ η μεσοκάθετος του ΟΑ (Θ μέσο του ΟΑ) και ΙΛ η μεσοκάθετος του ΟΒ.
Επειδή    και    , είναι   .
Επειδή    και    είναι   .
Στο τρίγωνο ΟΑΜ το Θ είναι μέσο της ΟΑ και η ΘΛ είναι παράλληλη στην ΑΜ, άρα το Λ
είναι μέσο της ΟΜ. Όμως    και    αφού το Λ ανήκει στις μεσοκαθέτους
των ΟΑ και ΟΒ, άρα        , οπότε το Λ είναι το κέντρο του
περιγεγραμμένου κύκλου του τετραπλεύρου ΑΜΒΟ.
Επομένως το Λ είναι το μέσο του ΟΜ.

γ) Τα Β,Λ είναι μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΜΓ, άρα   .

3767. Δίνεται κύκλος (Ο,ρ) και μια επίκεντρη γωνία
ΑΟΒ ίση με 120 . Οι εφαπτόμενες του κύκλου στα
σημεία Α και Β τέμνονται στο Ρ. Θεωρούμε σημείο Μ
του τόξου ΑΒ και φέρουμε τις χορδές ΑΜ και ΒΜ, οι
οποίες προεκτεινόμενες τέμνουν τις ΡΒ και ΡΑ στα
σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:
α) Το τρίγωνο ΑΡΒ είναι ισόπλευρο. μ 8
β)      60 . μ 8
γ) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΡΕΒ είναι ίσα. μ 9

Λύση

α) Γνωρίζουμε ότι τα εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από σημείο εκτός κύκλου προς αυτόν
είναι ίσα, άρα    και το τρίγωνο ΡΑΒ είναι ισοσκελές.
Από το άθροισμα γωνιών του τετραπλεύρου ΑΟΒΡ έχουμε:
 120 90 90 360 60           .
Το τρίγωνο ΡΑΒ είναι ισοσκελές με μία γωνία του ίση με 60 , άρα είναι ισόπλευρο.

β) Επειδή  120  , το τόξο ΑΜΒ είναι 120 , οπότε το μη κυρτογώνιο τόξο ΑΒ είναι ίσο
με 240 . Η γωνία ΑΜΒ είναι εγγεγραμμένη στο μη κυρτογώνιο τόξο ΑΒ, άρα

 240 120
2

  


 . Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΜΑΒ έχουμε:

   120 180 60     

γ) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΡΕΒ  έχουν:
1)    πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΡΑΒ
2)   60     (τρίγωνο ΡΑΒ ισόπλευρο)
3)     γιατί  60  ,    60     

Από το κριτήριο ΓΠΓ τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΡΕΒ είναι ίσα.
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3803. Σε τετράγωνο ΑΒΓΔ προεκτείνουμε τη διαγώνιο ΒΔ (προς το Δ) κατά τμήμα
   . Έστω Μ το μέσο της ΑΔ και Ν το σημείο
τομής των ευθειών ΑΕ και ΓΔ.
α) Να αποδείξετε ότι    μ 6
β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΝΜΔ. μ 5
γ) Να αποδείξετε ότι:
i.    μ 7
ii.    μ 7

Λύση

α) Στο τρίγωνο ΕΑΒ το Δ είναι μέσο της ΕΒ και η ΔΝ είναι παράλληλη στην ΑΒ (απέναντι

πλευρές τετραγώνου), άρα το Ν είναι μέσο της ΑΕ και ισχύει ότι
2


  . Όμως

   και
2


  , άρα   

β) Το τρίγωνο ΝΜΔ είναι ορθογώνιο με    ,
δηλαδή είναι και ισοσκελές, άρα
  180 90 45

2


    
 



γ) i. Στο τρίγωνο ΑΔΕ τα Μ,Ν είναι μέσα δύο
πλευρών, άρα η ΜΝ είναι παράλληλη στην ΔΕ. Η
ΔΕ όμως είναι κάθετη στην ΑΓ αφού οι
διαγώνιες ενός  τετραγώνου είναι κάθετες, άρα  και    .

ii. Στο τρίγωνο ΑΝΓ τα ΝΜ και ΑΔ είναι ύψη του, άρα το σημείο τομής τους, δηλαδή το
Μ είναι ορθόκεντρο του τριγώνου. Οπότε και το ΓΜ είναι ύψος του τριγώνου, δηλαδή
   .

3813. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με   2 και τη γωνία Β αμβλεία. Από την
κορυφή Α φέρουμε την ΑΕ κάθετη στην ευθεία ΒΓ και έστω Μ,Ν τα μέσα των ΑΒ, ΔΓ
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:
α) Το τετράπλευρο ΜΒΓΝ είναι ρόμβος. μ 8
β) Το τετράπλευρο ΜΕΓΝ είναι ισοσκελές τραπέζιο. μ 9
γ) Η ΕΝ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΕΓ. μ 8

Λύση

α) Επειδή τα ΜΒ και ΝΓ είναι μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και
ΓΔ του παραλληλογράμμου, είναι μεταξύ τους ίσα και
παράλληλα, οπότε το ΜΒΓΝ είναι παραλληλόγραμμο.

Είναι
2

2 2
 

     , οπότε το παραλληλόγραμμο

ΜΒΓΝ έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες και είναι ρόμβος.

β) Αρχικά είναι   (1) αφού   .
Η ΕΜ τέμνει την ΑΒ, οπότε θα τέμνει και κάθε παράλληλη προς αυτή, άρα θα τέμνει και
την ΓΝ (2). Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΒ η ΕΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην

υποτείνουσα, άρα
2 2
 

     (3)

Από τις σχέσεις (1), (2) , (3)προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΜΕΓΝ είναι ισοσκελές τραπέζιο.
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3803. Σε τετράγωνο ΑΒΓΔ προεκτείνουμε τη διαγώνιο ΒΔ (προς το Δ) κατά τμήμα
   . Έστω Μ το μέσο της ΑΔ και Ν το σημείο
τομής των ευθειών ΑΕ και ΓΔ.
α) Να αποδείξετε ότι    μ 6
β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΝΜΔ. μ 5
γ) Να αποδείξετε ότι:
i.    μ 7
ii.    μ 7

Λύση

α) Στο τρίγωνο ΕΑΒ το Δ είναι μέσο της ΕΒ και η ΔΝ είναι παράλληλη στην ΑΒ (απέναντι

πλευρές τετραγώνου), άρα το Ν είναι μέσο της ΑΕ και ισχύει ότι
2


  . Όμως

   και
2


  , άρα   

β) Το τρίγωνο ΝΜΔ είναι ορθογώνιο με    ,
δηλαδή είναι και ισοσκελές, άρα
  180 90 45

2


    
 



γ) i. Στο τρίγωνο ΑΔΕ τα Μ,Ν είναι μέσα δύο
πλευρών, άρα η ΜΝ είναι παράλληλη στην ΔΕ. Η
ΔΕ όμως είναι κάθετη στην ΑΓ αφού οι
διαγώνιες ενός  τετραγώνου είναι κάθετες, άρα  και    .

ii. Στο τρίγωνο ΑΝΓ τα ΝΜ και ΑΔ είναι ύψη του, άρα το σημείο τομής τους, δηλαδή το
Μ είναι ορθόκεντρο του τριγώνου. Οπότε και το ΓΜ είναι ύψος του τριγώνου, δηλαδή
   .

3813. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με   2 και τη γωνία Β αμβλεία. Από την
κορυφή Α φέρουμε την ΑΕ κάθετη στην ευθεία ΒΓ και έστω Μ,Ν τα μέσα των ΑΒ, ΔΓ
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:
α) Το τετράπλευρο ΜΒΓΝ είναι ρόμβος. μ 8
β) Το τετράπλευρο ΜΕΓΝ είναι ισοσκελές τραπέζιο. μ 9
γ) Η ΕΝ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΕΓ. μ 8

Λύση

α) Επειδή τα ΜΒ και ΝΓ είναι μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και
ΓΔ του παραλληλογράμμου, είναι μεταξύ τους ίσα και
παράλληλα, οπότε το ΜΒΓΝ είναι παραλληλόγραμμο.

Είναι
2

2 2
 

     , οπότε το παραλληλόγραμμο

ΜΒΓΝ έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες και είναι ρόμβος.

β) Αρχικά είναι   (1) αφού   .
Η ΕΜ τέμνει την ΑΒ, οπότε θα τέμνει και κάθε παράλληλη προς αυτή, άρα θα τέμνει και
την ΓΝ (2). Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΒ η ΕΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην

υποτείνουσα, άρα
2 2
 

     (3)

Από τις σχέσεις (1), (2) , (3)προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΜΕΓΝ είναι ισοσκελές τραπέζιο.
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γ) Είναι
2


    , οπότε το τρίγωνο ΜΕΝ είναι

ισοσκελές και έχει  
1 1   .Όμως  

2 1   ως εντός εναλλάξ
των παραλλήλων ΜΝ, ΒΓ που τέμνονται από την ΝΕ, άρα
 

1 2   , οπότε η ΕΝ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΕΓ.

2851.Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με  / / ,    και    .
α) Αν τα μήκη των βάσεων είναι ΑΒ = 3x + 2,

ΓΔ = x + 2 και το μήκος της διαμέσου του
τραπεζίου είναι ΜΝ = x + 4, τότε να δείξετε
ότι x = 2. μ 12

β) Αν η γωνία Γ̂ είναι διπλάσια της γωνίας Β̂ , να υπολογίσετε τις γωνίες του τραπεζίου.
μ 13

Λύση

α) Γνωρίζουμε ότι η διάμεσος ισούται με το
ημιάθροισμα των βάσεων του τραπεζίου, άρα:

3 2 24 2 ( 4) 4 4
2 2

x x
x x x

     
          

2 8 4 4 2 4 2x x x x      

β) Το τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές  οπότε
 A B (1)  και     (2).
Το άθροισμα των γωνιών του τραπεζίου είναι
ίσο με 360 άρα

(1),(2)
ˆ ˆˆ ˆ 360 2        ˆ 2  ˆ 360   

ˆ ˆ2
ˆ ˆ ˆ ˆ180 2 180

 
          

ˆ ˆ3 180 60     .
Επομένως ˆ ˆ 60    και ˆˆ ˆ2 2 60 120        

4555.Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από το μέσο Μ του ΒΓ φέρουμε ευθύγραμμο τμήμα ΜΔ
ίσο και παράλληλο με το ΒΑ και ευθύγραμμο τμήμα ΜΕ ίσο και παράλληλο με το ΓΑ
(τα σημεία Δ και Ε είναι στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από το ΒΓ και το
σημείο Α.Να αποδείξετε ότι:
α) Τα σημεία Δ, Α, Ε είναι συνευθειακά. μ 10

β) Η περίμετρος του τριγώνου ΜΔΕ είναι ίση με την περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.
μ 9

γ) Όταν ένας καθηγητής έθεσε στους μαθητές
του το ερώτημα αν τα σημεία Δ, Α, Ε είναι
συνευθειακά,  ένας από αυτούς έκανε το
παρακάτω σχήμα και απάντησε ως εξής :
   1 1

ˆˆ
(εντός εναλλάξ των ΑΒ//ΜΔ που
τέμνονται από ΑΖ)

   2

ˆ ˆ
(εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη
των ΑΒ//ΜΔ που τέμνονται από ΔΕ)
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Όμως         1 3

ˆ
180 (άθροισμα

γωνιών του τριγώνου ΑΔΖ).
Άρα σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε:         1 2 3

ˆ ˆ ˆ
180 .

Οπότε Δ,Α,Ε συνευθειακά.
Όμως ο καθηγητής είπε ότι υπάρχει λάθος στο συλλογισμό. Μπορείτε να
εντοπίσετε το λάθος του μαθητή; μ 6

Λύση

α) / /  οπότε το τετράπλευρο ΒΑΔΜ
είναι παραλληλόγραμμο και ΑΔ// =ΒΜ.
Όμοια ΜΕ//= ΓΑ οπότε το τετράπλευρο
ΑΓΜΕ είναι παραλληλόγραμμο και
ΑΕ// =ΜΓ.
Από το Α έχουμε ΑΕ // ΒΓ και ΑΔ// ΒΓ άρα
τα σημεία Δ,Α,Ε είναι συνευθειακά.

β) αν Π η περίμετρος του τριγώνου ΜΕΔ και Π1
η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ τότε

1                  

γ) Το λάθος υπάρχει στον συλλογισμό 2
ˆ ˆ   γιατί χρησιμοποιεί την ΔΑΕ σαν ευθεία

χωρίς να γνωρίζει αν τα σημεία Δ,Α,Ε είναι συνευθειακά.

4614.Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ και τυχαίο σημείο Ε στην
πλευρά ΔΓ. Φέρουμε τη διχοτόμο ΑΖ της γωνίας ΕΑΒ και τη
ΔΗ κάθετη από το Δ προς την ΑΖ, η οποία τέμνει την ΑΕ

στο Μ και την ΑΒ στο Ν.Να αποδείξετε ότι:
α) Τα τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ είναι ίσα. μ 8
β) ΑΜ=ΑΝ και ΔΕ=ΕΜ. μ 10
γ) ΑΕ=ΔΕ+ΒΖ μ 7

Λύση

α) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ.
Έχουν:
i) ΑΔ=ΑΒ (πλευρές τετραγώνου)
ii) ˆ ˆ   (οξείες γωνίες με πλευρές κάθετες)
Επομένως είναι ίσα.

β) Στο τρίγωνο ΑΜΝ η ΑΗ είναι διχοτόμος και ύψος
άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές, άρα ΑΜ=ΑΝ (1).
Στο τρίγωνο ΔΕΜ : ˆ ˆ   (ως εντός εναλλάξ
των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ που
τέμνονται από τη ΔΝ) και ˆ ˆ   (κατακορυφήν
γωνίες ). Επειδή όμως ˆ ˆ   (ισοσκελές τρίγωνο
ΑΜΝ) θα είναι ίσες και οι γωνίες ˆ ˆ,  .
Επομένως το τρίγωνο ΑΜΝ είναι ισοσκελές και ΔΕ=ΕΜ (2)

γ)
(1),(2)

 


           
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Όμως         1 3

ˆ
180 (άθροισμα

γωνιών του τριγώνου ΑΔΖ).
Άρα σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε:         1 2 3

ˆ ˆ ˆ
180 .

Οπότε Δ,Α,Ε συνευθειακά.
Όμως ο καθηγητής είπε ότι υπάρχει λάθος στο συλλογισμό. Μπορείτε να
εντοπίσετε το λάθος του μαθητή; μ 6

Λύση

α) / /  οπότε το τετράπλευρο ΒΑΔΜ
είναι παραλληλόγραμμο και ΑΔ// =ΒΜ.
Όμοια ΜΕ//= ΓΑ οπότε το τετράπλευρο
ΑΓΜΕ είναι παραλληλόγραμμο και
ΑΕ// =ΜΓ.
Από το Α έχουμε ΑΕ // ΒΓ και ΑΔ// ΒΓ άρα
τα σημεία Δ,Α,Ε είναι συνευθειακά.

β) αν Π η περίμετρος του τριγώνου ΜΕΔ και Π1
η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ τότε

1                  

γ) Το λάθος υπάρχει στον συλλογισμό 2
ˆ ˆ   γιατί χρησιμοποιεί την ΔΑΕ σαν ευθεία

χωρίς να γνωρίζει αν τα σημεία Δ,Α,Ε είναι συνευθειακά.

4614.Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ και τυχαίο σημείο Ε στην
πλευρά ΔΓ. Φέρουμε τη διχοτόμο ΑΖ της γωνίας ΕΑΒ και τη
ΔΗ κάθετη από το Δ προς την ΑΖ, η οποία τέμνει την ΑΕ

στο Μ και την ΑΒ στο Ν.Να αποδείξετε ότι:
α) Τα τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ είναι ίσα. μ 8
β) ΑΜ=ΑΝ και ΔΕ=ΕΜ. μ 10
γ) ΑΕ=ΔΕ+ΒΖ μ 7

Λύση

α) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ.
Έχουν:
i) ΑΔ=ΑΒ (πλευρές τετραγώνου)
ii) ˆ ˆ   (οξείες γωνίες με πλευρές κάθετες)
Επομένως είναι ίσα.

β) Στο τρίγωνο ΑΜΝ η ΑΗ είναι διχοτόμος και ύψος
άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές, άρα ΑΜ=ΑΝ (1).
Στο τρίγωνο ΔΕΜ : ˆ ˆ   (ως εντός εναλλάξ
των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ που
τέμνονται από τη ΔΝ) και ˆ ˆ   (κατακορυφήν
γωνίες ). Επειδή όμως ˆ ˆ   (ισοσκελές τρίγωνο
ΑΜΝ) θα είναι ίσες και οι γωνίες ˆ ˆ,  .
Επομένως το τρίγωνο ΑΜΝ είναι ισοσκελές και ΔΕ=ΕΜ (2)

γ)
(1),(2)

 


           
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           
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4741.Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με    .  Στην
προέκταση της ΑΒ (προς το Β) θεωρούμε σημείο
Ε  έτσι  ώστε     ΑΕ=ΑΓ.  Στην  πλευρά  ΑΓ
θεωρούμε  σημείο  Δ  έτσι  ώστε    .
Αν τα τμήματα ΔΕ και ΒΓ τέμνονται στο Κ και η
προέκταση της ΑΚ τέμνει την ΕΓ στο  Μ, να
αποδείξετε ότι:
α)    μ 6
β)    μ 7
γ) Η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας Α.         μ 6
δ) Η ΑΜ είναι μεσοκάθετος της ΕΓ.              μ 6

Λύση

α) To τρίγωνο ΕΑΓ είναι ισοσκελές (ΑΕ=ΑΓ)
οπότε ˆ ˆ   (1).
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΒΕΓ και ΔΕΓ
Έχουν :
i)   ΕΓ κοινή
ii) BE=ΔΓ (διαφορές των ίσων τμημάτων

ΑΕ,ΑΒ και ΑΓ,ΑΔ αντίστοιχα)
iii) ˆ ˆ   από σχέση (1)
Άρα (Π-Γ-Π) τα τρίγωνα ΒΕΓ και ΔΕΓ είναι
ίσα οπότε έχουν και ΒΓ=ΔΕ

β) To τρίγωνο ΕΚΓ είναι ισοσκελές( ˆ ˆ  
από την ισότητα των τριγώνων ΒΕΓ και

ΔΕΓ) οπότε ΕΚ=ΚΓ (2)
Τα τρίγωνα ΒΕΚ και ΔΚΓ έχουν:
i)   ΕΚ=ΚΓ  (από τη σχέση (2))
ii) BE=ΔΓ (διαφορές των ίσων τμημάτων

ΑΕ,ΑΒ και ΑΓ,ΑΔ αντίστοιχα)
iii) ˆ ˆ   (διαφορές των ίσων γωνιών ˆ ˆ,  και ˆ ˆ,  αντίστοιχα)

Άρα (Π-Γ-Π) τα τρίγωνα ΒΕΚ και ΔΚΓ είναι ίσα, οπότε είναι και ΒΚ=ΚΔ.

γ) Τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΑΚΔ έχουν τρείς πλευρές ίσες μία προς μία (ΒΚ=ΚΔ,ΑΚ κοινή
και ΑΒ=ΑΔ) άρα είναι ίσα.
Επομένως ˆ ˆ   οπότε η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας ̂ .

δ) Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές και η ΑΜ διχοτόμος της γωνίας ̂ άρα η ΑΜ είναι
μεσοκάθετος της ΕΓ.

4778.Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ>ΒΓ και Β<90° θεωρούμε σημείο Ζ στην
προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) τέτοιο ώστε ΓΖ=ΒΓ. Αν Ε είναι σημείο της ΑΒ, τέτοιο
ώστε ΕΓ=ΓΒ, να αποδείξετε ότι:
α) Η γωνία ΒΕΖ είναι ορθή. μ 8
β) Το τετράπλευρο ΑΕΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο. μ 8
γ) Το τετράπλευρο ΑΓΖΔ είναι παραλληλόγραμμο. μ 9

Λύση

α ) Αφού ΓΖ=ΒΓ το Γ μέσο της ΒΖ.
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2


    (διάμεσος ίση με το μισό

απέναντι πλευράς), οπότε το τρίγωνο ΖΕΒ
είναι ορθογώνιο.

β) ΑΕ// ΔΓ και  η ΕΓ τέμνει την ΒΓ άρα θα
τέμνει και την παράλληλη της ΑΔ.
Οπότε το ΑΕΓΔ είναι τραπέζιο .
Αλλά ΑΔ=ΒΓ(απέναντι πλευρές
παραλληλογράμμου) και    , άρα
   ,οπότε το ΑΕΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

γ) ΑΔ // = ΓΖ  άρα το ΑΓΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.

4794. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ    90 με ΒΔ

διχοτόμο  και ΑΚ ύψος ,που τέμνονται στο Ε.Η κάθετη
από το Ε στην ΑΒ τέμνει τις ΑΒ και ΒΓ στα Η και Ζ
αντίστοιχα.
α) Να αποδείξετε ότι :

i) Τα τρίγωνα ΕΗΑ και ΕΚΖ είναι ίσα. μ 6
ii) To τρίγωνο ΒΚΗ είναι ισοσκελές. μ 6
iii) Η ΒΔ είναι κάθετη στην ΑΖ. μ 7

β) Αν επιπλέον το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι
ισοσκελές,να  αποδείξετε ότι η ΓΕ είναι διχοτόμος της

γωνίας 
ˆ

. μ 6
Λύση

α) i) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΕΗΑ και ΕΚΖ .Έχουν:
 ˆ ˆ   (κατακορυφήν)
 ΗΕ=ΕΚ ( Ε σημείο της διχοτόμου ΑΔ και ΕΗ,ΕΚ

αποστάσεις από τις πλευρές της γωνίας ̂
Άρα τα τρίγωνα ΕΗΑ και ΕΚΖ είναι ίσα.

ii) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα BΕΗ και BΕΚ .
Έχουν:
 ˆ ˆ   (ΒΔ διχοτόμος)
 ΗΕ=ΕΚ
Άρα τα τρίγωνα BΕΗ και BΕΚ είναι ίσα, οπότε είναι
και ΒΗ=ΒΚ .
Επομένως το τρίγωνο ΒΚΗ είναι ισοσκελές

iii) Στο τρίγωνο ΑΒΖ το σημείο Ε είναι ορθόκεντρο
(σημείο τομής των υψών ΑΚ,ΖΗ) οπότε και το ΑΘ
είναι ύψος αφού διέρχεται από το Ε.
Άρα η ΑΕ είναι κάθετη στην ΑΖ

β) Στην περίπτωση αυτή το ΑΚ είναι ύψος άρα και
διχοτόμος.
Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Ε είναι σημείο τομής των
διχοτόμων ΑΚ και ΒΔ άρα είναι έγκεντρο.
Η ΓΕ διέρχεται από το Ε άρα είναι είναι διχοτόμος της γωνίας ̂ .

9
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4808 Δίνονται δυο ίσα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ
(ΑΒ=ΑΓ) και ΑΒΔ (ΒΑ=BΔ), τέτοια ώστε οι πλευρές
τους ΑΓ και ΒΔ να τέμνονται κάθετα στο σημείο
Ε, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Τα  σημεία
Κ  και  Λ  είναι  τα μέσα των  τμημάτων  ΑΔ  και

ΒΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:
α)  ΕΔ=ΕΓ . μ 7
β) ΔΓ//ΑΒ .

μ 8
γ) Το τρίγωνο ΕΚΛ είναι ισοσκελές και ΚΛ//ΑΒ.

μ 10
Λύση

α) Αφού τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΔ είναι ίσα ισχύει
ότι: ˆ ˆ   (1) και ΑΔ=ΒΓ (2)
Το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ισοσκελές από την
σχέση (1)  οπότε ΑΕ=ΕΒ, άρα και ΕΓ=ΕΔ (σαν
διαφορές των ίσων τμημάτων ΑΓ,ΑΕ και ΒΔ,ΔΕ

αντίστοιχα).

β) Το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές
(ΕΔ=ΕΓ) οπότε ˆ 45  .Επίσης από το
ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΕΒ (ΑΕ=ΕΒ)
έχουμε ˆ 45  .
Οι ΑΒ,ΓΔ τεμνόμενες από την ΒΔ σχηματίζουν δύο
εντός εναλλάξ γωνίες ίσες άρα είναι παράλληλες.

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΑ η ΕΚ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα οπότε :
2


  .

Όμοια
2


  .Επομένως ΚΕ=ΕΛ αφού ΑΔ=ΒΓ άρα το τρίγωνο ΕΚΛ είναι ισοσκελές.

ΑΒ//ΔΓ  και ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ45 45 90 180           

άρα ΑΒΓΔ τραπέζιο .
ΚΛ διάμεσος του τραπεζίου οπότε ΚΛ//ΑΒ.

6876. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΓΒ (ΑΓ=ΓΒ). Φέρουμε τα ύψη του ΑΚ και ΓΛ. Αν
Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΓ, να αποδείξετε ότι:
α) Tο τρίγωνο ΚΕΛ είναι ισοσκελές. μ 10
β) H ΚΛ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΚΕ. μ 15

Λύση

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΓ η ΚΕ είναι
διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα

άρα
2


  .Όμοια στο ορθογώνιο τρίγωνο

ΓΛΑ :
2


  .Επομένως  ΚΕ=ΛΕ και το

τρίγωνο ΚΕΛ είναι ισοσκελές .

β) Στο τρίγωνο ΓΑΒ τα Ε,Λ είναι μέσα οπότε
/ /  και ˆ ˆ   (1) (ως εντός
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εναλλάξ των παραλλήλων ΕΛ και ΒΓ που
τέμνονται από την ΚΛ).
Από το α) ερώτημα ˆ ˆ   (2) (τρίγωνο
ΕΚΛ ισοσκελές).
Από (1),(2) ˆ ˆ   .Επομένως η ΚΛ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆ .

13527. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και μβ, μγ οι διάμεσοι του τριγώνου που αντιστοιχούν στις
πλευρές
β και γ αντίστοιχα.Δίνεται η ακόλουθη πρόταση:

Π: Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με β=γ, τότε οι διάμεσοι μβ, μγ είναι ίσες.
α) Να εξετάσετε αν ισχύει η πρόταση Π, αιτιολογώντας την απάντησή σας. μ 10
β) Να διατυπώσετε την αντίστροφη πρόταση της Π και να εξετάσετε αν ισχύει

αιτιολογώντας την απάντησή σας. μ 10
γ) Στην περίπτωση που οι δυο προτάσεις, η Π και η αντίστροφή της ισχύουν, να τις

διατυπώσετε ως ενιαία πρόταση. μ 5
Λύση

α) Συγκρίνω τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΒΕΓ .
 ΒΔ=ΕΓ(μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και
ΑΓ

του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ)
 ΒΓ κοινή πλευρά
 ˆ ˆ   (προσκείμενες στη βάση ΒΓ του

ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ)
Άρα (Π-Γ-Π) τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΒΕΓ είναι ίσα
και ΒΕ=ΓΔ (    )

β) Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ οι διάμεσοι
,   είναι  ίσες τότε το τρίγωνο είναι

ισοσκελές με β=γ.
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΔΖΒ και ΕΖΓ

 ΔΖ=ΖΕ( 1 1
3 3

       )

 ΒΖ=ΓΖ ( 2 2
3 3

       )

 ˆ ˆ   (κατά κορυφήν)
Άρα τα τρίγωνα ΔΖΒ και ΕΖΓ είναι ίσα
και 2 2         .
Επομένως το τρίγωνο ΑΒΓ είναι
ισοσκελές.

γ) Τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές  με β=γ αν και μόνο αν οι διάμεσοι μβ,μγ είναι ίσες.
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