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25 Θεώρημα Μέσης Τιμής (Θ.Μ.Τ.) 

 

 

23. α) Η f είναι συνεχής στο  1, 2  ως πολυωνυμική και παραγωγίσιμη στο  

 1, 2  με παράγωγο  f x 1 2x   οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ άρα 

υπάρχει  ξ 1,2  τέτοιο, ώστε:      
3

f ξ f 2 f 1 1 2ξ 2 0 ξ
2

          . 

β) Είναι      
x 1 x 1
lim f x 0 lim f x f 1

  
    οπότε η f είναι συνεχής στο 1. 

Η f είναι συνεχής στο     0,1 , 1,2  σαν πολυωνυμική οπότε είναι συνεχής στο 

 0,2 .Επίσης 
     2

x 1 x 1 x 1

x x 1f x f 1 x x
lim lim lim

x 1 x 1    

 
 

  x 1
1,

       2

x 1 x 1 x 1

x 2 x 1f x f 1 x 3x 2
lim lim lim

x 1 x 1    

     
 

  x 1
1 άρα  είναι 

παραγωγίσιμη στο 1, οπότε είναι παραγωγίσιμη στο  0,2  με παράγωγο 

 
2x 1,0 x 1

f x
2x 3,1 x 2

  
  

   
 επομένως ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ άρα 

υπάρχει  ξ 0,2  τέτοιο, ώστε:      f ξ f 2 f 0 0    . 

Για  ξ 0,1  είναι  
1

f ξ 0 2ξ 1 0 2ξ 1 ξ
2

          δεκτό. 

Για  ξ 1,2  είναι  
3

f ξ 0 2ξ 3 0 2ξ 3 ξ
2

           δεκτό. 

 

24. Η ευθεία ε είναι η y=x με συντελεστή διεύθυνσης λ =1. Ικανοποιούνται οι 

υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την f οπότε υπάρχει 

   
   

ε

f 5 f 1 9 5
ξ 1,5 : f ξ 1 λ

5 1 4

 
    


, οπότε υπάρχει εφαπτομένη της 

fC παράλληλη στην ε. 

 

25. Η ε διέρχεται από την αρχή Ο των αξόνων και από το σημείο (1,5), οπότε  

έχει εξίσωση ε : y 5x  

H f δέχεται εφαπτομένη 1ε κάθετη στην ε, αν και μόνο αν υπάρχει σημείο της 

fC με τετμημένη ξ στο (1,6) τέτοιο ώστε    ε

1
f ξ λ 1 f ξ

5
       . 

Η f είναι συνεχής στο  1,6  και παραγωγίσιμη στο  1,6 , επομένως ισχύουν οι  

Άμεση εφαρμογή του Θ.Μ.Τ.- Γεωμετρική ερμηνεία 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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υποθέσεις του Θ.Μ.Τ οπότε υπάρχει  ξ 1,6 τέτοιο, ώστε:  

 
   f 6 f 1 3 4 1

f ξ
6 1 5 5

 
    


. Η εφαπτομένη ευθεία της fC  στο σημείο

  Μ ξ,f ξ  είναι κάθετη στην ε ,οπότε  υπάρχει σημείο στο οποίο η 

εφαπτομένη της Cf να είναι κάθετη στην (ε). 

 

26. Έστω  S t  η συνάρτηση θέσης του αυτοκινήτου και  u t  η συνάρτηση της  

ταχύτητας, όπου t ο χρόνος σε ώρες.  

Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την S(t) στο  0,3  οπότε υπάρχει 

 0t 0,3  τέτοιο ώστε  
   

 0 0

S 3 S 0 300
S t u t 100

3 0 3


    


 km/h 

 

 

27. Η ευθεία 1ε είναι παράλληλη στον x΄xάρα έχει εξίσωση y=1 με συντελεστή  

διεύθυνσης λ1 = 0.Επειδή εφάπτεται της fC στο Β, είναι   1f 2 λ 0   . Η 

ευθεία 2ε διέρχεται από τα σημεία Ο και (1,1) άρα έχει εξίσωση y = x με 

συντελεστή διεύθυνσης 2λ 1 .Εφάπτεται της fC στο Ο οπότε είναι 

  2f 0 λ 1   . Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f   στο  0,2  οπότε 

υπάρχει  ξ 0,2 :  
   f 2 f 0 1

f ξ 0
2 0 2

 
    


.  

 

28. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f στο  0,1  οπότε υπάρχει  

 0x 0,1  τέτοιο ώστε  
   

     0

f 1 f 0
f x f 1 f 0 f ξ

1 0


    


. 

Έστω ότι η f   είναι γνησίως μονότονη .Τότε είναι 1-1 οπότε από τη σχέση 

   0f ξ f x   έχουμε 0ξ x  άτοπο αφού  ξ α,β . 

 

29. α) Έστω u η συνάρτηση της ταχύτητας. 

Τότε     1 2u t 20km / h,u t 15km / h   και  3u t 20km / h . 

Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την  u σε καθένα από τα διαστήματα 

 1 2t , t ,  2 3t , t  οπότε υπάρχουν  4 1 2t t , t  και  5 2 3t t , t  τέτοια ώστε 

 
   

 2 1

4 4

2 1 2 1

u t u t 5
u t α t 0

t t t t


     

 
 αφού 1 2t t   , 

 
   

 3 2

5 4

3 2 3 2

u t u t 10
u t α t 0

t t t t


    

 
 αφού 2 3t t . 

Αυξημένης δυσκολίας 
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Άρα υπάρχουν χρονικές στιγμές 4 5t , t  κατά τις οποίες αντίστοιχα επιβραδύνει , 

επιταχύνει. 

β) Η συνάρτηση της επιτάχυνσης    α t u t  είναι συνεχής στο  4 5t , t  

   4 5α t α t 0   οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano άρα  

υπάρχει  6 4 5t t , t  τέτοιο ώστε  6α t 0 . 

 

 

30. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f στο  0,2 οπότε υπάρχει 

 ξ 0,2 :  
     f 2 f 0 f 2

f ξ
2 2


   .  Είναι 

 
 

 
f 2

f ξ 2 2 f 2 4
2

      . 

 

31. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f στο  2,5 οπότε υπάρχει 

 ξ 0,2 :  
     f 5 f 2 f 5 3

f ξ
3 3

 
   .  Είναι 

 
 

   
f 5 3

f ξ 4 4 f 5 3 12 f 5 15
3


         . 

 

 

32. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f  στα διαστήματα    0,1 , 1,2 οπότε 

υπάρχουν  1x 0,1 ,  2x 1,2 , τέτοια, ώστε 

 
   

 1

f 1 f 0
f x f 1

1 0


  


 και  

   
 2

f 2 f 1
f x 4 f 1

2 1


   


. Είναι 

     1f x 2 f 1 2 1     και    2f x 2 4 f 1 2       f 1 2 (2). Από 

τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι   f 1 2 . 

 

33. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για τις f,g  στο διάστημα  0,1  οπότε 

υπάρχουν    1 2x 0,1 , x 0,1 :    

 
   

 1

f 1 f 0
f x f 1 1

1


     και  

   
 2

g 1 g 0
g x 2 g 0

1


     .Είναι 

       12 f x 5 2 f 1 1 5 3 f 1 6 1         , 

        24 g x 7 4 2 g 0 7 2 g 0 5 2          .  Με πρόσθεση των 

σχέσεων (1),(2) έχουμε    5 f 1 g 0 11    . 

Σχέσεις για τιμές συνάρτησης 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 

 

 

 

 

 

 

Διαμερισμός διαστήματος 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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                                                                                Θεώρημα Μέσης τιμής 

 

92 

 

 

 

34. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f σε καθένα από τα διαστήματα  

     0,3 , 3,6 , 6,9 οπότε υπάρχουν      1 2 3ξ 0,3 ,  ξ 3,6 ,  ξ 6,9    τέτοια,  

ώστε  
   

1

f 3 f 0
f ξ

3


   (1),  

   
2

f 6 f 3
f ξ

3


   (2) και 

 
   

3

f 9 f 6
f ξ

3


    (3).Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (1), (2), (3), 

προκύπτει:      
           

1 2 3

f 3 f 0 f 6 f 3 f 9 f 6
f ξ f ξ f ξ 0

3

    
      . 

 

35. Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχουν  1 2 1 2x , x 1,3 με x x  , τέτοια, ώστε  

   1 2f x f x 6    . Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ 

σε καθένα από τα διαστήματα  1, 2  και  2,3 ,οπότε υπάρχουν  1x 1,2  και 

 2x 2,3 ,τέτοια ώστε :     
   

 1

f 2 f 1
f x f 2 9

2 1


   


 και 

 
   

 2

f 3 f 2
f x 3 f 2

3 2


   


.Είναι : 

       1 2f ξ f ξ f 2 9 3 f 2 6         . 

 

36. Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ σε καθένα από τα 

διαστήματα      1,3 , 3,6 , 6,10 οπότε υπάρχουν 

     1 2 3ξ 1,3 ,  ξ 3,6 ,  ξ 6,10    τέτοια, ώστε  
   

1

f 3 f 1
f ξ

2


    

     12f ξ f 3 f 1     (1),  
   

     2 2

f 6 f 3
f ξ 3f ξ f 6 f 3

3


      (2) και

 
   

3

f 10 f 6
f ξ

4


          34f ξ f 10 f 6     (3).Προσθέτοντας κατά 

μέλη τις σχέσεις (1), (2), (3), προκύπτει:  

       1 2 32f ξ 3f ξ 4f ξ f 3        f 1 f 6   f 3    f 10 f 6    

     1 2 32f ξ 3f ξ 4f ξ 4 9 5         

 

37. Η f είναι συνεχής στα [1,4], [4, 6] και παραγωγίσιμη στα    1,4 , 4,6 , οπότε  
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ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ. άρα υπάρχουν    1 2ξ 1,4 , ξ 4,6   τέτοια, 

ώστε  
   

   1 1

f 4 f 1
f ξ 3f ξ f 4 1

3


      και 

 
   

   2 2

f 6 f 4
f ξ 2f ξ 2 f 4

2


     . Είναι 

       1 23f ξ 2f ξ f 4 1 2 f 4 1       . 

 

 

38. α) Επειδή η f είναι συνεχής στο  1,1  και    f 1 3 f 1   , ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών υπάρχει  ξ 1,1   τέτοιο, ώστε 

 f ξ 3 . 

β) Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ σε καθένα από τα διαστήματα  1,ξ  και 

 ξ,1 ,  οπότε  υπάρχουν  1ξ 1,ξ  και  2ξ ξ,1  τέτοια, ώστε:

 
   

 
1

1

f ξ f 1 3 1 2 1 ξ 1
f ξ

ξ 1 ξ 1 ξ 1 f ξ 2

   
     

  
   και  

 
   

 
2

2

f 1 f ξ 5 3 2 1 1 ξ
f ξ

1 ξ 1 ξ 1 ξ f ξ 2

  
     

  
. 

 Οπότε 
   1 2

1 1 ξ 1 1 ξ ξ 1 1 ξ
1

f ξ f ξ 2 2 2

    
    

 
. 

γ) Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ  για την f σε καθένα από τα διαστήματα 

 1,0  και  0,1 οπότε  υπάρχουν  1x 1,0   και  2x 0,1  τέτοια, ώστε:

 
   

 1

f 0 f 1
f x f 0 1

0 1

 
   


  και   

   
 2

f 1 f 0
f x 5 f 0

1 0


   


. Είναι 

1 21 x 0 x 1     , η f   είναι γνησίως φθίνουσα στο   1,1  οπότε  έχουμε:

           1 2f x f x f 0 1 5 f 0 2f 0 6 f 0 3          . 

 

39. α) H f είναι συνεχής στο  1,9  και    f 1 6 f 9  , οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών άρα υπάρχει  1x 1,9  τέτοιο, 

ώστε  1f x 6 .Επίσης  η  f είναι συνεχής στο  1x ,9  και    1f x 10 f 9  , 

οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών άρα υπάρχει 

 2 1x x ,9  τέτοιo, ώστε  2f x 10 . 

β) Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ  για την f σε καθένα από τα διαστήματα  

Αυξημένης δυσκολίας 
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     1 1 2 21, x , x , x , x ,10  άρα υπάρχουν      1 1 2 1 2 3 2ξ 1, x , ξ x , x , ξ x ,10    

τέτοια, ώστε:  
   

 
1 1

1

1 1 1

f x f 1 x 14 1
f ξ

x 1 x 1 f ξ 4

 
    

 
 , 

 
   

 
2 1 2 1

2

2 1 2 1 2

f x f x x x4 1
f ξ

x x x x f ξ 4

 
    

 
 και 

 
   

 
2 2

3

2 2 3

f 9 f x 9 x4 1
f ξ

9 x 9 x f ξ 4

 
    

 
. 

Με πρόσθεση των σχέσεων κατά μέλη, έχουμε 
     1 2 3

1 1 1
2

f ξ f ξ f ξ
  

  
. 

γ) Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ  για την f σε καθένα από τα διαστήματα 

   1,5 , 5,9  οπότε  υπάρχουν  4ξ 1,5  και  5ξ 5,9  τέτοια, ώστε:   

 
     

4

f 5 f 1 f 5 2
f ξ

4 4

 
    και  

     
5

f 9 f 5 14 f 5
f ξ

4 4

 
   .Είναι 

   
   f

4 5 4 5

f 5 2 14 f 5
ξ ξ f ξ f ξ

4 4

  
      

1

 

       f 5 2 14 f 5 2f 5 16 f 5 8       . 

 

40. α) H f είναι συνεχής στο  0,10  και    f 0 4 f 10  , οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών άρα υπάρχει  1x 0,10  τέτοιο, 

ώστε  1f x 4 .Επίσης  η  f είναι συνεχής στο  1x ,10  και    1f x 10 f 10  , 

οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών άρα υπάρχει 

 2 1x x ,10  τέτοιo, ώστε  2f x 10 . 

β) Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ  για την f σε καθένα από τα διαστήματα 

     1 1 2 20, x , x , x , x ,10  άρα υπάρχουν 

     1 1 2 1 2 3 2ξ 0, x , ξ x , x , ξ x ,10    τέτοια, ώστε:

 
   

   
1 1 1

1

1 1 1 1

f x f 0 x x4 1 2
f ξ

x x f ξ 4 f ξ 2


      

 
 , 

 
   

   
2 1 2 1 2 1

2

2 1 2 1 2 2

f x f x x x x x6 1 3
f ξ

x x x x f ξ 6 f ξ 2

  
      

  
 και 

 
   

   
2 2 2

3

2 2 3 3

f 10 f x 10 x 10 x10 1 5
f ξ

10 x 10 x f ξ 10 f ξ 2

  
      

  
. 
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Με πρόσθεση των σχέσεων κατά μέλη, έχουμε 
     1 2 3

2 3 5
5

f ξ f ξ f ξ
  

  
. 

 

 

41. Παρατηρούμε ότι η fC  έχει τρία κοινά σημεία με την y x ,  το Ο(0,0) και  

2 ακόμη .Έστω   Α α,f α ,   Β β,f β  με 0 α β   και  f α α  ,  f β β  

τα δύο αυτά σημεία. 

Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ  για την f σε καθένα από τα διαστήματα  0,α  

και  α,β  οπότε υπάρχουν  1ξ 0,α  και  2ξ α,β  τέτοια ώστε 

 
   

1

f α f 0 α
f ξ 1

α 0 α


   


 και  

   
2

f β f α β α
f ξ 1

β α β α

 
   

 
. Άρα η f   

δύο κοινά σημεία με την y 1 οπότε έχει γραφική παράσταση την 1C  . 

 Η f   είναι συνεχής στο  1 2ξ ,ξ  , παραγωγίσιμη στο  1 2ξ ,ξ άρα ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle οπότε υπάρχει  3 1 2ξ ξ ,ξ  τέτοιο ώστε 

 3f ξ 0  . Άρα η f   έχει σημείο τομής με θετική τετμημένη με τον άξονα x΄x 

αφού 3 1ξ ξ 0   οπότε έχει γραφική παράσταση την 4C .  

 

42. α) Έστω ότι η 2 fC C . Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.M.T.για την g 

σε καθένα από τα διαστήματα  α,0 ,  0,β  με α 0 β   οπότε υπάρχουν 

 1ξ α,0  και  2ξ 0,β  τέτοια ώστε 

 
         2 2 2

1

g 0 g α f 0 f α f α
g ξ 0

0 α α α

 
    

 
 και 

 
         2 2 2

2

g β g 0 f β f 0 f β
g ξ 0

β 0 β β

 
    


 άτοπο γιατί οι 1C , 3C  δεν 

αλλάζουν πρόσημο άρα δεν μπορούν  να είναι η γραφική παράσταση της g . 

Έστω ότι 3 fC C . Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του για την g στο διάστημα 

 0,β  με β 0  οπότε  υπάρχει  1ξ 0,β  τέτοιο ώστε 

 
       2 2

1

g β g 0 f β f 0
g ξ 0

β 0 β

 
   


 γιατί    f 0 f β 0   άρα 

   2 2f β f 0  άτοπο όπως φαίνεται από τη γραφική παράσταση της.. 

Άρα η 1 fC C . 

β) 1ος τρόπος: Η g είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο      g x 2f x f x  . 

Εύρεση f, f ΄μέσα από σχήμα με χρήση του Θ.Μ.Τ 

ρίζα 

 

απαγωγής 

 

 

 

 

 

 



                                                                                Θεώρημα Μέσης τιμής 

 

96 

 

Είναι      g 0 2f 0 f 0 0   οπότε 
2 gC C  . 

2ος τρόπος: 

 Αφού 1 fC C  τότε υπάρχουν α 0 β   τέτοια ώστε    f α f β οπότε 

       2 2f α f β g α g β   . 

Η g συνεχής στο  α,β ,παραγωγίσιμη στο  α,β με παράγωγο 

     g x 2f x f x   άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle οπότε 

υπάρχει  ξ α,β  τέτοιο ώστε  g ξ 0   άρα 
2 gC C  . 

3ος τρόπος: 1 fC C . Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.M.T.για την f στο 

διάστημα  0,β  με β 0  οπότε υπάρχει  1ξ 0,β  τέτοιο ώστε 

 
         2 2 2

1

g β g 0 f β f 0 f β
g ξ 0

β 0 β β

 
    


 άρα 

2 gC C  . 

 

43. α) Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του για την ΘΜΤ για την f στο  1, x , x 1  

άρα υπάρχει  ξ 1, x τέτοιο ώστε  
   

 
 f x f 1 f x

f ξ f ξ
x 1 x 1


    

 
 

 
 

   
f x

f ξ f ξ g x
1 x

      


. 

β) Για κάθε x 1  είναι  
    

 
2

f x 1 x f x
g x

1 x

  
 


. 

Από το προηγούμενο ερώτημα είναι  
 f x

f ξ
1 x

   


     f x 1 x f ξ     άρα  
      

 
2

f x 1 x 1 x f ξ
g x

1 x

   
  



 1 x


    

 
2

f x f ξ

1 x

 



   f x f ξ

1 x

 



 

Αν 1 fC C   τότε είναι        
f

1 ξ x f ξ f x f x f ξ 0


         
1

. 

Άρα για κάθε x 1  είναι  g x 0   άτοπο όπως φαίνεται από τη γραφική της 

παράσταση. Άρα 2 fC C   και 1 gC C  . 

 

44. Είναι      f 0 f 0 f 0 0     σε κάθε περίπτωση. 

α) Έστω ότι 3 fC C  . Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ για την f  στο 
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 0,1  οπότε υπάρχει  1ξ 0,1  τέτοιο ώστε  
   

 1

f 1 f 0
f ξ f 1

1 0


  


 άτοπο  

αφού οι 1C , 2C δεν τέμνουν την 3C  . 

Έστω ότι 3 fC C  . Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ για την  f  στο 

 0,1  οπότε υπάρχει  2ξ 0,1  τέτοιο ώστε  
   

 1

f 1 f 0
f ξ f 1

1 0

 
  


 

πράγμα άτοπο όποια από τις 1C , 2C  και να είναι η f  . 

Άρα η 3C  παριστάνει την f. 

β) για την f  στο  0, x ,  x 0,1  οπότε υπάρχει  ξ 0, x  τέτοιο ώστε 

 
   

 
 

   
f x f 0 f x

f ξ f ξ f x x f ξ
x 0 x


      


. 

γ) Έστω ότι 2 fC C   τότε  0f 0, x1  και  0f x ,12 . 

Για κάθε    
 

   
x 0,1f

00 x ξ x 1 f ξ f 0 0 x f ξ 0 f x 0


            
2

  

άτοπο γιατί  f x 0  για κάθε  x 0,1 . 

Άρα η 1C  παριστάνει την f   και η 2C  την f  . 

 

45. α) Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ για την f σε καθένα από τα 

διαστήματα  0,1 ,  1, 2 οπότε  υπάρχουν  1ξ 0,1  και  2ξ 1,2  τέτοια ώστε  

 
   

 1

f 1 f 0
f ξ f 0

1 0


   


 και  

   
 2

f 2 f 1
f ξ f 2

2 1


  


 

Είναι            2 1f 0 f 2 0 f 2 f 0 f ξ f ξ        . 

β) Έστω ότι 3 fC C   . Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ για την f   στο 

 1 2ξ ,ξ  οπότε υπάρχει  1 2ξ ξ ,ξ  τέτοιο ώστε  
   2 1

2 1

f ξ f ξ
f ξ 0

ξ ξ

 
  


 

γιατί είναι    f 0 f 2 0   και 1 2 2 1ξ ξ ξ ξ 0     άρα καταλήγουμε σε 

άτοπο. Έστω ότι 3 fC C  τότε  f 1 0  πράγμα άτοπο. 

γ)  Έστω ότι 2 fC C  και 1 fC C  . Για κάθε x 1  είναι    
 

 f 1 0

f 1 0
f x f x



 
   

       
       x 1 f x f 1 f x f 1

f x f 1 f x f 1
x 1 x 1

   
      

 
 (1) 

 Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ για τις  f και f   στο διάστημα  1, x  με  
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x 1  οπότε υπάρχουν  1 2x , x 0, x  τέτοια ώστε  
   

1

f x f 1
f x

x 1


 


 και 

 
   

2

f x f 1
f x

x 1

 
 


. Άρα (1)    1 2f x f x    άτοπο. 

 

 

 

46.  Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ για  την f  σε καθένα από τα 

διαστήματα     0,1 , 2,3 , οπότε υπάρχουν  1x 0,1 ,  2x 2,3 τέτοια, ώστε 

     1f x f 1 f 0    και      2f x f 3 f 2   . Είναι 

       f 1 f 2 f 0 f 3           f 1 f 0 f 3 f 2       1 2f x f x  .  

Η f΄ είναι συνεχής στο  1 2x , x , παραγωγίσιμη στο  1 2x ,x  οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle άρα υπάρχει  1 2ξ x , x τέτοιο, ώστε 

 f ξ 0  . 

 

47.  Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ για  την f  σε καθένα από τα 

διαστήματα   0,2 ,  2,4 , οπότε υπάρχουν  1ξ 0,2 ,  2ξ 2,4 τέτοια, ώστε: 

 
   

1

f 2 f 0 3 1
f ξ 1

2 0 2

 
   


 και  

   
2

f 4 f 2 5 3
f ξ 1

4 2 2

 
   


. Επειδή η f 

είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0,4], η f  είναι συνεχής στο    1 2ξ ,ξ 0,4 , 

παραγωγίσιμη στο  1 2ξ ,ξ , οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

άρα  υπάρχει  0 1 2x ξ ,ξ τέτοιο,  ώστε:  0f x 0  . 

 

48. Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ για  την f  στο  0,1  οπότε υπάρχει

 1x 0,1 :  
   

1

f 1 f 0
f x 1

1 0


  


. Η f  είναι συνεχής στα διαστήματα 

   1 10, x , x ,1  και παραγωγίσιμη στο    1 10, x , x ,1 . Επειδή 

     1f 0 f x f 1     ισχύουν οι υποθέσεις του  θεωρήματος Rolle οπότε 

υπάρχουν        1 1 2 1 1 2ξ 0, x και ξ x ,1 : f ξ 0, f ξ 0.       

 

49. Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΘΜΤ  για την f στα διαστήματα 

   0 00, x ,  x ,2 άρα υπάρχουν  1 0ξ 0, x ,  2 0ξ x ,2 τέτοια, ώστε : 

 Συνδυασμοί θεωρημάτων 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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 
     0 0

1

0 0

f x f 0 f x
f ξ 0

x 0 x


   


 και  

     0 0

2

0 0

f 2 f x f x
f ξ 0

2 x 2 x


    

 
.   

Η f  συνεχής στο    1 2ξ ,ξ 0,2  και  παραγωγίσιμη στο  1 2ξ ,ξ , άρα ισχύουν 

οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ οπότε υπάρχει  1 2ξ ξ ,ξ τέτοιο, ώστε :

 
   2 1

2 1

f ξ f ξ
f ξ 0

ξ ξ

 
  


, αφού   2f ξ 0  και  1f ξ 0  . 

 

50. Η f είναι συνεχής στο  3,1  , 1 ln3 ln 4 2    άρα ισχύουν οι υποθέσεις 

του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών οπότε υπάρχουν  1 2x , x 3,1   

τέτοια, ώστε   1f x ln 3 και  2f x ln 4 .  

Έστω 1 2x x . Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος ΘΜΤ για την f στο 

 1 2x , x οπότε υπάρχει  1 2ξ x , x τέτοιο, ώστε 

 
   2 1

2 1 2 1

f x f x ln 4 ln 3
f ξ

x x x x

 
  

 
. Όμως 2 2

1 1

x 1 x 1

x 3 x 3

  
 

    
 οπότε 

 2 1

2 1 2 1

4
ln

1 1 ln 4 ln 3 ln 4 ln 3 3x x 1 3 f ξ
x x 4 x x 4 4

 
        

 
 

Ομοίως αν 1 2x x  

 

51. Η f συνεχής στο  α,β ,    f α f β 0  οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος Bolzano άρα υπάρχει  0x α,β  τέτοιο, ώστε  0f x 0 .  

Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Θ.Μ.Τ για την f στα διαστήματα 

   0 0α, x ,  x ,β . Η f συνεχής στο  0α, x και παραγωγίσιμη στο  0α, x , άρα 

ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ οπότε  υπάρχει ένα τουλάχιστον  1 0ξ α, x

τέτοιο, ώστε :  
   0

1

0 0

f x f (α) f α
f ξ

x α x α


   

 
. Ομοίως στο  0x ,β  υπάρχει 

 2 0ξ x ,β τέτοιο, ώστε :  
     0

2

0 0

f β f x f β
f ξ

β x β x


  

 
. Είναι 

   
   

  
1 2

0 0

f α f β
f ξ f ξ 0

x α β x
    

 
. 

 

52. α) Από τη γραφική παράσταση της f βλέπουμε ότι        f 3 f 1 f 2 f 0  

Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Θ.Μ.Τ για την f στα διαστήματα  
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     0,1 , 1,2 , 2,3 ,οπότε  υπάρχουν  1ξ 0,1 ,    2 3ξ 1,2 , ξ 2,3   τέτοια, 

ώστε      1f ξ f 1 f 0 0    ,      2f ξ f 2 f 1 0     και  

     3f ξ f 3 f 2 0    . 

β) H f   συνεχής στα διαστήματα    1 2 2 3ξ ,ξ , ξ ,ξ  ,    1 2f ξ f ξ 0,    

   2 3f ξ f ξ 0   οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano για την f   

οπότε υπάρχει  4 1 2ξ ξ ,ξ  και  5 2 3ξ ξ ,ξ  τέτοια, ώστε    4 5f ξ f ξ 0   . 

H f   συνεχής στο  4 5ξ ,ξ  και παραγωγίσιμη στο  4 5ξ ,ξ  οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle για την f ΄ στο  4 5ξ ,ξ  άρα υπάρχει 

 4 5ξ ξ ,ξ τέτοιο, ώστε  f ξ 0  .. 

 

53. α) Έστω      g x f x 3x 2, x 1,2    .  

Η g είναι συνεχής στο  1,2 ,        g 1 f 1 3 2 3, g 2 f 2 6 2 3         , 

δηλαδή    g 1 g 2 0  ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano άρα 

υπάρχει  0x 1,2 τέτοιο, ώστε: 

     0 0 0 0 0g x 0 f x 3x 2 0 f x 3x 2        . 

β) Σε καθένα από τα διαστήματα    0 01, x ,  x ,2  η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις  

του Θ.Μ.Τ, οπότε υπάρχουν  1 0ξ 1, x  και  2 0ξ x ,2 τέτοια, ώστε: 

 
     0 00

1

0 0 0

f x f 1 3 x 23x 2 4
f ξ

x 1 x 1 x 1

  
   

  
 (1) και 

 
     0 00

2

0 0 0

f 2 f x 3 x 11 3x 2
f ξ

2 x 2 x x 2

  
   

  
  (2). Πολλαπλασιάζοντας τις 

σχέσεις (1), (2) κατά μέλη, προκύπτει:    
 0

1 2

3 x 2
f ξ f ξ


  

0x 1

 03 x 1

 0x 2

9  

54. α) Είναι    f ξ β 2ξ f ξ β 2ξ 0      . 

Έστω    g x f x β 2x   ,  x α,β . 

 Η g είναι συνεχής στο  α,β  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. Είναι 

     g α f α β 2α β β 2α 2 α β 0          ,  

     g β f β β 2β β 2α β 2β 2 β α 0          , και    g α g β 0 , άρα  

ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano οπότε  υπάρχει  ξ α,β τέτοιο,  

ώστε:    g ξ 0 f ξ β 2ξ    . 
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β) Η f είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστήματα  α,ξ  και  ξ,β  και 

παραγωγίσιμη στα  α,ξ  και  ξ,β . Ισχύουν οι υποθέσεις του  θεωρήματος 

μέσης τιμής οπότε  υπάρχουν  1ξ α,ξ  και  2ξ ξ,β τέτοια, ώστε: 

 
     

1

f ξ f α 2 β ξβ 2ξ β
f ξ

ξ α ξ α ξ α

  
   

  
 και 

 
     

2

f β f ξ 2 ξ αβ 2α β 2ξ
f ξ

β ξ β ξ β ξ

   
   

  
. Είναι:  

   
 

1 2

2 β ξ
f ξ f ξ


  

ξ α

 2 ξ α

β ξ
4 . 

 

55. α) Είναι    2g x 1 f x  (1) ,        g 1 f 1 g 2 f 0     (2). 

Με παραγώγιση της σχέσης (1) κατά μέλη έχουμε :

     
   

 
 

f x 0 g x 1
g x 1 2f x f x 2f x

f x

   
    


 (3).Από τη σχέση (3) για

x 0,x 1  έχουμε αντίστοιχα :  
 

 
 

g 1
2f 0

f 0





, 

 

 
 

g 2
2f 1

f 1





 .Από τη σχέση 

(2) έχουμε        
 

 

 

 
   

g 1 g 2
g 1 f 1 g 2 f 0 2f 0 2f 1

f 0 f 1

 
        

 
 

   f 0 f 1 .  Επειδή η f είναι συνεχής στο  0,1  και παραγωγίσιμη στο  0,1 , 

ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle για την f στο  0,1 . 

β) Iσχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος ΘΜΤ για την f στα  0, 0,5  και 

 0,5 ,1 , υπάρχουν  1ρ 0, 0,5  και  2ρ 0,5, 1  τέτοια, ώστε: 

 
   

1

f 0,5 f 0
f ρ

0,5


   και  

   
2

f 1 f 0,5
f ρ

0,5


  . 

Είναι    
       

1 2

f 0,5 f 0 f 1 f 0,5
f ρ f ρ 0

0,5 0,5

 
     . 

 

56. α) Είναι  2 4 2x 1 f x x x     (1). Από τη σχέση (1) για x 1,x 1   έχουμε 

αντίστοιχα :   

    0 f 1 0 f 1 0     και    0 f 1 0 f 1 0       και   

 για x 1   :  
   

 
2 22

2
x x 1 f xx 1

f x x 1 x x 1
x 1 x 1 x 1


      

  
 . 
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Είναι     2

x 1 x 1
lim x 1 2 lim x x 1

  
      οπότε από  το κριτήριο παρεμβολής 

είναι 
 

x 1

f x
lim 2

x 1
 


. Άρα   f 1 2    . Όμοια  f 1 2            

β) Iσχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ για την f  στο  1,1  οπότε υπάρχει 

 ξ 1,1   τέτοιο, ώστε  
   f 1 f 1

f ξ 2
2

  
   . 

 

57. Είναι      
22 xf x 1 f x 1 x 1 e 2       (1). Από τη σχέση (1) για

x 1,x 1   έχουμε αντίστοιχα :    f 2 f 0 2    και    f 0 f 2 2  .  

Iσχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ για την f οπότε  υπάρχουν  1x 2,0   και 

 2x 0,2  τέτοια, ώστε  
   

1

f 0 f 2 2
f x 1

2 2

 
       και 

 
   

2

f 2 f 0 2
f x 1

2 2


      .  Επειδή η f  είναι παραγωγισιμη στο  1 2x , x , 

είναι συνεχής στο   1 2x , x και  παραγωγίσιμη στο  1 2x , x .Είναι 

   1 2f x f x   οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle άρα υπάρχει 

   1 2ξ x , x 2,2   τέτοιο, ώστε  f '' ξ 0 . 

 

58.  Είναι      g x f x f 4 x   (1) . Από τη σχέση (1) για x 0,x 2,x 4  

έχουμε αντίστοιχα :   

            g 0 f 0 f 4 ,g 2 f 2 f 2 0      και      g 4 f 4 f 0  .  

Iσχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ για τη g  σε καθένα από τα διαστήματα 

   0,2 , 2,4 οπότε υπάρχει  1x 0,2  τέτοιο, ώστε : 

 
       

1

g 2 g 0 f 0 f 4
g x

2 2

  
    και  2x 2,4  τέτοιο, ώστε 

 
       

 2 1

g 4 g 2 f 4 f 0
g x g x

2 2

 
    .  

H g  είναι συνεχής στο  1 2x ,x , παραγωγίσιμη στο  1 2x ,x  άρα ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle,οπότε υπάρχει    1 2, 0,4 x x τέτοιο, 

ώστε:  g ξ 0      f ξ f 4 ξ   . 

59. Αν γ δ τότε από τη σχέση    f γ f δ 0 έχουμε  2f γ 0  που είναι  

αδύνατο. Άρα γ δ . Έστω γ δ  χωρίς βλάβη της γενικότητας..  



                                                                                Θεώρημα Μέσης τιμής 

 

103 

 

α) Η συνάρτηση f είναι στο  γ,δ και    f γ f δ 0 άρα ισχύουν οι υποθέσεις 

του θεωρήματος Bolzano οπότε υπάρχει    0x γ,δ α,β   τέτοιο, ώστε 

 0f x 0 . 

β) Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος  Rolle σε 

καθένα από τα διαστήματα  0α, x και  0x ,β , οπότε υπάρχουν  1 0x α, x  και 

 2 0x x ,β  τέτοια, ώστε    1 2f x 0 f x     (1).   

Επειδή    f γ f δ 0  οι τιμές    f γ , f δ είναι ετερόσημες.  

Έστω  f γ 0 και  f δ 0 .Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Θ.Μ.Τ για 

την f σε καθένα από τα διαστήματα  α, γ ,  0γ, x ,  0x ,δ ,  δ,β οπότε 

υπάρχουν   3x α, γ ,  4 0x γ, x ,  5 0x x ,δ ,  6x δ,β τέτοια, ώστε : 

 3

f (γ) f (α) f (γ)
f x 0

γ α γ α


   

 
,  

 0

4

0 0

f x f (γ) f (γ)
f x 0

x γ x γ

 
   

 
 και 

 
 

6

f β f (δ) f (δ)
f x 0

β δ β δ

 
   

 
. 

Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Θ.Μ.Τ για την f   σε καθένα από τα 

διαστήματα   3 4x , x  5 6x , x , οπότε  υπάρχουν   2 3 4ξ x , x ,  1 5 6ξ x , x

τέτοια, ώστε :  
   4 3

2

4 3

f x f x
f ξ 0

x x

 
  


,  

   6 5

1

6 5

f x f x
f ξ 0

x x

 
  


.  

γ)  Επειδή    1 2f ξ f ξ 0    και η f   είναι συνεχής στο  1 2ξ ,ξ , ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano  οπότε υπάρχει  1 2ξ ξ ,ξ (α,β)   τέτοιο, 

ώστε: f (ξ) 0  .  

 

60. Έστω ότι τα σημεία      1 1 2 2 3 3A x ,f (x ) ,  B x ,f (x ) ,  Γ x ,f (x )  με  

1 2 3x x x   είναι  συνευθειακά. Τότε  

       2 1 3 2

ΑΒ ΒΓ

2 1 3 2

f x f x f x f x
λ λ

x x x x

 
  

 
. Ισχύουν οι υποθέσεις του  

θεωρήματος  Θ.Μ.Τ για την f οπότε  υπάρχουν  1 1 2ξ x , x  και  2 2 3ξ x , x  

τέτοια, ώστε:  
   2 1

1

2 1

f x f x
f ξ

x x


 


  και  

   
 3 2

2 1

3 2

f x f x
f ξ f ξ

x x


  


.  

H f   είναι συνεχής στο  1 2ξ ,ξ , παραγωγίσιμη στο  1 2ξ ,ξ  άρα ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle,οπότε υπάρχει  1 2ξ ξ ,ξ τέτοιο ώστε 

 f ξ 0  . 
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61. Έστω ότι τα σημεία      1 1 2 2 3 3A x ,f (x ) ,  B x ,f (x ) ,  Γ x ,f (x )  με  

1 2 3x x x   είναι συνευθειακά. Τότε 

       2 1 3 2

ΑΒ ΒΓ

2 1 3 2

f x f x f x f x
λ λ

x x x x

 
  

 
.  Επειδή η f είναι συνεχής στα 

διαστήματα    1 2 2 3x , x , x , x  και παραγωγίσιμη στα    1 2 2 3x , x , x , x ,ισχύουν  

οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής, άρα υπάρχουν  1 1 2ξ x , x  και   

 2 2 3ξ x , x τέτοια, ώστε  
   2 1

1

2 1

f x f x
f ξ

x x


 


 και  

   3 2

2

3 2

f x f x
f ξ

x x


 


, 

άρα     1 2f ξ f ξ  . Επειδή η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ,η f 

είναι συνεχής στο  1 2ξ ,ξ  και παραγωγίσιμη στο  1 2ξ ,ξ , άρα ισχύουν οι 

υποθέσεις  του θεωρήματος Rolle επομένως η εξίσωση  f x 0  έχει 

τουλάχιστον μία ρίζα στο  1 2ξ ,ξ  που είναι άτοπο. Άρα τρία οποιαδήποτε 

σημεία της γραφικής παράστασης της f, δεν  μπορούν να είναι συνευθειακά.  

 

62. Έστω ε μία τυχαία εφαπτομένη της fC  στο σημείο  0 0M x ,f (x ) . Τότε  

αυτή έχει εξίσωση:    0 0 0 0 0 0y f (x ) f (x ) x x y f (x ) x x f (x )        .  

Τα κοινά σημεία της ε με την fC , προκύπτουν από τη λύση του συστήματος:  

 

    

 

      0 0 0 0 0 0

y f x                             y f x

y f x x x f x f x f x x x f x

    
 

        
 

Η εξίσωση  0 0 0f (x) f (x ) x x f (x )    έχει προφανή ρίζα 0x x . Έστω ότι 

έχει και άλλη λύση 0ρ x , τότε  θα ισχύει :  0 0 0f (ρ) f (x ) ρ x f (x )     

  0

0 0 0 0

0

f (ρ) f (x )
f (ρ) f (x ) f (x ) ρ x f (x )

ρ x


     


 (1) 

Έστω 0ρ x . 

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο , οπότε θα είναι συνεχής στο  0ρ, x

και παραγωγίσιμη στο  0ρ,x , οπότε ισχύουν οι υποθέσεις  του  Θ.Μ.Τ. άρα θα  

υπάρχει τουλάχιστον ένα  0ξ ρ, x τέτοιο, ώστε:   0

0

f (ρ) f (x )
f ξ

ρ x


 


  (2).   

Από (1), (2), προκύπτει  0f (x ) f ξ  .Όμως  η f   είναι 1 1  άρα  ισχύει

0x ξ  που είναι άτοπο, γιατί  0ξ ρ, x . Ομοίως αν  0x ρ . 
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Άρα, κάθε  εφαπτομένη της fC  έχει μοναδικό κοινό σημείο με αυτήν.  

 

63. α) ε: Η εφαπτομένη στο Α είναι η     y f α f α x α   . Επειδή διέρχεται  

από το Β είναι :       
   

   
f β f α

f β f α f α β α f α 1
β α


     


. 

Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. οπότε υπάρχει  1x α,β :  

 
     

 
1

1

f β f α
f x f α

β α


  


 . 

Αν η f ήταν 1-1 τότε θα ήταν 1x α  που είναι άτοπο, άρα η f   δεν είναι 1-1. 

β) Επειδή η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ,η f  είναι συνεχής στο 

 1α, x  και παραγωγίσιμη στο  1α, x , άρα ισχύουν οι υποθέσεις  του 

θεωρήματος Rolle επομένως υπάρχει      1ξ α, x α,β : f ξ 0   . 

 

64. Η εφαπτομένη έχει εξίσωση     0 0 0ε : y f x f x x x   . Έστω ότι η ε  

τέμνει την fC  στα   1 1A x ,f x  και   2 2B x ,f x με 0 1 2x x x .   Τότε, 

        
   1 0

1 0 0 1 0 0

1 0

f x f x
f x f x f x x x f x

x x


     


  

Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f στο  0 1x ,x οπότε  υπάρχει 

 1 0 1ξ x , x τέτοιο, ώστε:  
   

 1 0

1 0

1 0

f x f x
f ξ f x

x x


  


 . Επειδή ε//ΑΒ είναι 

 
   2 1

ε ΑΒ 0

2 1

f x f x
λ λ f x

x x


  


. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f 

στο  1 2x ,x οπότε υπάρχει  2 1 2ξ x , x  τέτοιο, ώστε:  

 
   

 2 1

2 0

2 1

f x f x
f ξ f x

x x


  


.  

Επειδή η f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο ,η f  είναι συνεχής στα 

διαστήματα    0 1 1 2x ,ξ , ξ ,ξ  και παραγωγίσιμη στα διαστήματα  

  0 1 1 2x ,ξ ξ ,ξ .Επίσης        1 2 0f ξ f ξ f x     άρα του θεωρήματος Rolle 

οπότε υπάρχουν  0 1ξ x ,ξ  και  1 2ξ ξ ,ξ ,    f ξ f ξ 0     άτοπο. 

Δηλαδή  η εξίσωση   f x 0   έχει τουλάχιστον 2 ρίζες. Αν η f   ήταν γνησίως 

μονότονη, τότε θα είχε το πολύ μία ρίζα άρα καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα, η f   

δεν είναι γνησίως μονότονη.  
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65. Έστω ότι υπάρχει ευθεία ε, που εφάπτεται της fC  στα σημεία   1 1A x ,f x   

και   2 2B x ,f x  με 1 2x x .Τότε, θα είναι 

   
   2 1

ε 1 2

2 1

f x f x
λ f x f x

x x


   


  (1). Η συνάρτηση f είναι συνεχής και 

παραγωγίσιμη στο  1 2x , x , οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. οπότε 

υπάρχει  1 2ξ x , x  τέτοιο, ώστε  
   2 1

2 1

f x f x
f ξ

x x


 


 (2). Από (1), (2) είναι 

     1 2f x f ξ f x    . Η f   είναι συνεχής στα διαστήματα  1x ,ξ  και  2ξ, x

και παραγωγίσιμη στα διαστήματα    1 2x ,ξ , ξ,x οπότε  ισχύουν οι 

προϋποθέσεις του Θ. Rolle άρα υπάρχουν  1 1ρ x ,ξ ,  2 2ρ ξ, x  τέτοια, 

ώστε    1 2f ρ f ρ 0   . Η f  είναι συνεχής στο  1 2ρ ,ρ και παραγωγίσιμη 

στο  1 2ρ ,ρ  και    1 2f ρ f ρ  , άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  

Rolle οπότε υπάρχει  0 1 2x ρ ,ρ  τέτοιο, ώστε 
   3

0f x 0 , άτοπο, γιατί 

   3
f x 0  για κάθε x . 

 

66. Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Θ.Μ.Τ. για την f  στο  5,x οπότε 

υπάρχει  ξ 5, x , x 5 τέτοιο, ώστε:   

 
   f x f 5

f ξ
x 5


  


       f x xf ξ f 5 5f ξ    .Είναι 

   
f

ξ 5 f ξ f 5


    
1    

 
f x f 5

f 5
x 5


 



       f x f 5 f 5 x 5f 5            f x xf 5 f 5 5f 5    . Επειδή 

        
x x

0

lim xf 5 f 5 5f 5 lim x f 5
 



        είναι   
x
lim f x


  . 

 

67. Ισχύει  
x
lim f x


    άρα  f x M   με Μ 0  για κάθε  x α,   με  

α πάρα πολύ μεγάλο θετικό αριθμό. Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  

μέσης τιμής για την  f στο διάστημα  α, x , άρα υπάρχει    ξ α, x α,    

τέτοιο ώστε:  
   f x f α

f ξ
x α


 


  

Έχουμε  
   

     
f x f α

f ξ M Μ f x M x α f α
x α


       


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Ισχύει     
x
lim M x α f α


     επειδή Μ 0  άρα  
x
lim f x


  . 

 

68. . Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την  f στο διάστημα 

, , 0  
 
x x x x  οπότε  υπάρχει  ξ x, x x :    

 
   f x x f x

f ξ
x

 
  . Είναι    

1 1 1
f ξ f ξ

x x x
         

   f x x f x1 1

x xx

 
    . Όμως 

x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   
 

 οπότε από το 

κριτήριο παρεμβολής είναι    
x
lim f x x f x 0


   
 

. 

 

69. α) Για κάθε  x 0, π  είναι ημx x . Έστω   tf t e . Ισχύουν οι 

υποθέσεις του Θ.Μ.Τ.  για την f  στο    ημx,x ,x 0,π  οπότε υπάρχει

 ξ ημx, x :  
ημx x ημx x

ξe e e e
f ξ e

ημx x ημx x

 
   

 
 

β) Είναι 
x ημx

ημx ξ x ημx xe e
ημx ξ x e e e e e

x ημx


       


.  

Είναι x ημx

x 0 x 0
lime 1 lime
 

  , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής  είναι 

x ημx

x 0

e e
lim 1

x ημx





. 

 

70. Η f είναι συνεχής στο  α,β  και παραγωγίσιμη στο  α,β  με  

  xf x e 2x    άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής,οπότε  

υπάρχει  1x α,β  τέτοιο, ώστε:  

 
    β 2 α 2 β α 2 2

1

f β f α e β e α e e β α
f x

β α β α β α β α

     
     

   
 

 
  β α β α

1

β α β αe e e e
f x β α

β α β α β α

  
     

  
 (1). Έστω η συνάρτηση  

  xg x e ,  x α,β . Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής  για 

την g, στο  α,β οπότε  υπάρχει  2x α,β  τέτοιο, ώστε 

Θ.Μ.Τ. μέσα σε Θ.Μ.Τ. 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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 
   

2

β α
x

2

g β g α e e
g x e

β α β α

 
   

 
 (2). Από τις σχέσεις (1),(2) προκύπτει: 

   2 2x x

1 1f x e β α f x α β e        . 

 

71. Η f είναι συνεχής στο  α,β  και παραγωγίσιμη στο  α,β  με παράγωγο 

 
2

xημx 1 1 1
f x ημx συνx

x x x

    
        

   
 άρα ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος  μέσης τιμής  οπότε υπάρχει  1x α,β  τέτοιο, ώστε:  

 
   

1

βημβ 1 αημα 1 αβημβ α αβημα β

f β f α β α αβ
f x

β α β α β α

    



    

  
 

 
   

 
1

αβ ημβ ημα β α ημβ ημα 1
f x

αβ β α β α αβ

   
   

 
 (1) 

Έστω η συνάρτηση  g x ημx ,  x α,β . Ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος  μέσης τιμής  για την g, στο  α,β οπότε υπάρχει  2x α,β  τέτοιο, 

ώστε  
   

2 2

g β g α ημβ ημα
g x συνx

β α β α

 
   

 
 (2). 

Από τις σχέσεις (1),(2) προκύπτει:  1 2

1
f x συνx

αβ
     1 2

1
f x συνx

αβ
    

 

72. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής  για την  f στο [α ,β] 

οπότε υπάρχει  1ξ α,β  τέτοιο ώστε 

 
   

1

1 1 1 1
β α

f β f α β α β α
f ξ 1

β α β α β α

   


    
  

 (1) 

Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής  για την  
1

g x
x

  στο 

 [α, β] οπότε υπάρχει  2ξ α,β  τέτοιο ώστε  

 
   

2 2

2

1 1

g β g α 1 β α
g ξ

β α β αξ




    
 

 (2) . 

Από τις σχέσεις (1),(2) προκύπτει:   1 2

2

1
f ξ 1

ξ
    . 
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β) Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής  για την  f στο [α ,β] 

οπότε υπάρχει  1ξ α,β  τέτοιο ώστε 

 
    β 2 α 2

1

f β f α 2 β 2 α
f ξ

β α β α

   
   

 
 

  β α 2 2 β α β αβ α β α2 2 β α 2 2 2 2
α β

β α β α β α β α β α

    
      

    
(1) 

Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής  για την   xg x 2  στο 

 [α, β] οπότε υπάρχει  2ξ α,β  τέτοιο ώστε   

 
   

2

β α
ξ

2

g β g α 2 2
g ξ 2 ln 2

β α β α

 
    

 
 (2). 

Από τις σχέσεις (1),(2) προκύπτει:    2ξ

1f ξ 2 ln 2 α β     . 

γ) Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής  για την  f στο [α ,β] 

οπότε υπάρχει  1ξ α,β  τέτοιο ώστε 

 
   

1

f β f α lnβ ημβ ln α ημα lnβ ln α ημβ ημα
f ξ

β α β α β α β α

     
    

   
 (1) 

Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής   για τις  g x ημx  και 

 h x ln x  στο [α,β] οπότε υπάρχουν  2 3ξ ,ξ α,β  τέτοια ώστε 

 
   

2 2

g β g α ημβ ημα
g ξ συνξ

β α β α

 
   

 
 (2) και 

 
   

3

3

h β h α 1 lnβ ln α
h ξ

β α ξ β α

 
   

 
 (3) . Από τις σχέσεις (1),(2) 

προκύπτει:   1 2

3

1
f ξ συνξ

ξ
   . 

 

 

73. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την  f x εφx στο  α,β  οπότε  

υπάρχει  ξ α,β :  
2

1 εφβ εφα
f ξ

β ασυν ξ


  


. Είναι 

α ξ β συνα συνξ συνβ      2 2 2συν α συν ξ συν β  

2 2 2

1 1 1

συν α συν ξ συν β
  

2 2

1 εφβ εφα 1

β ασυν α συν β


  



2 2

β α β α
εφβ εφα

συν α συν β

 
   . 

 Ανισοτικές σχέσεις 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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74. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την  f x x  στο  α,β οπότε  

υπάρχει  ξ α,β :  
β α1

f ξ
β α2 ξ


  


. Είναι  

α ξ β α ξ β       2 α 2 ξ 2 β    

1 1 1

2 α 2 ξ 2 β
    

β α1 1

β α2 β 2 α


  



β α β α
β α

2 β 2 α

 
   . 

β) για την   νf x x  στο  α,β  οπότευπάρχει  ξ α,β :

 
ν ν

ν 1 β α
f ξ νξ

β α

 
  


.Είναι ν 1 ν 1 ν 1α ξ β να νξ νβ         

ν ν
ν 1 ν 1β α

να νβ
β α

 
  


   ν 1 ν ν ν 1ν β α α β α ν β α β      . 

γ) Έστω    f x x ln x, x α,β  . Η f είναι συνεχής στο  α,β και παραγωγίσιμη 

στο  α,β  με  f x ln x 1   , οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ άρα 

υπάρχει  ξ α,β  τέτοιο, ώστε  
   f β f α

f ξ
β α


  



β lnβ α ln α
ln ξ 1

β α


  


 

β lnβ α ln α β lnβ α ln α
ln ξ ln e ln eξ

β α β α

 
   

 
. 

Είναι α ξ β         eα eξ eβ ln eα ln eξ ln eβ       

   
β lnβ α ln α

ln eα ln eβ
β α


  


 

       β α ln eα βlnβ αln α β α ln eβ      

 

75. Έστω α β . Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την  f x συνx στο  

 α,β  οπότε  υπάρχει  ξ α,β :  
συνβ συνα

f ξ ημξ
β α


   


 Είναι  

 
συνβ συνα

f ξ ημξ 1 1
β α


      


συνβ συνα β α   . Όμοια αν  

α β . Τέλος αν α β  ισχύει η ισότητα. 
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76. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την  f x xεφx στο  α,β  οπότε 

υπάρχει  ξ α,β :  
βεφβ αεφα

f ξ
β α


 


. Όμως  

2

ξ
f ξ εφξ 0

συν ξ
    , αφού

 
π

ξ α,β 0,
2

 
   

 
, άρα 

βεφβ αεφα
0 βεφβ αεφα 0

β α


    



βεφβ αεφα 
εφα β

εφβ α
 . 

 

 

 

77. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την  f σε καθένα από τα διαστήματα 

α β α β
α, , ,β

2 2

    
   
   

 οπότε  υπάρχουν 
1

α β
ξ α,

2

 
 
 

 και  

2

α β
ξ ,β

2

 
 
 

:  
   

1

α β α β
f f α f f α

2 2
f ξ

α β β α
α

2 2

    
    

     
 



 και 

 
   

2

α β α β
f β f f β f

2 2
f ξ

α β β α
β

2 2

    
    

     
 



. 

Είναι    
   

f

1 2 1 2

α β α β
f f α f β f

2 2
ξ ξ f ξ f ξ

β α β α

2 2



    
    

         
 

2

 

   
α β α β

f f α f β f
2 2

    
      

   
   

α β
2f f α f β

2

 
  

 
.

 β) Έστω   xf x e  ,  x 1,e . Είναι   xf x e   ,  η f΄είναι γνησίως 

φθίνουσα , οπότε σύμφωνα με το α) σκέλος είναι 

   
1 e

2f f 1 f e
2

 
   

 

e 1 e 1 e 1
e 12 2

e e
2e e e e

2

   
 

  
      . 

 

Αυξημένης δυσκολίας 
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78. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την   f x ημx  στο 
π 7π

,
6 15

 
 
 

οπότε υπάρχει 
π 7π

ξ ,
6 15

 
 
 

:  

7π π 7π 1
ημ ημ ημ

15 6 15 2f ξ συνξ
7π π 3π

15 6 10

 
   



.  

Είναι 
π 7π

ξ
6 15
    

π 7π
συν συνξ συν

6 15
  , άρα 

7π 1
ημ

3 7π 1 3 3π15 2 ημ
3π2 15 2 20

10



    . 

β) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την   f x ημx  στο 
π 5π

,
4 18

 
 
 

οπότε 

υπάρχει 
π 5π

ξ ,
4 18

 
 
 

:  

5π π 5π 2
ημ ημ ημ

18 4 18 2f ξ συνξ
5π π π

18 4 36

 
   



.  

Είναι 
π 5π

ξ
4 18
    

π 5π
συν συνξ συν

4 18
  , άρα 

5π 2
ημ

2 5π 2 π 2 5π 2 π 218 2 ημ ημ
π2 18 2 72 18 2 72

36



       . 

 

79. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την    f x ln x  στο  e,π οπότε  

υπάρχει  ξ e, π :  
1 ln π 1

f ξ
ξ π e


  


. 

Είναι 
1 1 1 1 ln π 1 1

e ξ π
e ξ π π π e e


        


 

π e π e e π
ln π 1 1 1 ln π 1 1

π e π e

 
          

e π
2 ln π

π e
   . 

β) Είναι  e π 2π e πe π e ln e π 2π elne πln π 2π      

elne πlne πlne πln π   

     e π ln e π ln e ln π e π π ln e ln π       .
  

Έστω  f x ln x , x 0 . Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f στο  e,π    
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οπότε υπάρχει  ξ e,π :  
   f π f e 1 ln π ln e

f ξ
π e ξ π e

 
    

   

 
1

ln π ln e π e
ξ

   .Είναι e ξ π  , άρα  
1 1 1 π e

π e
ξ π ξ π


    

 
π e

ln π ln e π ln e ln π e π
π


      . 

80.  Είναι

1
x x y

y

x
ey ex

y

 
   
 

   

1
x x y

y

x
ln ey ln ln ex

y

 
   

 
 

x

y

1 x
ln e ln y ln ln e ln x

x y y

 
     

  
     

  
x yln x ln y x ln x y ln y

1 ln y 1 ln x 1 ln y 1 ln x
x y x y

 
        

 
 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση f (t) t ln t ,  t y, x , η οποία είναι συνεχής στο 

 y,x και παραγωγίσιμη στο  y,x , με παράγωγο 
1

f (t) ln t t ln t 1
t

     . Άρα 

ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f  οπότε υπάρχει

   
f (x) f (y) x ln x yln y

ξ y, x :  f ξ 1 ln ξ
x y x y

 
    

 
 (1).  

Είναι y ξ x    
 1

ln y ln ξ ln x 1 ln y 1 ln ξ 1 ln x          

x ln x y ln y
1 ln y 1 ln x

x y


   


. 

 

81. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την    f x ln ln x  στο  α,α 1   

οπότε υπάρχει        ξ α,α 1 : f ξ f α 1 f α        

    
1

ln ln α 1 ln ln α
ξ ln ξ

   . Είναι  
1 1 1

α ξ α 1 1
α 1 ξ α

     


 και  

 
1 1 1

ln α ln ξ ln(α 1) 2
ln(α 1) ln ξ ln α

     


 

Από    1 2   
   

1 1 1

α 1 ln α 1 ξ ln ξ α ln α
  

 
 

 
    

α 1 α

1 1
ln ln α 1 ln ln α

ln αln α 1

   


. 
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82. α) Είναι 
1 1 1 1 1

ln 1 ln(x 1) ln x
x 1 x x x 1 x

 
        

  
   

 Έστω  f (t) ln t,  t x, x 1   , x 0 . Η f είναι συνεχής στο  x, x 1  και 

παραγωγίσιμη στο  x, x 1 με παράγωγο  
1

f t
t

   άρα οπότε υπάρχει ένα 

τουλάχιστον ξ (x, x 1)   τέτοιο, ώστε : 
f (x 1) f (x)

f (ξ)
x 1 x

 
  

 
 

1 x 1 1
ln(x 1) ln x ln ln 1

ξ x x

   
        

   
. Είναι 0 x ξ x 1    

1 1 1

x ξ x 1
  


 

1 1 1
ln 1

x x x 1

 
    

 
 

1 1 1
ln 1

x 1 x x

 
   

  
. 

β) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την  f t ln t  στο  x 1,x 1 ,x 1   , 

οπότε υπάρχει  ξ x 1, x 1   :  
   f x 1 f x 1 1 1 x 1

f ξ ln
x 1 x 1 ξ 2 x 1

   
   

   
. 

Είναι 
1 1 1 1 1 x 1 1

x 1 ξ x 1 ln
x 1 ξ x 1 x 1 2 x 1 x 1


          

    

2 x 1 2
ln

x 1 x 1 x 1


 

  
.
 

 

83. Έστω x 0 . Θεωρούμε τη συνάρτηση   th t e  με  t 0, x , η οποία 

είναι  

συνεχής  0, x και παραγωγίσιμη στο  0,x , με   th t e  . Άρα ισχύουν οι 

υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την  h στο  0,x  οπότε  υπάρχει  ξ 0, x  τέτοιο, 

ώστε  
    x

ξ
h x h 0 e 1

h ξ e
x x

 
    (1).  

 Είναι 
(1)

0 ξ x0 ξ x e e e     
x x 0

xe 1
1 e

x


    x xx e 1 xe   

x xx 1 e xe 1    . Όμοια  για x 0 ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο 

 x,0  ... x xx 1 e xe 1    . Για x 0  είναι x xx 1 e xe 1    . 

 Άρα, για κάθε x  είναι x xx 1 e xe 1    . 

 

84. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την   f t ln t  σε καθένα από τα 

διαστήματα    x 1,x , x,x 1 ,x 1    οπότε  υπάρχουν  αντίστοιχα  1ξ x 1, x  ,
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 2ξ x, x 1  τέτοια ώστε  
   

1

1

f x f x 1 1 x
f ξ ln

x x 1 ξ x 1

 
   

  
 και 

 
   

2

2

f x 1 f x 1 x 1
f ξ ln

x 1 x ξ x

  
   

 
. 

Είναι 1 2

2 1

1 1 1
ξ x ξ

ξ x ξ
     

x 1 1 x
ln ln

x x x 1

   
    

   
 

 

85. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την   3f x x  σε καθένα από τα 

διαστήματα    3,4 , 6,7  οπότε  υπάρχουν  αντίστοιχα   1ξ 3,4 ,  2ξ 6,7 : 

 
    3 3

1
23
1

f 4 f 3 1
f ξ 4 3

4 3 3 ξ


    


 και 

 
    3 3

2
23
2

f 7 f 6 1
f ξ 7 6

7 6 3 ξ


    


.  

Είναι 2 2 2 2 2 23 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2ξ ξ ξ ξ ξ ξ 3 ξ 3 ξ       

2 23 3
2 1

1 1

3 ξ 3 ξ
   

33 3 37 6 4 3    33 3 37 3 6 4   . 

β) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την   4f x x   σε καθένα από τα 

διαστήματα    2,3 , 4,5  οπότε  υπάρχουν  αντίστοιχα  1ξ 2,3 ,  2ξ 4,5 : 

 
    44

1
34
1

f 3 f 2 1
f ξ 3 2

3 2 4 ξ


    


 και  

 
    33

2
34
2

f 5 f 4 1
f ξ 5 4

5 4 4 ξ


    


.  Είναι 3 3

1 2 1 2ξ ξ ξ ξ     

3 34 4
1 24 ξ 4 ξ  4 44 4

3 34 4
2 1

1 1
5 4 3 2

4 ξ 4 ξ
      4 44 45 2 4 3    

 

86. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f  σε καθένα από τα διαστήματα 

   2, 1 , 1,2   οπότε  υπάρχουν  αντίστοιχα   1ξ 2, 1   ,  2ξ 1,2 τέτοια, 

ώστε:  
   

   1

f 1 f 2
f ξ f 1 f 2

1 2

  
     

 
  και  

 
   

   2

f 2 f 1
f ξ f 2 f 1

2 1


   


. Είναι     

f

1 2 1 2ξ ξ f ξ f ξ


    
2
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       f 1 f 2 f 2 f 1             f 1 f 1 f 2 f 2 Β Α        

β) Αρκεί να βρούμε το πρόσημο της διαφοράς  

       Γ Δ f 2 f 3 f 1 f 4              f 2 f 1 f 4 f 3   . 

Για την f  ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα 

 1, 2 ,  3, 4 , οπότε  υπάρχουν αντίστοιχα  1ξ 1,2 ,  2ξ 3,4 τέτοια, ώστε:

 
   

   1

f 2 f 1
f ξ f 2 f 1

2 1


   


  και   

   
   2

f 4 f 3
f ξ f 4 f 3

4 3


   



.Είναι  1 21 ξ 2 3 ξ 4     , η f   είναι γνησίως φθίνουσα οπότε 

   1 2f ξ f ξ           f 2 f 1 f 4 f 3   

        f 2 f 1 f 4 f 3 0     Γ Δ 0 Γ Δ    . 

 

87. α) Είναι 10 9 8 7  x x x x
 (1) . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση   xf t t , η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  

 0,  με   x 1f t xt   . Για την f  ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ. σε 

καθένα από τα διαστήματα   7,8  και  9,10 , οπότε  υπάρχουν αντίστοιχα

 1ξ 7,8  ,  2ξ 9,10  τέτοια, ώστε:       x 1 x x

1 1f ξ f 8 f 7 xξ 8 7       

και       x 1 x x

2 2f ξ f 10 f 9 xξ 10 9      .  

Επομένως  η εξίσωση (1) είναι ισοδύναμη  με την εξίσωση: 

   x 1 x 1 x 1 x 1

1 2 1 2xξ xξ x ξ ξ 0 x 0          ή 

1

2

ξ
1x 1

x 1 ξ
x 1 x 1 1 1

1 2 x 1

22

ξ ξ
ξ ξ 1 1 x 1 0 x 1

ξξ




 



 
  

           
  

 

  .  

Άρα, η εξίσωση έχει ακριβώς δύο λύσεις, x 0  ή x 1 . 

β) Είναι  x x x x x x x x5 6 7 4 5 4 7 6         (1). Θεωρούμε τη συνάρτηση

  xf t t , η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με   x 1f t xt   . Ισχύουν οι 

υποθέσεις του Θ.Μ.Τ.  για την  f  σε καθένα από τα  διαστήματα  4,5  και 

 6,7 ,  άρα υπάρχουν  1ξ 4,5 ,  2ξ 6,7  τέτοια, ώστε: 

     1f ξ f 5 f 4     
x 1 x x

1xξ 5 4   και Επομένως  η εξίσωση (1) είναι 

ισοδύναμη  με την εξίσωση:    x 1 x 1 x 1 x 1

1 2 1 2xξ xξ x ξ ξ 0 x 0          ή  
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1

2

ξ
1x 1

x 1 ξ
x 1 x 1 1 1

1 2 x 1

22

ξ ξ
ξ ξ 1 1 x 1 0 x 1

ξξ




 



 
  

           
  

 

  .  

Άρα, η εξίσωση έχει ακριβώς δύο λύσεις, x 0  ή x 1 . 

γ) Είναι  x x x xx 2 3 3 2 x     .  (1). Θεωρούμε τη συνάρτηση   xf t t , η 

οποία είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με   x 1f t xt   . Ισχύουν οι υποθέσεις 

του Θ.Μ.Τ.  για την  f  στο   2,3  οπότε υπάρχει 

        x 1 x xξ 2,3 : f ξ f 3 f 2 xξ 3 2      . Επομένως  η εξίσωση (1) είναι 

ισοδύναμη  με την εξίσωση:  x 1 x 1 x 1x xξ x xξ 0 x 1 ξ 0         

 x 0  ή  x 1 x 1

1ξ ξ 1 x 1 0 x 1          .  

 

88. Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1, με  

     2 1
f x 2x ln x 1 x x 2ln x 3

x
      .Επειδή 1 x e  είναι : 

0 ln x 1 0 2ln x 2 3 2ln x 3 5         ,άρα 3 x(2ln x 3) 5e   

 3 f x 5e   (1) 
 
για κάθε  x 1,e .Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 

   1, x ,  x 1,e  και παραγωγίσιμη στο  1, x , άρα ισχύουν οι υποθέσεις του 

Θ.Μ.Τ άρα υπάρχει  ξ 1, x  τέτοιο, ώστε: 

 
       2 2f x f 1 x ln x 1 1 1 ln1 1 1

f ξ
x 1 x 1

     
   

 
 

 2x ln x 1 1
f (ξ)

x 1

 
 


.Όμως 3 f (ξ) 5e  , άρα 

2x (ln x 1) 1
3 5e

x 1

 
  


 

23(x 1) x (ln x 1) 1 5e(x 1)       23x 3 1 x (ln x 1) 5e(x 1) 1       
23x 2 x (ln x 1) 5e(x 1) 1      . 

 

89. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την f στο  , 1x x  , υπάρχει 

 ξ x, x 1  τέτοιο, ώστε :  
f (x 1) f (x)

f ξ f (x 1) f (x)
x 1 x

 
    

 
 . Είναι 

             
f

x ξ x 1 f x f ξ f x 1 f x f x 1 f x f x 1


                
1

 

 

90. Για τη συνάρτηση f ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα  
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διαστήματα  x 1, x ,  x, x 1  οπότε υπάρχουν  1ξ x 1, x  ,  2ξ x, x 1 

τέτοια, ώστε :  1

f (x) f (x 1)
f ξ f (x) f (x 1)

x x 1

 
    

 
 και 

 2

f (x 1) f (x)
f ξ f (x 1) f (x)

x 1 x

 
    

 
. 

Είναι 1 2ξ x ξ   και επειδή η f   είναι γνησίως αύξουσα, είναι 

   1 2f ξ f ξ   f (x) f (x 1) f (x 1) f (x)      2f (x) f (x 1) f (x 1)   
 

 

91. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την f σε καθένα από τα διαστήματα 

   2,4 , 4,6 , οπότε  υπάρχουν  1ξ 2,4  και  2ξ 4,6 :  

 
     

1

f 4 f 2 4 f 2
f ξ

4 2 2

 
  


 και  

     
2

f 6 f 4 f 6 4
f ξ

6 4 2

 
  


. 

Είναι    
   f

1 2 1 2

4 f 2 f 6 4
ξ ξ f ξ f ξ

2 2

  
      

2

 

   4 f 2 f 6 4       f 2 f 6 8  . 

 

92. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την f σε καθένα από τα διαστήματα 

   0,2 , 2,5  οπότε  υπάρχουν  1ξ 0,2  και  2ξ 2,5 :  

 
     

1

f 2 f 0 f 0
f ξ

2 2


     και  

     
2

f 5 f 2 f 5
f ξ

5 2 3


  


. Είναι 

   
   f

1 2 1 2

f 0 f 5
ξ ξ f ξ f ξ

2 3



       
2

    3f 0 2f 5  

   3f 0 2f 5 0  . 

 

93. Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την f σε καθένα από τα διαστήματα  

 0, x  ,  x,1 , οπότε υπάρχουν   1ξ 0, x ,  2ξ x,1 τέτοια, ώστε  

 
     

1

f x f 0 f x
f ξ

x x


    και  

     
2

f 1 f x 1 f x
f ξ

1 x 1 x

 
  

 
. Επειδή 

1 2ξ ξ  και η f 1 , είναι:    1 2f ξ f ξ  
     x 1 x 0f x 1 f x

x 1 x

 
 



      1 x f x x 1 f x     

     f x xf x x xf x      f x x . Αρκεί να δείξουμε ότι 
1

x
2 x

 


 

22x x 1   2x 2x 1 0     
2

x 1 0   που ισχύει στο  0,1 . 
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94. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την f  στο  0,1  , υπάρχει  ξ 0,1 :  

 
   

     
f 1 f 0

f ξ f ξ f 1 f 0
1 0


    


. 

Είναι  
     2 2f 1 f 0 2f 0 5

f ξ
2

  
      

   
     2 2f 1 f 0 2f 0 5

f 1 f 2
2

  
          2 22f 1 2f 0 f 1 f 0   

 2f 0 5         2 2f 1 2f 1 1 f 0 2f 0 4 0        

     
2 2

f 1 1 f 0 2 0     άρα  f 1 1  και  f 0 2  .  

β) Από το α) ερώτημα η αρχική ανίσωση  γίνεται  f x 3  . 

 Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την f σε καθένα από τα διαστήματα  0, x ,

 x,1 , οπότε υπάρχουν   1ξ 0, x ,  2ξ x,1 τέτοια, ώστε  

 
     

1

f x f 0 f x 2
f ξ

x x

 
    και  

     
2

f 1 f x 1 f x
f ξ

1 x 1 x

 
  

 
. 

Είναι   
 

   1

f x 2
f ξ 3 3 f x 2 3x f x 3x 2

x


           (1) 

και  
 

   2

1 f x
f ξ 3 3 1 f x 3 3x f x 3x 2

1 x


             



 f x 3x 2   (2) . Από     1 , 2  έχουμε  f x 3x 2  ,  x 0,1  . Επειδή 

 f 1 1  και  f 0 2  , είναι    f x 3x 2, x 0,1    . 

 

 

95. α) Έστω ότι η f έχει δύο ρίζες  1 2ρ ,ρ α,β  με 1 2ρ ρ .  

Η f είναι συνεχής στο  1 2ρ ,ρ ,παραγωγίσιμη στο  1 2ρ ,ρ  ,    1 2f ρ f ρ 0 

οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle για την f,άρα υπάρχει 

 ξ α,β τέτοιο ώστε  f ξ 0  , που είναι αδύνατο. Άρα η f δεν έχει δύο ρίζες 

στο  α,β  οπότε  έχει το πολύ μια ρίζα στο διάστημα αυτό. 

β) i. Η εφαπτομένη της  fC στο Α είναι η ευθεία ε:   0 0y f x x x  . Για τα 

κοινά σημεία των fε,  C  έχουμε το σύστημα:

  

  

 

    

 

    0 0 0 0 0 0

y f x y f x y f x

y f x x x f x f x x x f x f x x x 0 (1)

       
   

            

Σύνθετες ασκήσεις 

 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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Η (1) έχει προφανή ρίζα το 0x . Έστω τώρα ότι υπάρχει και άλλη ρίζα 0ρ x , 

τότε    0f ρ f x 0  . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση       0 0g x f x f x x x   . 

Η g είναι συνεχής στο  0ρ, x  σαν πράξεις συνεχών συναρτήσεων ,η g 

παραγωγίσιμη στο  0ρ, x με παράγωγο      0g x f x f x     οπότε ισχύουν 

οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle άρα υπάρχει  1 0ξ ρ, x τέτοιο, ώστε:  

         1 1 0 1 0g ξ 0 f ξ f x 0 f ξ f x          .  Επειδή η f  είναι 1-1 

ισχύει 1 0ξ x  που είναι άτοπο. Άρα το  0A x ,0 είναι το μοναδικό κοινό 

σημείο της εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f με την fC . 

ii. Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την f στα διαστήματα 

 0α, x και   0x ,β ,οπότε υπάρχουν  1 0x α, x και  2 0x x ,β τέτοια, ώστε: 

 
 

1

0

f α
f x

x α
  


 και  

 
2

0

f β
f x

β x
 


. Επειδή  f x 0   για κάθε  x α,β , 

είναι  f α 0  και  f β 0 . Οπότε 

       

       

   
0 00 0

1 2

f α β f α x f β x αf βx α β x1 1

f x f x f α f β f α f β

   
     

 
   

   

   

       
0 0

1 2

f α f β1 1 1 1
x x

f x f x f α f β f α f β

   
                

  

 

96. α) Επειδή η f είναι συνεχής στο  α,0  και
 
     f α f α f 0   , από το  

θεώρημα ενδιάμεσων τιμών, υπάρχει  0x α,0   τέτοιο, ώστε    0f x f α  

(1).Αν η f ήταν 1-1 τότε από τη σχέση (1) θα προέκυπτε ότι 0x α  που είναι 

άτοπο. Άρα η f   δεν είναι 1-1. 

β) Επειδή η f είναι συνεχής στο  α,α , παραγωγίσιμη στο  α,α  και  

   0f x f α , από το θεώρημα Rolle προκύπτει ότι η εξίσωση  f x 0   έχει  

τουλάχιστον μια ρίζα στο    0x ,α α,α  . 

γ) Η f είναι συνεχής στα διαστήματα  α,0 ,  0,α  και παραγωγίσιμη στα 

 α,0   και  0,α , οπότε  ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής, 

άρα υπάρχουν  1ξ α,0   και   2ξ 0,α  τέτοια, ώστε:  
   

1

f 0 f α
f ξ

α

 
   

και

 
 

   
2

f α f 0
f ξ

α


  . Όμως      f α f α f 0    και α 0 , άρα 
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 1f ξ 0   και  2f ξ 0  .Η f  είναι συνεχής στο  1 2ξ ,ξ  και παραγωγίσιμη 

στο  1 2ξ ,ξ , οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής,  άρα 

υπάρχει  1 2ξ ξ ,ξ τέτοιο, ώστε  
   2 1

2 1

f ξ f ξ
f ξ 0

ξ ξ

 
  


. 

 

97. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την f στο  α,β , 

οπότε υπάρχει  ξ α,β  τέτοιο, ώστε: 

 
     

ε

f β f α 2 β α2β 2α
f ξ 2 λ

β α β α β α

 
     

  
, άρα υπάρχει εφαπτομένη 

της γραφικής παράστασης της f που είναι παράλληλη στην ευθεία ε:

2x y 1 0   . 

β) Έστω   0 0M x ,f x  σημείο της. Η εφαπτομένη της fC στο Μ είναι η ευθεία  

1ε :     0 0 0y f x f x x x   . Για να διέρχεται η 1ε  από την αρχή των 

αξόνων, πρέπει:          0 0 0 0 0 00 f x f x 0 x x f x f x 0       . 

Είναι        
   

2

xf x x f x
xf x f x 0 xf x x f x 0 0

x

 
           

 f x
0

x

 
 

 
. Έστω  

 f x
g x

x
 ,  x α,β . Η g είναι συνεχής στο  α,β , 

παραγωγίσιμη στο  α,β  με  
   

2

xf x f x
g x

x

 
  . Είναι 

 
 f α 2α

g α 2
α α

   ,  
 f β 2β

g β 2
β β

   , δηλαδή    g α g β , άρα 

ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle, οπότε η εξίσωση 

 
   

2

xf x f x
g x 0 0

x

 
      

   xf x f x 0   έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  α,β . 

γ)  Έστω    h x f x α β   ,  x α,β . Η h είναι συνεχής στο  α,β  και  

   h α f α α β 2α α β α β 0         ,

   h β f β α β 2β α β β α 0         ,  δηλαδή
 
   h α h β 0 . 

Άρα ισχύουν οι υποθέσεις του  θεωρήματος Bolzano οπότε υπάρχει  0x α,β  

τέτοιο, ώστε:    0 0h x 0 f x α β    . 
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δ) Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την f στο σε καθένα 

από τα διαστήματα  0α, x  και  0x ,β , οπότε υπάρχουν  1 0ρ α, x  και 

 2 0ρ x ,β  τέτοια, ώστε:

 
   

 
0 0

1

0 0 0 1

f x f α x αα β 2α β α 1
f ρ

x α x α x α f ρ β α

   
     

   
 και 

 
   

 
0 0

2

0 0 0 1

f β f x β x2β α β β α 1
f ρ

β x β x β x f ρ β α

   
     

   
 

. 

Άρα 
   

0 0 0 0

1 2

x α β x x α β x1 1 β α
1

f ρ f ρ β α β α β α β α

     
     

     
. 

 

98. α) Έστω ότι η f δεν είναι “1-1”. Τότε θα υπάρχουν 1 2x , x   με 1 2x x  

για τα οποία είναι    1 2f x f x . Έστω 1 2x x . Στο διάστημα  1 2x , x  η f 

είναι παραγωγίσιμη άρα συνεχής στο διάστημα αυτό και παραγωγίσιμη στο 

 1 2x , x . Επομένως ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle οπότε υπάρχει 

 1 2ξ x , x
  

τέτοιο, ώστε f (ξ) 0  . Άτοπο γιατί f (x) 0  για κάθε x  

οπότε η συνάρτηση f είναι 1 1 .   

β) Η fC  διέρχεται από τα σημεία  Α 1,5 και  Β 2,1 , οπότε ισχύει : 

 f 1 5  και f ( 2) 1  .Είναι :   1 2f 4 f x 8 2        

   24 f x 8 f 2         2 24 f x 8 1 f x 8 5            

   
f 1 1

2 2 2f x 8 f (1) x 8 1 x 9 x 3


         ή  x 3  . 

γ)  Έστω  M ξ,f (ξ)  το σημείο της fC  στο οποίο η εφαπτομένη της Cf είναι 

κάθετη στην ευθεία (ε). Πρέπει να ισχύει
3

f (ξ) 1
4

 
      

 

4
f (ξ)

3
  . Η f 

είναι συνεχής στο  2,1  και παραγωγίσιμη στο  2,1 , άρα ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος  μέσης τιμής, οπότε υπάρχει  ξ 2,1  τέτοιο, ώστε 

 
   f 1 f 2 5 1 4

f ξ
1 2 3 3

  
   


. 

 

99. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την f  σε καθένα 

από τα διαστήματα  α, x και  x,β , οπότε υπάρχουν  1ξ α, x  και  

 2ξ x,β  τέτοια, ώστε:  
     

1

f x f α f x
f ξ

x α x α


  

 
 (1)  και  
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 
     

2

f β f x f x
f ξ

β x β x

 
  

 
(2).Επειδή  f x 0   για κάθε  x α,β  είναι: 

 

 

 

 

 

 
1

2

f x
0

f ξ 0 f x 0x α

f xf ξ 0 f x 0
0

β x


     

   
     

 

. Άρα  f x 0  για κάθε  x α,β  

και αφού    f α f β 0   είναι  f x 0  για κάθε  x α,β . 

β) i. Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την g  στο  α,β , 

οπότε υπάρχει  ξ α,β τέτοιο, ώστε  
   g β g α

g ξ
β α


 


. Επειδή  g x 6   

για κάθε  x α,β , ισχύει ότι:  
   g β g α

g ξ 6 6
β α


    


 

     g β g α 6 β α    2 2β 9 α 2α 4 6β 6α        

2 2β 6β 9 α 4α 4 0          
2 2

β 3 α 2 0      α 2   και
 
β 3 . 

ii. Για α 2   και
 
β 3  είναι  g 2 12    και

 
 g 3 18 . Θεωρούμε την 

   f x g x 6x  ,  η οποία είναι συνεχής στο  2,3 , παραγωγίσιμη στο

 2,3 ,    f 2 g 2 12 12 12 0         και  

   f 3 g 3 18 18 18 0     . Επειδή    f x g x 6 0    , λόγω του  

προηγούμενου ερωτήματος ισχύει:  

 f x 0  για κάθε  x 2,3  , δηλαδή  g x 6x  για κάθε  x 2,3  . 

 

100. α) Είναι      3f x f x x 1 1   .Από τη σχέση (1) για x 1  έχουμε

         3 2

0

f 1 f 1 0 f 1 f 1 1 0 f 1 0



 
       
 
 

. 

Με παραγώγιση της σχέσης (1) έχουμε :       3f x f x x 1    

     23f x f x f x 1    (2) .  

Από τη σχέση (2) για x 1  έχουμε        23f 1 f 1 f 1 1 f 1 1      . 

Η εφαπτομένη της fC  στο 1 έχει εξίσωση  : 

( ε ) :     y f 1 f 1 x 1 y x 1       
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β) Από τη σχέση (2) έχουμε       
 

2

2

1
f x 3f x 1 1 f x

3f x 1
    


. 

Όμως      
 

2 2 2

2

1
f x 0 3f x 0 3f x 1 1 1

3f x 1
        


 f x 1  . 

Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την f στο  1,x  οπότε  

υπάρχει  ξ 1, x :  
   f x f 1

f ξ


 

0

x 1
. 

Είναι  
 

 
f x

f ξ 1 1 f x x 1
x 1

      


. Για x 1  ισχύει η ισότητα. 

γ) Από τη σχέση (1) για x α  , x β  έχουμε αντίστοιχα : 

    3f α f α α 1    (3),    3f β f β β 1    (4). 

Με αφαίρεση κατά  μέλη της σχέσης (3) από τη σχέση (4) έχουμε:

       3 3f β f α f β f α β α     

             2 2f β f α f β f β f α f α 1 β α            

 
   

       2 2

f β f α 1

β α f β f β f α f α 1




   
. Ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος μέσης τιμής για την f στο  α,β  οπότε  υπάρχει  ξ α,β   

 τέτοιο, ώστε   
   

       2 2

f β f α 1
f ξ

β α f β f β f α f α 1


  

   
. 

δ) Έστω ότι υπάρχουν  με 1 2x x  τέτοια, ώστε    1 2f x f x (5), τότε  

   3 3

1 2f x f x (6). Με πρόσθεση των σχέσεων (5) και (6) έχουμε 

       3 3

1 1 2 2 1 2 1 2f x f x f x f x x 1 x 1 x x          που είναι άτοπο. 

Άρα για κάθε 1 2x , x  με 1 2x x ισχύει    1 2f x f x οπότε η f είναι 

γνησίως αύξουσα στο . 

ε) Για κάθε    
f

x 1 f x f 1 0   
1

 και για κάθε    
f

x 1 f x f 1 0   
1

 

101. α) Για κάθε 1 2

π π
x , x ,

6 4

 
 
 

 με  1 2x x 1  είναι 

1 2 1 2συνx συνx συνx συνx      (2).  

Με πρόσθεση των σχέσεων (1) και (2) έχουμε  

   1 1 2 2 1 2x συνx x συνx f x f x     , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα 
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στο 
π π

,
6 4

 
 
 

.  Είναι 
π π 3 π 3 3

f 0
6 6 2 6

 
    

 
, 

π π 2 π 2 2
f 0

4 4 2 4

 
    

 
οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος 

Bolzano και επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα υπάρχει μοναδικό 
0

π π
x ,

6 4

 
 
 

: 

 0 0 0f x 0 συνx x    

β) Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την f στο 0

π
x ,

4

 
 
 

 

οπότε υπάρχει 
0

π
ξ x ,

4

 
 
 

 τέτοιο ώστε:  
 0

π
f f x

4
f ξ

 
 

  

0

0

π
x

4





 0

π π
f x f ξ

4 4

   
    

   

 

γ) i. Είναι  
0 0

π π 2f
3 3 34 4 2f ξ

π π2 2 2
x x

4 4

 
 

       

 

 

0

0

3xπ 2 3π
2π 4 2 3π 12x

4 2 8 2
         

0 0

π 2
12x π 4 2 x

12 3
     . Επειδή 

0

π π
x ,

6 4

 
 
 

, αρκεί 

π 2 π
π 4 2 2π π 4 2

12 3 6
        που ισχύει. 

ii.   0 0

0

π
f

3 3 π 3 π 2 π π4
f ξ f x f x

π2 2 4 2 4 3 4 4
x

4

 
 

                     
     

 

 

0

π 2 π
f x

4 3 4

 
  

 
 και επειδή 

0

π π
x ,

6 4

 
 
 

 είναι 
0

π 2 π π
f x

4 3 4 4

 
   

 
 

 

102. α) Έστω   0 0M x ,f x  σημείο της fC  . Η εφαπτομένη της fC  στο Μ έχει  

εξίσωση:     0 0 0y f x f x x x    . Για να διέρχεται από την αρχή των 

αξόνων, αρκεί να υπάρχει 0x  για το οποίο να ισχύει ότι: 
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        
   0 0 0

0 0 0 0 0 0 2

0

x f x f x
0 f x f x 0 x x f x f x 0 0

x

 
           

Θεωρούμε τη συνάρτηση  
 

 
f x

a x , x 1,2
x

   . Η a είναι συνεχής στο  1, 2  

και παραγωγίσιμη στο  1, 2  με  
   

2

f x x f x
a x

x

 
   . Είναι 

 
 

 
 f 1 f 2

a 1 1, a 2 1,
1 2

    δηλαδή    a 1 a 2  , οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle, άρα υπάρχει  0x 1,2  τέτοιο, ώστε 

 
   

   0 0 0

0 0 0 02

0

x f x f x
a x 0 0 x f x f x 0

x

 
        

Θεωρούμε τη συνάρτηση      b x xf x f x  .Έστω ότι η εξίσωση  b x 0   

έχει δύο ρίζες 1 2x , x  με 1 2x x  . Η b είναι συνεχής στο  1 2x , x  και 

παραγωγίσιμη στο  1 2x , x  με παράγωγο 

         b x f x xf x f x xf x        .  

Επειδή    1 2b x b x 0  , ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle, οπότε 

υπάρχει  3 1 2x x , x  τέτοιο, ώστε      
3x 0

3 3 3 3b x 0 x f x 0 f x 0


        

άτοπο. Άρα το 0x  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης 

     b x 0 xf x f x 0     οπότε η fC  δέχεται μοναδική εφαπτομένη που 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

β) Έστω ότι η f   δεν είναι 1-1, τότε θα υπάρχουν  1 2 1 2x , x 0, με x x    

τέτοια, ώστε    1 2f x f x  .  Έστω 1 2x x . 

Η f  είναι συνεχής στο  1 2x , x  και παραγωγίσιμη στα  1 2x , x  , άρα ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle, οπότε υπάρχει  1 2ξ x , x  τέτοιο, ώστε 

 f ξ 0   που είναι άτοπο.  Ομοίως  αν 1 2x x . 

Άρα για κάθε  1 2 1 2x , x 0, με x x   είναι    1 2f x f x   οπότε  η f    

είναι 1-1. 

γ) Έστω ε μία τυχαία εφαπτομένη της fC  στο σημείο   M α,f α . Τότε αυτή 

έχει εξίσωση:          y f α f α x α y f α x α f α        . Τα κοινά 
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σημεία της ε με την fC , προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 

 

    

 

      

y f x                             y f x

y f α x α f α f x f α x α f α

    
 

        
 

Η εξίσωση       f x f α x α f α    έχει προφανή ρίζα x α . Έστω ότι έχει 

και άλλη λύση ρ α , τότε  θα ισχύει :       f ρ f α ρ α f α   

        
   f ρ f α

f ρ f α f α ρ α f α
ρ α


     


 (1) 

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  0, , οπότε θα είναι συνεχής και 

παραγωγίσιμη και στο διάστημα  ρ,α  ή  α,ρ , οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του  

Θ.Μ.Τ., άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα  ξ ρ,α ή  ξ α,ρ
 
τέτοιο, ώστε: 

 
   f ρ f α

f ξ
ρ α


 


  (2).  Από (1), (2), προκύπτει    f α f ξ  και επειδή η f   

είναι 1 1 , ισχύει α ξ  που είναι άτοπο, γιατί  ξ ρ,α ή  ξ α,ρ . Άρα, κάθε  

εφαπτομένη της fC  έχει μοναδικό κοινό σημείο με αυτήν.  

δ) Έστω  α,β, γ 0,   με α β γ  .Αρκεί να αποδείξουμε ότι 

     f α f β f γ     ή       f α f β f γ    . Έστω ότι δεν ισχύει ο 

προηγούμενος ισχυρισμός και ότι      f α f γ f β    ,  τότε επειδή 

   f α f β   και η f   είναι συνεχής στο  α,β , ισχύουν οι υποθέσεις  του 

θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών οπότε υπάρχει  ξ α,β  τέτοιο, ώστε 

   f ξ f γ  . Επειδή όμως η f   είναι 1-1 ισχύει ότι ξ γ  που είναι άτοπο 

αφού  γ α,β . Άρα η f    είναι γνησίως μονότονη. 

Ομοίως αν      f γ f α f β     ή      f α f γ f β     ή 

     f β f α f γ    . 

ε) Είναι 
   

x e x e

f ln x 1 f ln x 1 ln x 1
lim lim

x e ln x 1 x e 

  
  

   
 Θέτουμε ln x u . Όταν  

x e  τότε u 1  οπότε  έχουμε: 
     

 
x e u 1

f ln x 1 f u f 1
lim lim f 1

ln x 1 u 1 

 
 

 
. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  g x ln x, x 0  , η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  

 0, με παράγωγο   
1

g x , x 0
x

   . Είναι  
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   
 

x e x e

g x g eln x 1 1
lim lim g e

x e x e e 


  

 
 

Οπότε: 
   

 
 

x e x e

f ln x 1 f ln x 1 f 1ln x 1 1
lim lim f 1

x e ln x 1 x e e e 

  
    

   
 

στ) Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. στο  1, 2 , οπότε υπάρχει  ξ 1,2  τέτοιο, 

ώστε    
   

δ

f 2 f 1
f ξ 2 1 1 λ

2 1


     


 , οπότε η εφαπτομένη της fC  στο 

x ξ  είναι παράλληλη στη δ. 

ζ) Ισχύουν οι υποθέσεις  του θεωρήματος  μέσης τιμής για την f σε καθένα από 

τα διαστήματα 
3 3

1, και ,2
2 2

   
   
   

 , οπότε υπάρχουν
1

3
x , 1, ,

2

 
 
 

 
2

3
x ,2

2

 
 
 

τέτοια, ώστε  
 

1

3 3
f f 1 f 1

32 2
f x 2 f 1

3 1 2
1

2 2

   
    

           
  

 
 και  

 
 

2

3 3
f 2 f 2 f

32 2
f x 2 2 f

3 1 2
2

2 2

   
    

           
  

. Είναι  

   1 2

3 3 3
f x f x 2 f 1 2 2 f 2 f

2 2 2

        
              

        

3
1 2 f

2

 
    

 
2

 
  

 

 . 

α) Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  ως άθροισμα παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με  f x συνx 2x    και  f x ημx 2    . Επομένως  η f  

είναι συνεχής στο 0,
6

 
 
 

 .  

Όμως 
2 2π 1 π 18 π

f 0
6 2 36 36

 
    

 
 και  f 1 ημ1 1 0    αφού ημx 1  για 

κάθε  x 0, π  με την ισότητα να ισχύει μόνον για x π  στο διάστημα αυτό. 

Άρα  
π

f f 1 0
6

 
 

 
 επομένως ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Bolzano 

οπότε υπάρχει 
1

π
x ,1

6

 
 
 

 τέτοιο ώστε  1f x 0  άρα η εξίσωση  f x 0  έχει 

ρίζες το 0 και το 1x . Επίσης  είναι  f 0 0 . 

Έστω ότι η εξίσωση  f x 0  έχει κι άλλη ρίζα  1ρ 0, x   με 10 x ρ  .  
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Η f είναι συνεχής στα διαστήματα    1 10, x , x ,ρ  , παραγωγίσιμη στα 

διαστήματα    1 10, x , x ,ρ ,       1f 0 f x f ρ   οπότε ισχύουν οι υποθέσεις 

του θεωρήματος  άρα  υπάρχουν 2 3x , x   τέτοια ώστε    2 3f x f x  .  

Η f   είναι συνεχής στo  2 3x , x  , παραγωγίσιμη στo  2 3x , x ,  οπότε ισχύουν 

οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle  άρα υπάρχει  4 2 3x x , x   τέτοιο 

ώστε  4f x 0   πράγμα άτοπο γιατί  f x ημx 2 0      για κάθε x  

αφού 1 ημx 1 3 ημx 2 1           . 

Γεωμετρικά θα χαράξουμε τις y ημx  και 2y x  και παρατηρούμε ότι έχουν 

μία ρίζα το μηδέν και άλλη μία ρίζα στο (0,1). 

 

 

 

 

 

 

 

β) Έστω ότι η f   δεν είναι 1-1 τότε θα υπάρχουν κ,λ  με κ λ  και 

   f κ f λ   άρα από το θεώρημα Rolle υπάρχει   4x κ,λ  τέτοιο ώστε 

 4f x 0   πράγμα άτοπο όπως δείξαμε παραπάνω. 

γ)
     5 2

4x

νf α x ν 1 f β x
lim L

νx x

 



. Γνωρίζουμε ότι η f είναι συνεχής και η 

εξίσωση  f x 0  έχει μοναδικές ρίζες τις 0 και 1x 1 . 

Άρα σε καθένα από τα διαστήματα  ,0 ,  10, x  και  1x ,  θα διατηρεί 

πρόσημο.Είναι   2f π π 0     άρα στο  ,0  είναι  f x 0  οπότε 

 f α 0 . Είναι   2f π π 0    άρα στο  1x ,  είναι  f x 0  άρα 

 f β 0 . Αν ν 0  τότε 
  2

x

f β x
L lim






x
  

x
lim f β x


     

Αν ν 0  τότε  

     5 2

4x x

νf α x ν 1 f β x ν
L lim lim

νx x 

 
 



  5f α x

ν 4x
  

x
lim f α x


    

δ) Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ. για την f στο 2x, x    με x 1  οπότε 

υπάρχει  2

1ξ x, x  τέτοιο ώστε 
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 
   2 2 4 2 4

1 2 2 2 2

f x f x ημx x ημx x ημx ημx x x
f ξ

x x x x x x x x

     
     

   

2

2

xημx ημx

x x


 



 3x 1

x



 

 2

2

x 1ημx ημx

x xx 1


 



 
 

2x x 1

x 1

 


     

2
2

2

ημx ημx
x x 1

x x


  


(1). Έστω η συνάρτηση  g x ημx . Ισχύουν οι 

υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ. για την g  στο  2x, x    με x 1  οπότε υπάρχει 

 2

2ξ x,x  τέτοιο ώστε  
   2 2

2 22 2

g x g x ημx ημx
g ξ συνξ

x x x x

 
   

 
  (2) 

Από (1),(2) προκύπτει ότι υπάρχουν  2

1 2ξ ,ξ x,x  με x 1  τέτοια ώστε 

  2

1 2f ξ συνξ x x 1     . 

Από (1),(2) προκύπτει ότι υπάρχουν  2

1 2ξ ,ξ x,x  με x 1  τέτοια ώστε 

  2

1 2f ξ συνξ x x 1     . 

 

 

 

1. Για την συνάρτηση f  ισχύουν οι προϋποθέσεις του ΘΜΤ στο  0, x , x 0   

οπότε υπάρχει    
   f x f 0

ξ 0, x : f ξ
x


   , είναι  f ξ 1   δηλαδή 

   
   

f x f 0
1 f x x f 0

x


     με   

x
lim x f 0


   . Άρα 

 
x
lim f x


  . Σωστή απάντηση Γ. 

2. Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ΘΜΤ στο  1, 2 , άρα θα  

υπάρχει  ξ 1,2 τέτοιο, ώστε  
   

   
f 2 f 1

f ξ f 2 f 1
2 1


   


 (1). Στη σχέση 

     2 22f x f 1 f 2 2     για x ξ   έχουμε 

     
 

        
1

2 2 2 22f ξ f 1 f 2 2 2 f 2 f 1 f 1 f 2 2           

               2 2 2 22f 2 2f 1 f 1 f 2 2 f 1 2f 1 1 f 2 2f 2 1 0             

     
2 2

f 1 1 f 2 1 0     όμως      
2 2

f 1 1 f 2 1 0    άρα  

     
   

   

2 2 f 1 1 0 f 1 1
f 1 1 f 2 1 0

f 2 1 0 f 2 1

     
     

   
 

Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
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Σωστή απάντηση Δ. 

3. Για x 2  η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ΘΜΤ στο 

x, x 2 x 
 

, άρα θα υπάρχει  ξ x, x 2 x  τέτοιο, ώστε  

 
   f x 2 x f x

f ξ
2 x

 
   (1). Όμως 

 
         1 f x 2 x f x f x 2 x f x1 1 1 1

f ξ
x x x x2 x 2 x

   
          

   
2 2

f x 2 x f x
x x

      . Είναι 
x

2
lim 0

x
 , οπότε από κριτήριο 

παρεμβολής    
x
lim f x 2 x f x 0


   
 

. Σωστή απάντηση Α. 

4. Για τη συνάρτηση f ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο  α,β , άρα  

υπάρχει  ξ α,β τέτοιο, ώστε  
     f β f α 2 α β2α 2β

f ξ 2
β α β α β α

 
     

  
. 

Οποτε η εφαπτομένη της fC στο σημείο   Μ ξ,f ξ θα έχει συντελεστή -2 και 

θα είναι παράλληλη με μια ευθεία που έχει συντελεστή -2 ή κάθετη με μια 

ευθεία που θα έχει συντελεστή 
1

2
. Η ευθεία x 2y 5 0   έχει συντελεστή 

1

2
 

Σωστή απάντηση Γ. 

5. Για τη συνάρτηση f στα διαστήματα  x 1, x και  x, x 1  ισχύουν οι  

προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. με x 1 , άρα θα υπάρχουν  1ξ x 1, x  και 

 2ξ x, x 1  τέτοια, ώστε      1f ξ f x f x 1    και      2f ξ f x 1 f x     

Είναι 1 2x 1 ξ x ξ x 1      και αφού η f  γνησίως φθίνουσα τότε 

               1 2f ξ f x f ξ f x 1 f x f x f x f x 1             (1) 

Αφού  
x
lim f x 1924


 τότε    
x 1 ω

x ω
lim f x 1 lim f ω 1924

 

 
   και  

   
x 1 y

x y
lim f x 1 lim f y 1924

 

 
   . Οποτε από το κριτήριο παρεμβολής στη  

σχέση (1)προκύπτει ότι  
x
lim f x 0


  . Σωστή απάντηση Γ. 

 

Ερωτήσεις του τύπου «Σωστό ή Λάθος» 
1. Σ 2. Σ 3. Σ 4. Σ 5. Λ 6. Λ 7. Σ 8. Λ 9. Σ 10. Σ 

11. Σ 
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Κριτήριο αξιολόγησης στις παραγώγους. 

Ύλη: Μέχρι Θ.Μ.Τ. 
Θέμα Α 

Α1. Θεωρία 

Α2. α) Λ   β) Αν θεωρήσουμε τις συναρτήσεις  g x x και    f x g x 

x,x 0  , τότε έχουμε: Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, με τύπο 

 
1

f x
2 x

   όμως δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 αφού 

   
2

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x 1
lim lim lim lim

x 0 x xx
      


    


.   Α3.Λ  Λ  Σ  Σ  Σ 

Θέμα Β 

Β1. H εφαπτομένη (ε) της fC  στο σημείο A(0,1) έχει εξίσωση:  

   y f 0 f 0 x y 1 x y x 1         . Βρίσκουμε τα σημεία για τα οποία 

 g x 1 2x 1 1 2x 2 x 1            .Το σημείο 

    1,g 1 1,0 (ε)     αφού οι συντεταγμένες του την επαληθεύουν  

( 0 1 1   ).Η εφαπτομένη της g στο 1 και η (ε) είναι παράλληλες με κοινό 

σημείο άρα ταυτίζονται. 

Β2. Για την f ικανοποιούνται οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ. στο  α,β  άρα υπάρχει 

 ξ α,β ,τέτοιος ώστε  
    β α

ξ
f β f α e e

f ξ e .
β α β α

 
   

 
 Έχουμε 

x β αe
α ξ β α βe e

α ξ β e e e e e
β α


       



<

.   

B3.α) Θεωρούμε τη συνάρτηση      κ x f x g x 1   . Η κ είναι συνεχής στο 

 2, 1   σαν διαφορά συνεχών συναρτήσεων.  
2

1
k 2 1 0

e
      

     
1 1

k 1 f 1 g 1 1 0 1 1 0
e e

            . Άρα    κ 2 κ 1 0     ,οπότε 

ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano άρα υπάρχει μία τουλάχιστον 

ρίζα 1x  της εξίσωσης  κ x 0  στο  2, 1  .  

β) Είναι  1k x 0 ,      k 0 f 0 g 0 1 1 0 1 0        . Η συνάρτηση κ είναι 

συνεχής στο  1x ,0 , παραγωγίσιμη στο  1x ,0  με τύπο      k x f x g x    . 

Επομένως ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle δηλαδή υπάρχει

   1ρ x ,0 2,0    τέτοιο ώστε          k ρ 0 f ρ g ρ 0 f ρ g ρ          . 

Επομένως οι γραφικές παραστάσεις των παραγώγων των συναρτήσεων f και g 

τέμνονται σ’ ένα τουλάχιστον σημείο. 
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Θέμα Γ 

Γ1. H εφαπτομένη  (ε) της fC  στο σημείο 
1

M ξ,
ξ

 
 
 

έχει εξίσωση : 

    y f ξ f ξ x ξ   

 
2 2

1 1 1 2
y x ξ y x

ξ ξξ ξ
        .Για y 0  έχουμε: 

2

1 2
0 x 0 x 2ξ x 2ξ

ξξ
           άρα το σημείο Α 

έχει συντεταγμένες  2ξ,0 . Για x 0  έχουμε: 
2

y
ξ

  άρα το σημείο Β έχει 

συντεταγμένες 
2

0,
ξ

 
 
 

. Το μέσο του ΑΒ έχει συντεταγμένες 

A B

A B

22ξ 0
xxx x

x 2
2

2
0y y

y ξ
y2

2

   
  

 
  



ξ

2

2

y 
ξ

2

x ξ

1
y

ξ




 
 

 




 οπότε ταυτίζεται με το Μ. 

Γ2. Το τρίγωνο ΟΑΒ έχει εμβαδόν  
1 2 4 1

ΟΑΒ 2ξ ξ 2 1 2
2 ξ 2 ξ

     .  

Γ3.  
2

2
2 2

2 2

4 4
(AB) 17 4ξ 17 4ξ 17

ξ ξ
         

2 4 2 4 2

2

4
4ξ 17 4ξ 4 17ξ 4ξ 17ξ 4 0.

ξ
         Θέτουμε 2ξ ω 1   

οπότε έχουμε την εξίσωση 24ω 17ω 4 0    με ρίζες ω 4  ,η οποία 

απορρίπτεται και 
21 1 1

ω ξ ξ
4 4 2

     . Αν  d ξ  η απόσταση του Μ από 

την αρχή των αξόνων, τότε : 

   2

2

2
1

d ξ ξ d ξ
ξ

   

2
ξ 

3ξ

2

 
3

2 2

2 2

1
ξ

ξ
d ξ

1 1
ξ ξ

ξ ξ



 

 

 . 

 Επομένως  
2

151 15 15
8

1 22 2 2d
2 1 171 44

4 42

 
 
       
     

 

17

2

15 17

17
  . 
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Γ4. Έστω ζ η κοινή εφαπτομένη των συναρτήσεων f και g και 

     1 1 2 2Γ x ,f x ,Δ x ,g x τα αντίστοιχα σημεία επαφής . Η εξίσωση 

εφαπτομένης της ζ για τα σημεία Γ και Δ είναι αντίστοιχα: 

          1 1 1 1 1 1 1y f x f x x x y f x x f x x f x            

12

11

1 1
y x x

xx
    

2

1

1

x
 

2

11

1 2
y x

xx

 
      

 
.   

          2 2 2 2 2 2 2y g x g x x x y g x x g x x g x            

   2

2 2 2 2 2y 2x 3 x x 3x 3 x 2x 3           2

2 2y 2x 3 x x 3.      

Επειδή οι εξισώσεις αφορούν την ίδια ευθεία έχουμε: 2

2

1

2
x 3

x
     

2

2

1

x 3 1

2 x

 
  (1) και  

2

2 22

11

1 1
2x 3 2x 3

xx

 
       

 

 1

  

 

2
2

2

2

x 3
2x 3

2

  
    

 

4 2

2 2

2

x 6x 9
2x 3

4

 
     

4 2

2 2 2x 6x 9 8x 12      4 2

2 2 2x 6x 8x 3 0.     Με σχήμα Horner , 

βρίσκουμε ότι η εξίσωση έχει ρίζες το1 (τριπλή) και  το 3  , η οποία 

απορρίπτεται αφού 2x 0 . Άρα η κοινή εφαπτομένη έχει εξίσωση y x 2.     

Θέμα Δ 

Δ1. α) Έστω ότι η  δεν αντιστρέφεται .Τότε υπάρχουν 1 2x , x   1 2x x   

με    1 2f x f x  . Η συνάρτηση f   είναι συνεχής στο  1 2x , x  αφού είναι 

δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , επίσης είναι παραγωγίσιμη στο  1 2x , x  

για τον ίδιο λόγο. Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

δηλαδή υπάρχει  0 1 2x x ,x  ,τέτοιο ώστε  0f x 0   άτοπο .Επομένως η 

f   δεν είναι 1-1. 

Δ2. Από τη σχέση (1) έχουμε για x 0 ότι:    3g 0 g 0 2  

   3g 0 g 0 2 0       3g 0 1 g 0 1 0    

       2g 0 1 g 0 g 0 1 g 0 1 0              

      2

0

g 0 1 g 0 g 0 2 0



 
     
 
 

   g 0 1 0 g 0 1    . Γνωρίζουμε ότι 

η g είναι παραγωγίσιμη ,οπότε από τη σχέση (1) έχουμε με παραγώγιση  

           
 

2 2

2

0

3
3g x g x g x 3 g x 3g x 1 3 g x

3g x 1


 
          

 
 

.  
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Για x 0 έχουμε  
 2

3 3
g 0

43g 0 1
  


, οπότε η εξίσωση της εφαπτομένης  

που ζητάμε είναι :    
3

y g 0 g 0 x y x 1
4

     . 

Δ3.α) Τα σημεία Α και Β ανήκουν στη (δ) οπότε  1 1

3
f x x 1

4
   και 

 2 2

3
f x x 1

4
  .  Για την f  ισχύει το ΘΜΤ στο  1 2x , x  άρα υπάρχει  1 2ξ x , x  

τέτοιο ώστε  
    2

2 1

2 1

3
x 1f x f x 4f ξ

x x


  



1

3
x 1

4
   2 1

2 1

3
x x

4

x x






2 1x x

3

4
  .  

Έστω ότι η εξίσωση  
3

f x
4

   έχει και δεύτερη λύση 1ξ ξ  ,τότε    1f ξ f ξ 

. Η συνάρτηση f   είναι συνεχής στο  1ξ,ξ  αφού είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 

στο  , επίσης είναι παραγωγίσιμη στο  1ξ,ξ  για τον ίδιο λόγο.  Άρα ισχύουν 

οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle δηλαδή υπάρχει  0 1ξ ξ,ξ ,τέτοιο ώστε 

 0f ξ 0   άτοπο .Όμοια αν 1ξ ξ . 

β) Έστω ότι η ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση της f σε τρία σημεία  

        1 1 2 2 3 3A x ,f x ,B x ,f x ,Γ x ,f x  με 1 2 3x x x    ,τότε  3 3

3
f x x 1

4
  .  

Για την f  ισχύει το ΘΜΤ στο  2 3x , x  άρα υπάρχει  2 2 3ξ x , x  τέτοιο ώστε  

 
    3

3 2

2

3 2

3
x 1f x f x 4f ξ

x x


  



2

3
x 1

4
   3 2

3 2

3
x x

4

x x






3 2x x

3

4
  .   

Αποδείξαμε ότι η εξίσωση  
3

f x
4

   έχει δύο λύσεις άτοπο από το α). 

Δ4.α)Έστω 1 2x , x   με          3 3

1 2 1 2g x g x 1 g x g x (2)   .  

Με πρόσθεση των σχέσεων (1) και (2) έχουμε :  

       3 3

1 1 2 2 1g x g x g x g x 3x 2     23x 2   1 2 1 23x 3x x x    . 

Άρα η g είναι 1-1 οπότε αντιστρέφεται. 

β) Θέτουμε  g x y  στην (1) και έχουμε 
3 3y y 3x 2 3x y y 2         

 
3 3

1y y 2 y y 2
x g y

3 3

   
   .  Άρα  

3
1 x x 2

g x ,x
3

  
  . 

          
3 f 1 1

2019g x 1 1 x x 2
f g e g x 1 g x f g g 0

3

 
 

   
         

  
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      
2019g x 1 1e g x 1 g x

     11 g x  
    

2019g x 1
e g x 1 1 0


    (*).   

Θεωρούμε τη συνάρτηση   xh x e x 1    ,η οποία αποδεικνύεται εύκολα  ότι  

είναι γνησίως  αύξουσα άρα και 1-1. Με τη βοήθεια της συνάρτησης h η σχέση (*) 

γίνεται :            
h 1 1

h g x 1 0 h g x 1 h 0 g x 1 0 g x 1


          

   
g 1 1

g x g 0 x 0


    . 
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   26 Συνέπειες Θ.Μ.Τ. – Σταθερή 

συνάρτηση 
 

20. Η f είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο 

  5 5 3 3f x 6ημ xσυνx 6συν xημx 6ημxσυν x 6ημ xσυνx       

    4 4 2 2f x 6ημxσυνx ημ x συν x συν x ημ x     
 

 

     2 2 2 2f x 6ημxσυνx ημ x συν x ημ x συν x   
1

2 2συν x ημ x
 

  
  

 

   2 2 2 2f x 6ημxσυνx ημ x συν x συν x ημ x 0        f x c,c  . Είναι 

 f 0 1 , άρα c =1, οπότε  f x 1, x  . 

Η g είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο  

  3 3 3 3g x 8ημ xσυνx 4συν xημx 6ημxσυν x 6ημ xσυνx 2ημxσυνx        

  3 3g x 2ημ xσυνx 2ημxσυν x 2ημxσυνx    

   2 2g x 2ημxσυνx ημ x συν x 1 0       g x c,c  .  

Είναι  g 0 1 , άρα c =1, οπότε  g x 1, x  . 

 

21. α) Η h είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο 

                h x 2f x f x 2f x f x 2f x f x f x        
0

0   

 h x c , c . 

β) Είναι  h 1 0 , άρα  h x 0  για κάθε x . 

 

22. Η h είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο 

                 2 2 2 2 2 2h x 3f x f x 3g x g x 3f x g x 3g x f x 0         

  h x c , c . 

 

23. Η f είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο    f x 3f x  οπότε  

   f x 3f x    . Η g είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο  

                 g x f x f x f x f x 3f x f x 3f x f x 0          

 g x c,c   . Είναι  g 0 1 , άρα  g x 1  για κάθε x . 

 

24. Είναι    f x xf x 2   (1). Με παραγώγιση της σχέσης (1) κατά μέλη  

έχουμε :  

       
x 0

f x f x xf x xf x 0


           f x 0 f x c,c     . 
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25. α) Η g είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο  

 
 

 

 2

2

2x f xf x
g x 2x

f x


    

 2f x
   2x g x 2x 2x 0 g x c,c       

β) Είναι  
 

1
g 0 1 c

f 0
   , άρα 

 
   

 2 2

2

1 1 1
g x 1 x 1 x 1 f x

f x f x 1 x
        


. 

γ) Είναι    2x  x  

x
lim xf x ημ2x lim ημ2x 0

x 1   

 
  

 
. Για κάθε x 0  είναι: 

2 2 2 2 2 2

x x x x x x
ημ2x ημ2x ημ2x

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1
     

     
, 

Όμως 
2x x

x x
lim lim

x 1 


 2x
2x

x
0 lim

x 1

 
   

 
, οπότε από το κριτήριο 

παρεμβολής είναι 
2x

x
lim ημ2x 0

x 1

 
 

 
. 

 

26. α) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0, με παράγωγο  

 
    2

x

2

xf x f x x
g x e

x

 
   

x

2

e

x

xe   

   x xg x e e 0 g x c,c        

β) Θέτουμε 
 

       2

2

f x e 1
h x , x 1 f x x 1 h x e 1

x 1

 
       


. 

Η f είναι συνεχής στο  0, άρα και στο 1 οπότε

        2

x 1 x 1
f 1 limf x lim x 1 h x e 1 e 1

 
        . 

Επομένως    g 1 f 1 e e   1 e   g 1 1 c    οπότε

 
 

   x x x
f x

g x 1 e 1 f x xe x f x xe x.
x

           

γ) Έστω   xt x xe x 2   ,  x 0,1 . Είναι   t 0 2 0   ,  t 1 e 1 0   , 

άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano οπότε η εξίσωση  t x 0  

έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,1 . 

Έστω ότι η  t x 0  έχει 2 ρίζες  1 2ρ ,ρ 0,1  με 1 2ρ ρ .  

Η t είναι συνεχής στο 
21ρ ,ρ 

  ,παραγωγίσιμη στο  1 2ρ ,ρ με παράγωγο  
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  x xt x e xe 1     ,    1 2t ρ t ρ 0   οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του  

θεωρήματος Rolle άρα υπάρχει    1 2ξ ρ ,ρ 0,1   τέτοιο, ώστε 

  ξt ξ 0 ξ ξe 1 0       που είναι άτοπο, αφού  t x 0   για κάθε  x 0,1 . 

 

27. α) Η g είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο  

           x xg x f x f x e e f x f x          

               x xg x e f x 2f x f x g x e 2f x 2f x 0             

 g x c,c   

β) Η εφαπτομένη της fC  στην αρχή των αξόνων είναι παράλληλη στην (ε) 

οπότε  f 0 0  και  f 0 2  . 

Είναι          x x x xg x c f x e f x e 2 c f x e f x e c 2             .    

Για x 0  είναι c 0 , άρα      

    x xf x e f x e 2         xf x e 2x   
 
  x

1f x e 2x c   
    

  x x

1 1f x 2xe c e ,c   .  Για x 0  είναι 1c 0 , άρα   xf x 2xe , x . 

 

 

28. Έστω  
 

 

f x
h x

g x
 . Η h είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο  

 
       

 2

f x g x f x g x
h x

g x

 
  . Έστω          t x f x g x f x g x , x    . 

Η t είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο 

         t x f x g x f x g x        f x g x     f x g x 0    

 t x c,c  .Επειδή  t 0 0  είναι          t x 0 f x g x f x g x 0      , 

άρα  h x 0    h x k ,k  . 

 

29. Για 0y x  και 0x x , έχουμε:    
2

0 0f x f x x x     

   0

0

0

f x f x
x x

x x


  



   0

0 0

0

f x f x
x x x x

x x


    


.  Είναι  

 
0 0

0 0
x x x x
lim x x 0 lim x x
 

      οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι  

   
0

0

x x
0

f x f x
lim 0

x x





, άρα  0f x 0   για κάθε 0x  , επομένως  

 f x c,c  . 

Αυξημένης δυσκολίας 
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30. Έστω          
3 3 3 3

f x κ λ x λ x κ x κ λ x κ λ 24κλx             . 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο 

           
2 2 2 2

f x 3 κ λ x 3 λ x κ 3 x κ λ 3 x κ λ 24κλ 1               

         
2 2 2 2

f x 3 κ λ x λ x κ x κ λ x κ λ 8κλ                
 

     f x 3 4λ k x 4λ k x 8κλ         

 f x 3 4λk 4λx    4λk 4λx  8kλ   

     f x 3 8kλ 8kλ f x 0         f x c,c .   . από την (1) για x 0  

είναι          
2 2 2 2

f x 3 κ λ 3 λ κ 3 κ λ 3 κ λ 24κλ             

     
2 2

f x 6 κ λ κ λ 4κλ        
 

 

  2f x 6 κ   22κλ λ  2κ 22κλ λ  4κλ   

     f x 6 4κλ 4κλ f x 0         2 2f x c ,c  . 

Για x 0  είναι    
3

f 0 κ λ       
3 3 3

λ κ κ λ κ λ      

       
3 3

2f 0 λ κ λ κ f 0 0 c        οπότε 

         
3 3 3 3

f x 0 κ λ x λ x κ x κ λ x κ λ 24κλx               

 

31. Έστω ότι  f x 0   για κάθε x . Τότε,  f x c  , c . Επειδή  

 f α 0   είναι c 0  οπότε  f x 0   για κάθε x . Τότε,   1f x c , 

1c  .  Όμως  f α 0 , άρα 1c 0  επομένως  f x 0  για κάθε x  που 

είναι άτοπο. Άρα υπάρχει  ξ α,β  τέτοιο, ώστε:  f ξ 0  . 

 

32. α) Έστω       
22 xg x f x f x e  

 
. Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με 

παράγωγο               
2x 2 xg x 2f x f x 2f x f x e f x f x e              

 

              
22 xg x 2f x f x 2f x f x f x f x e         

   

        
2 x2f x f x f x f x e 0     

 
άρα 

 

     
22 xg x c,c f x f x ce       . 

β) Για x 0  είναι c 0 , άρα        
22f x f x 0 f x f x 0         για 

κάθε x . 
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33. Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε x  είναι   2 3f x x 1 x 0     

Έστω     2 3g x f x x 1 x , x     . Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

 με παράγωγο        2 2g x f x x 1 f x 2x 3x      και δεύτερη παράγωγο 

        2g x f x x 1 4xf x 2f x 6x 6x 6x 0            

 g x c, c   . Η ευθεία (ε) 
1

y x
2

   είναι εφαπτομένη της fC  οπότε 

   
1 1

f 1 1 και f 1 1
2 2

     .Επομένως οπότε      g 1 2f 1 2f 1 3    

 g 1 0 c 0     άρα  g x 0     1 1g x c ,c  .  

Είναι   1g 1 0 c 0    άρα για κάθε x  είναι  g x 0   

    
3

2 3

2

x
f x x 1 x 0 f x .

x 1
    


 

 

34. α) Έστω     xg x xf x e 1 x, x .      Η g είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο       xg x f x xf x e 1       και δεύτερη 

παράγωγο  

           x x x xg x f x f x xf x e 2f x xf x e e e 0                 

 g x c,c .    Είναι        g 1 f 1 f 1 e 1 0 c 0 g x 0             . 

  1 1g x c ,c  . Είναι      1g 1 f 1 e 1 1 0 c 0 g x 0           

   x xxf x e 1 x 0 xf x e 1 x        οπότε για  x 0  είναι 

 
xe 1 x

f x
x

 
  . Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο είναι  συνεχής στο  

άρα και στο x 0  οπότε    

0

x x0

x 0 x 0 DLH x 0

e 1 x e 1
f 0 lim f x lim lim 0

x 1

 
 
 

  

  
      

επομένως  

xe 1 x
, x 0

f x x

0 , x 0

  


 
 

. 

β) Είναι  
   

x
0

x 0

2x 0 x 0 x 0 DLH

e 1 x
f x f 0 e 1 xxf 0 lim lim lim

x x x

 
 
 

  

 
  

       

0

x x0

x 0 DLH x 0

e 1 e 1
lim lim

2x 2 2

 
 
 

 


  . 
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γ) Για x 0  είναι  
 

 
 

x x x

2

e 1 x e 1 x e x 1 1
f x f x

x x

      
     . 

Επίσης  
   

 x

2

x 0 x 0

e x 1 1 1
f x f 0 2xf 0 lim lim

x x 

 
 

     

 
0

x 2 0

3x 0 DLH

2e x 1 2 x
lim

2x

 
 
 



  
  

   xx x

2 2x 0 x 0 x 0

2 e x x 2 x2e x 1 2e 2x
lim lim lim

6x 6x  

  
 

 x

2

e 1

6x


0

x0

DLH x 0

2e 1
lim

6 3

 
 
 


   

 

35. Έστω  
 f x

g x ln x, x 0
x

   . Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

 0,  με παράγωγο  
       

2 2

xf x f x xf x f x x1
g x

xx x

   
     και 

δεύτερη παράγωγο  

 
 f x

g x


 
   xf x f x    21 x     xf x f x x 2 x  

4x
3

   

 
     2

3

x f x x 2xf x 2f x 2x
g x

x

    
    

 
     

 
2

3 3

x f x 2xf x 2f x x x x
g x 0 g x c, c .

x x

     
        

Όμως  
   f 1 f 1 1

g 1 0 c 0
1

  
     οπότε     1 1g x 0 g x c ,c      

. Είναι     1g 1 f 1 0 c 0     οπότε  g x 0 

 
 

f x
ln x 0 f x x ln x, x 0

x
     . 

 

36. α) Η g είναι παραγωγίσιμη με          g x 2f x f x f x f x       

       2f x f x 2f x f x 0    άρα  η g είναι σταθερή συνάρτηση.  

Είναι    
 

2

2 f 0 4
g 0 f 0 1 3

2 2

  
        άρα  g x 3 , x  . 

β) Έστω ότι υπάρχει κι άλλη συνάρτηση h η οποία ικανοποιεί τις ιδιότητες της 

f. Αρκεί να δείξουμε ότι f h . Έστω η συνάρτηση      φ x f x h x   , η 

οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο 



                                                 Σταθερή συνάρτηση- Εύρεση συνάρτησης 

 

 

143 

 

     φ x f x h x     και δεύτερη παράγωγο 

         φ x f x h x 2f x 2h x             2 f x h x 2φ x       .  

Άρα από το α) ερώτημα αφού η φ ικανοποιεί την ιδιότητα    φ x 2φ x    

τότε η συνάρτηση    
 

2

2 φ x
k x φ x

2

  
     είναι σταθερή. 

Είναι    
 

   
   

2 2

2 2φ 0 f 0 h 0
k 0 φ 0 f 0 h 0

2 2

        
             

 
 

2

2 2 2
1 1 0

2


     άρα  k x 0    

 
2

2 φ x
φ x 0

2

  
      

   φ x φ x 0   για κάθε x  άρα        f x h x 0 f x h x     για 

κάθε x . Επομένως είναι f h  άρα η συνάρτηση που ικανοποιεί τις 

ιδιότητες είναι μοναδική. 

γ) Αν      f x ημ 2x συν 2x , x    τότε  f 0 1 . 

Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με παράγωγο       f x 2συν 2x 2ημ 2x    

και δεύτερη παράγωγο        f x 2ημ 2 x 2συν 2 x 2f x      . 

Είναι   f 0 2  άρα ικανοποιεί τις υποθέσεις , η f είναι μοναδική από β) 

ερώτημα άρα      f x ημ 2x συν 2x , x   . 

 

 

 

37. α)      2f x συν2x 2x f x ημx x
        

  2f x ημx x c,c    .Είναι  f 0 1 c 1   άρα   2f x ημx x 1    

β)      3 4 2f x 16x 6x f x 4x 3x
         4 2f x 4x 3x c,c    . 

Είναι  f 0 2 c 2    άρα   4 2f x 4x 3x 2   . 

γ)    
1 1

f x συν2x ημ3x f x ημ2x συν3x
2 3

 
       

 
 

 
1 1

f x ημ2x συν3x c,c
2 3

    . Είναι  
4

f 0 1 c
3

   οπότε 

 
1 1 4

f x ημ2x συν3x
2 3 3

   . 

Εύρεση συνάρτησης από σχέση της μορφής f ΄(x) = h(x) 

 

 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 

 

 

 

 

 

 



                                                 Σταθερή συνάρτηση- Εύρεση συνάρτησης 

 

 

144 

 

δ)    

3
1 2

2x 2x 2x2
x 2

f x 2e x e f x e x x c,c
3 3

2

 
 

          
  
 

. Είναι

  2 2
f 1 e c

3
     άρα   2x 2 2

f x e x x
3 3

   . 

ε)        2 22ln x
f x 2ln x ln x ln x f x ln x c,c

x

        . Είναι 

 f 1 0 c 0   οπότε    2f x ln x . 

στ)  
 

      
2

2 2

2 2

x 12x
f x ln x 1 f x ln x 1 c,c

x 1 x 1

 
         

 
, 

Είναι  f 0 0 c 0   οπότε    2f x ln x 1  . 

ζ)        2 2 3 3f x 3ημ xσυνx 3ημ x ημx ημ x f x ημ x c,c       .     

Είναι 
π

f 1 c 0
2

 
   

 
,   3f x ημ x  

η)      2 2 3f x 12ημ 4xσυν4x 3ημ 4x ημ4x ημ 4x       

  3f x ημ 4x c,c   .Είναι  f 0 0 c 0   άρα  

θ)  
 

 
2

2

2 2 2

x 1x 2x
f x x 1

x 1 2 x 1 2 x 1

 
      

  
 

  2f x x 1 c,c    .Είναι  f 1 1 c 1 2     οπότε

  2f x x 1 1 2    .  

ι)     
 

3
2

2
2

x 3x 4
f x 2x 3 x 3x 4

3

  
       
 
 

 

   
3

21
f x x 3x 4 c,c

3
     .Είναι   

16
f 0 16 c

3
     οπότε, 

   
3

21 16
f x x 3x 4

3 3
    . 

38. α)          x x x xf x e ln x e ln x e ln x f x e ln x c,c        ,  

Είναι  f 1 1 c 1      οπότε   xf x e ln x 1  . 
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β)  
   

 
x x x x

2

x e e x e e
f x f x c

x xx

    
      

 
.Είναι  f 1 e c 0    

οπότε   
xe

f x
x

 . 

γ)  
   

 
2

x ln x x ln x ln x ln x
f x f x c,c

x xx

    
          

 
.Είναι 

 f 1 1 c 1   οπότε   
ln x

f x 1
x

    

δ)          x x x xf x e x e x xe f x xe c,c         ,  f 1 e c 0   , 

οπότε   xf x xe . 

ε)          f x x ημx x ημx xημx f x xημx c,c          .Είναι

 f π 0 c 0   οπότε  f x xημx . 

στ)          x x x xf x e ημx ημx e e ημx f x e ημx c,c            . 

Είναι   f π 0 c 0    οπότε   xf x e ημx  . 

 

39. α)     2

1 1f x 6x f x 3x c ,c      .Είναι    1f 0 2 c 2    , άρα  

   2 3

2 2f x 3x 2 f x x 2x c ,c        .Είναι   2f 0 2 c 2   , άρα 

  3f x x 2x 2.    

β)    2 3

1 1f x 12x 9 f x 4x 9x c ,c        .Είναι    1f 0 4 c 4     

οπότε  
2

3 4 x
f x 4x 9x 4 x 9 4x

2

 
        

 

  4 2

2 2

9
f x x x 4x c ,c

2
     .Είναι    4f 0 4 f 0 1      

2c 1 , άρα   4 29
f x x x 4x 1

2
    . 

γ)      2x 2x 2x

1 1f x 4e 2e f x 2e c ,c       .Είναι    1f 0 3 c 1      

οπότε       2x 2x 2x

2 2f x 2e 1 e x f x e x c ,c          .Όμως   

  2f 0 3 c 2    άρα    2xf x e x 2   . 

δ)       1 1f x 9ημ3x 3συν3x f x 3συν3x c ,c        .Είναι  
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  1f 0 1 c 2     άρα    f x 3συν3x 2 ημ3x 2x         

  2 2f x ημ3x 2x c ,c    .Όμως    2f 0 1 c 1    οπότε

 f x ημ3x 2x 1    

 

 

 

40. α)    f 4x 3 2x 5 4f 4x 3 8x 20          

    2f 4x 3 4x 20x       2f 4x 3 4x 20x c,c     . Θέτουμε 

u 3
4x 3 u x

4


     οπότε έχουμε  

 
2

u 3
f u 4 20

4

 
  

 

5 u 3

4

 2u 6u 9
c 5u 15 c

4

 
     , άρα 

   21
f x x 6x 9 5x 15 c,c

4
       .Είναι   f 3 1 c c 1     , άρα

   21
f x x 6x 9 5x 16

4
     . 

β)         2 2 2 2 3 2f x 3x 9 2xf x 6x 18x f x 2x 9x
             

 2 3 2f x 2x 9x c,c    . Θέτουμε 
2x u x u   , οπότε έχουμε

 f u 2u u 9u c   άρα  f x 2x x 9x c,c , x 0     . Είναι

 f 0 0 c 0   , άρα  f x 2x x 9x  . 

γ)    3 2 3 2

3 4 2

1 1 1 1
f x 4 3x f x 12x 3 3

xx x x
          

  3 3 3
f x 4x 3ln x

x

 
    
 

 3 3 3
f x 4x 3ln x c,c

x
     . Θέτουμε 

3 3x u x u   , οπότε έχουμε 

 
1

3

3 3

3 3
f u 4u 3ln u c 4u ln u c

u u
        .Είναι   f 1 7 c 0   ,άρα 

 
3

3
f x 4x ln x

x
    

41.    
   

  
x x x

x x

2

x e e x1 e
xf ln x xe e f ln x f ln x

x xx

            
 

 

Αυξημένης δυσκολίας 
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 
xe

f ln x c,c
x

    . Θέτουμε uln x u x e   , οπότε έχουμε  

 
u

u
e

e u

u

e
f u c e c

e

    , άρα  
xe xf x e c ,x 0   . Για x 0  είναι 

 f 0 e c c 0    , άρα  
xe xf x e  , x 0 . 

 

42. Για x 2  είναι :  2 2f x 4x 6x 5x 3 (1)       

   2 3 22x 4 f x 4x 12x 14x 14x 12      

  2 4 3 214
f x 4x 3x x 7x 12x

3

 
      

   

 2 4 3 214
f x 4x 3x x 7x 12x c,c

3
       . Για x 0  είναι  

 f 0 c c 0    αφού η Cf διέρχεται από την αρχή των αξόνων  οπότε 

   2 4 3 214
f x 4x 3x x 7x 12x 2 .

3
      Από τις σχέσεις (1) και (2) για x 1  

είναι  f 5 4   και  
14 38

f 5 3 7 12
3 3

      

Η εφαπτομένη στο Α έχει εξίσωση  ε:     
22

y f 5 f 5 x 5 y 4x
3

      .  

 

43. α)  
  2 x 1 x 4 6x 3x 2 6

f x x 4
x 1 x 1 x 1

   
      

  
 

   
2x

f x 4x 6ln x 1
2

 
      

 
   

2x
f x 4x 6ln x 1 c,c

2
      .     

Είναι  f 0 1 c 1   , άρα    
2x

f x 4x 6ln x 1 1
2

     . 

β)  
  2 x 1 x 6 12x 5x 6 12

f x x 6
x 1 x 1 x 1

   
      

  
 

   
2x

f x 6x 12ln x 1
2

 
      

 
    

2x
f x 6x 12ln x 1 c,c

2
      ,     

Είναι  f 0 0 c 0    οπότε     
2x

f x 6x 12ln x 1
2

     
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44. Επειδή το πολυώνυμο  f x 2  διαιρείται με το  
2

x 1 , ισχύει:  

     
2

f x 2 x 1 g x    (1), όπου  g x  πολυώνυμο δευτέρου βαθμού. Το 

 f x 2  πολυώνυμο διαιρείται με το  
2

x 1  οπότε  ισχύει: 

     
2

f x 2 x 1 h x    (2), όπου  h x  πολυώνυμο δευτέρου βαθμού. 

Παραγωγίζοντας τις σχέσεις (1),(2), προκύπτει:

         f x x 1 2g x x 1 g x         και   

         f x x 1 2h x x 1 h x       . Δηλαδή η f  έχει παράγοντες τα  x 1  

και  x 1 . Επειδή η f είναι πολυώνυμο τετάρτου βαθμού, η f   είναι 

πολυώνυμο  τρίτου βαθμού, οπότε:      f x x 1 x 1 αx β     , α 0 . 

Δηλαδή       3 2f x x 1 x 1 αx β αx βx αx β           

  4 3 2α β α
f x x x x βx

4 3 2

 
      

 
  4 3 2α β α

f x x x x βx c
4 3 2

     , c . 

Επειδή  f 0 1  είναι c 1  και   4 3 2α β α
f x x x x βx 1

4 3 2
     , x . 

Αν στη σχέση (1) αντικαταστήσουμε x 1  και στη σχέση (2) x 1  , προκύπτει:

 f 1 2   και  f 1 2  . Όμως  
α β α

f 1 β 1 2
4 3 2

         

3α 4β 6α 12β 12 24 3α 8β 36           (3)  και 

 
α β α

f 1 β 1 2 3α 4β 6α 12β 12 24 3α 8β 12
4 3 2

                 (4). 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (3),(4) προκύπτει: 6α 24 α 4      

οπότε από την (4)  είναι β 3 . Άρα   4 3 2f x x x 2x 3x 1     , x . 

 

 

45. α) Είναι     2f x xf x 3x 1        3xf x x x    

  3xf x x x c      2 c
f x x 1

x
   .  f 1 2 c 0    οπότε   2f x x 1   

β) Είναι         x xxf x f x e xf x e        

   
x

x e c
xf x e c,c f x

x


     . 

 f 1 e 1 c 1     οπότε   
xe 1

f x
x


 . 

Σχέσεις της μορφής (f ΄(x) , f(x), x) = h(x) 

 

 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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γ) Είναι    
   2 2 x x

2

xf x f x
xf x x f x x e e 1

x

 
         

 
 x

f x
e x

x

     
 

  x
f x

e x c,c
x

        xf x x e x c   . 

 Όμως  f 1 e 1 c 0     οπότε    xf x x e x  . 

δ) Είναι  
 

   2
1 f x

f x 3x xf x 3x 1 f x
x


       

    2xf x f x 3x 1         3xf x x x      

   3 2 c
xf x x x c,c f x x 1

x
        . 

Όμως  f 1 1 c 1    οπότε   2 1
f x x 1

x
   . 

ε) Είναι    
   2 3

2

xf x f x
xf x f x x ημx x συνx ημx xσυνx

x

 
       

 
 

f x
xημx

x

    
 

 
  2

f x
xημx c,c f x x ημx cx

x
      . 

Όμως 
2π π

f c 0
2 4

 
   

 
 οπότε   2f x x ημx . 

 

46. α) Είναι        3x 2x 2x xf x 2f x e e f x 2e f x e         

    2x xe f x e       2x x 3x 2xe f x e c,c f x e ce       .  

Όμως  f 0 2 c 1    οπότε   3x 2xf x e e  . 

β) Είναι        
2 2 2x x xf x 2xf x 2x e f x xe f x 2xe        

    
2 2x xe f x e

 
     

2 2 2x x xe f x e c,c f x 1 ce      .  

 f 0 1 e c e     και  
21 xf x 1 e   . 

γ) Είναι        2x 2x 2x1
2f x 4f x 1 e f x 2e f x e

2
        

  2x 2x1
e f x e

4

    
 

   2x 2x 2x1 1
e f x e c,c f x ce

4 4

      .  

Όμως  
3

f 0 1 c
4

   οπότε   2x1 3
f x e

4 4

  . 
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δ) Είναι        x x xf x f x 2 e f x e f x 2e          

    x xe f x 2e        x x xe f x 2e c,c f x 2 ce         . 

Όμως  f 0 2 c 4   οπότε   xf x 2 4e   . 

 

 

47. α) Είναι         5 3 6 4 2f x xf x 6x 4x 2x xf x x x x           

  6 4 2xf x x x x c,c     . 

Για x 0  είναι 0 c , άρα για x 0  είναι   5 3f x x x x   . Για x 0  η  

αρχική σχέση γίνεται  f 0 0 . Επειδή η f είναι συνεχής στο x 0  είναι  

     5 3

x 0 x 0
f 0 limf x lim x x x 0

 
     , άρα   5 3f x x x x    για κάθε x . 

β) Είναι      2x 1 f x 3x 6x 1 f x    

      2x 1 f x f x 3x 6x 1        

      3 2x 1 f x x 3x x          3 2x 1 f x x 3x x c ,c      . 

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο , είναι συνεχής στο  άρα και στο 1, 

οπότε       3 2

x 1 x 1
lim x 1 f x lim x 3x x c 0 c 1 c 1
 

            . Άρα για  

x 1  είναι  
 3 2 x 1x 3x x 1

f x
x 1

  
 



 2x 2x 1

x 1

 



2x 2x 1   .  

Επίσης    2

x 1
f 1 lim x 2x 1 2


     , άρα για κάθε x  είναι 

  2f x x 2x 1   . 

γ) Είναι      3 2x 1 f x 4x 3x 2x 1 f x        

      4 3 2x 1 f x x x x x           4 3 2x 1 f x x x x x c,c .       .  

Για x 1   είναι  : 0 c , άρα για x 1   έχουμε

 
  24 3 2

3
x x 1 x 1x x x x

f x x x
x 1 x 1

   
   

 
.Επειδή η f είναι συνεχής 

στο x 1   είναι      3

x 1 x 1
f 1 lim f x lim x x 2

 
      , άρα   3f x x x   για 

κάθε x . 

δ) Είναι        4 2 2 5 32f x xf x 6x 4x 2xf x x f x 6x 4x          

      2 6 4 2 6 4x f x x x x f x x x c,c        . Για x 0  είναι 0 c ,  

άρα για x 0  είναι   4 2f x x x  . Επειδή η f είναι συνεχής στο x 0  είναι  

Αυξημένης δυσκολίας 
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     4 2

x 0 x 0
f 0 limf x lim x x 0

 
    , άρα   4 2f x x x   για κάθε x . 

 

48. Είναι  
 

   
1

f x f x g x 1
g x

     (1) και 

 
 

   
1

g x f x g x 1
f x

        (2). Με πρόσθεση των σχέσεων (1) και (2) 

έχουμε             f x g x f x g x 0 f x g x 0       

   f x g x c,c  . Για x 0  είναι c 1 , άρα    f x g x 1  για κάθε 

x  

2ος τρόπος: Έστω      h x f x g x 1, x   . Είναι 

         h x f x g x f x g x      

   
 

   
 

1 1
h x f x g x f x 1 1 0

g x f x

 
          

 
 h x c, c    

         f x g x 1 c f x g x c 1 1     . Για x=0 η (1) γίνεται 

   f 0 g 0 c 1 1 c 1 c 0       , άρα    f x g x 1 , x . 

 

49. Παραγωγίζοντας κατά μέλη τη σχέση     2xf x g x e , προκύπτει: 

      2xf x g x e             2xf x g x f x g x 2e     (1). Από τις  

σχέσεις        2x 2xf x g x e 0,f x g x e 0        έχουμε    f x 0,f x 0 

οπότε  
 

2xe
g x

f x



   και  
 

2xe
g x

f x



 


. 

Επομένως η σχέση (1) γίνεται:  
 

 
 

2x 2x
2xe e

f x f x 2e
f x f x

 
    


 

 

 

 

 

f x f x
2

f x f x


   


         

2 2

f x f x 2f x f x      

         
2 2

f x f x 2f x f x 0         
2

f x f x 0     

   f x f x 0       x xe f x e f x 0      xe f x 0    

   x xe f x c f x ce   , c . Για x 0  είναι   0f 0 ce c c 1      

οπότε   xf x e . Τότε:     2xf x g x e     x 2x xe g x e g x e     , 

x . 

50.        2x 1 f x 4xf x 2f x 0       
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         2x 1 f x 2xf x 2xf x 2f x 0         

            2 2x 1 f x 2xf x 0 x 1 f x 2xf x c,c


          (1).  

Η Cf είναι παράλληλη στην (ε) οπότε  f 0 2   άρα από τη σχέση (1) για x 0  

είναι c 2 , επομένως 

            2 2x 1 f x 2xf x 2 x 1 f x 2x
         

     2 1

1 12

2x c
x 1 f x 2x c f x ,c

x 1


     


. Όμως η Cf διέρχεται από την 

αρχή των αξόνων οπότε   1f 0 0 c 0   , άρα  
2

2x
f x

x 1



. 

 

51. Είναι          f x xf x f x 0 xf x f x 0          

   xf x f x c  , c . Για x 0  είναι  f 0 c c 0    , 

οπότε,        
2 2x x

2 2xf x f x 0 f x e xe f x 0        
2x

2e f x 0

 
  

 
 

 

 
2x

2
1e f x c ,  

2x

2
1 1c f x c e



   . Επειδή  f 0 2  είναι 1c 2  οπότε 

 
2x

2f x 2e


 . 

 

52. Είναι      f x 2f x f x 0      

       x x x xe f x e f x e f x e f x 0        

          x x x xe f x e f x 0 e f x e f x 0          

   x xe f x e f x c,c .    .Για x 0  είναι c 2  οπότε 

   x xe f x e f x 2          xe f x 2x     x

1 1e f x 2x c ,c     

    x

1f x 2x c e  .Επειδή  f 0 1  είναι 1c 1 , άρα     xf x 2x 1 e  . 

 

53. α) Είναι      
 

   
x

x f x f x x

f x

e
2f x e 2f x 2f x e e

e

         

  f x x1
e e

2

 
  
 

 f x x1
e e c,c .

2
   Όμως  

1
f 0 0 c

2
    οπότε 
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       f x x x1 1
e e 1 f x ln e 1

2 2

 
     

 
. 

β) Είναι  
     

 
 

2

2

2 2

2 xln x 1 f x f x 2 x
f x ln x 1

f xx 1 x 1

 
     

 
 

    2 21
ln f x ln x 1

2

     
 

   2 21
ln f x ln x 1 c,c

2
      

 
 2 21

ln x 1 c
2f x e

 

 . Όμως  f 0 1 c 0    οπότε   
 2 21

ln x 1
2f x e



  

γ) Είναι  
 

   
xf x ln x 2

f x f x f x 0
2 x ln x


    

       2ln ln x 2ln ln x 2
e f x e f x 0

x ln x
   

    2 ln ln x
e f x 0


 

 
 

2ln ln x
e f x c   

 2ln ln x
f x ce


 . Όμως  f e 1 c 1    και 

 
 

 

2

2

ln ln x

2ln ln x

1 1
f x e

ln xe


   . 

δ) Είναι  
 

   
3

2 3

2

4x 2x
f x 3f x f x 4x 2x

3f x


     

    3 4 2f x x x     3 4 2f x x x c,c    . Όμως  f 1 2 c 6    

οπότε     33 4 2 4 2f x x x 6 f x x x 6       . 

ε) Είναι    
 

   
 2 2

2

f x 1
f x 2xf x 2x x

f xf x

            
 

 

 
21

x c,c
f x

      
2

1
f x

x c
 


. Όμως  f 0 1 c 1     και 

 
2

1
f x

x 1
 


. 

στ) Είναι    
 

 

f x
f x 4x f x 2x

2 f x


          2f x x

    

  2f x x c  . Όμως  f 0 1 c 1     οπότε    
2

2f x x 1  . 

 

54. α) Είναι    
 

   
 2 2

2

f x 1
f x 4xf x 4x 2x

f xf x

             
 
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 
 2

2

1 1
2x c,c f x

f x 2x c
    


.  

1
f 1 c 1

3
   , άρα 

 
2

1
f x

2x 1



 

β) Είναι  
  2 2x x

1 2x 1
lim 2xf x ημ lim ημ

f x 2x 1 2x 1 

   
       

. Για x 0  είναι 

2 2 2 2 2

2x 1 2x 1 2x
ημ ημ

2x 1 2x 1 2x 1 2x 1 2x 1
  

    
 

2 2 2 2

2x 2x 1 2x
ημ

2x 1 2x 1 2x 1 2x 1
  

   
. Όμως 

2 2 2x x x x

2x 2x 1 2x
lim lim lim 0 lim

x2x 1 2x 2x 1   

 
     

  
 οπότε από το κριτήριο 

παρεμβολής είναι  
 x

1
lim 2xf x ημ 0

f x

 
 

  
. 

 

55. Είναι            
2

f x f x f x f x f x 0       

          
22f x f x f x f x f x 0     

      

          
      

 
 

2

2 2

2

f x f x f x
f x f x f x f x f x f x

f x

 
         

 

 
 

 

 
 

f x f x
f x f x c,  c

f x f x

  
      

 

.Για x 1 , είναι 

 

 
 

f 1
f 1 c 1 1 c c 0

f 1


       , άρα

 

 
 

 

 2

f x f x
f x 1

f x f x

 
     

 
 

 
1 1

1 1
x x c ,  c

f x f x

 
        

 

. Για x 1 , είναι 
 

1

1
1 c

f 1
   

1c 2  , άρα 
 

 
1 1

x 2 f x ,  x 2
f x 2 x

     


. 

 

 

56. α) Από τη σχέση      xf x x 1 f x 0     (1) για x 0  είναι  f 0 0  

β) Από τη σχέση (1) έχουμε 

             xf x xf x f x 0 xf x f x xf x 2 .      

  

Σχέσεις της μορφής f ΄(x) = f(x) 

 

 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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Από τη σχέση (2) έχουμε για x 0 : 
     

2

xf x f x f x

xx

 
 

   f x f x

x x

 
 

 
.

 

γ) Είναι 
     

 x x
f x f x f x

ce ,c f x cxe
x x x

 
      

 
.  

Όμως  f 1 e c 1   , άρα   xf x xe . 

 

57. α) Είναι            xf x 1 x f x 0 xf x f x xf x         

    xf x xf x     xxf x ce ,c     , 0 
xce

f x x
x

.  

Όμως  f 1 e c 1   , άρα  
xe

f x
x

 . 

β) Είναι            xf x x 1 f x xf x f x xf x      

     
2

xf x f x f x

xx

 
 

      x
f x f x f x

ce ,c
x x x

 
     

 
 

  xf x cxe , x 0 . Όμως  f 1 e c 1    άρα    xf x xe . 

γ) Είναι     f x συνx f x ημx συνx 0      

     f x συνx f x ημx f x συνx        f x συνx f x συνx  

   
x

x ce
f x συνx ce ,c f x

συνx
    . 

π
x 0,

2

 
 
 

. 

Όμως  f 0 1 c 1   , άρα  
xe

f x
συνx

 . 

δ) Είναι      f x ημx f x συνx f x ημx     

     
2

f x ημxf x ημx f x συνx

ημ x

 


2ημ x
  

     
 x x

f x f x f x
ce ,c f x ce ημx

ημx ημx ημx

 
      

 
, 

π
x 0,

2

 
 
 

. 

Όμως 
π

6
π

f e c 2
6

 
   

 
, άρα   xf x 2e ημx . 
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58. Είναι           
2

f x f x f x f x f x    

        f x f x f x f x         xf x f x c e ,c .     . Όμως 

   f 0 2, f 0 1   οπότε  c 2  άρα 

            x x 2 xf x f x 2e 2f x f x 4e f x 4e
         

 2 xf x 4e c,c .   Για x 0 είναι c 0 οπότε 

   2 x xf x 4e f x 2 e   (1) .Είναι    x2 e 0 f x 0 f x 0     . 

H f είναι συνεχής στο  άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο. Όμως  f 0 2 0 

άρα  f x 0 οπότε από τη σχέση (1) έχουμε   xf x 2 e , x  . 

 

59. Για κάθε x  είναι 
       ν ν 2

f x f x


   

               ν ν 1 ν 1 ν 2
f x f x f x f x

  
    

                ν 1 ν 2 ν 1 ν 2
f x f x f x f x

   
    

       ν 1 ν 2 x

1 1f x f x C e ,C
 

      (1) 

Για x 0  είναι (1)
       ν 1 ν 2

1 1f 0 f 0 C C 0
 

      

Άρα (1)
                ν 1 ν 2 ν 2 ν 3

f x f x 0 f x f x 0
    

      

       ν 2 ν 3

2 2f x f x C ,C
 

     (2) 

Για x 0  είναι (2)
       ν 2 ν 3

2 2f 0 f 0 C C 0
 

     . 

Άρα (2)
                ν 2 ν 3 ν 3 ν 4

f x f x 0 f x f x 0
    

       και  

ακολουθώντας την ίδια διαδικασία καταλήγουμε στην σχέση  

             ν νf x f x 0 f x f x 0 f x f x C ,C             (ν) 

Για x 0  είναι (ν)     ν νf 0 f 0 C C 0     . 

Άρα (ν)        x xf x f x 0 e f x e f x 0       

    x xe f x 0 e f x C     και για x 0  είναι  f 0 C C 0    

Άρα για κάθε x  είναι    xe f x 0 f x 0   . 
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60. Είναι      f x x ln x f x ln x 1 0      

     f x x ln x f x x ln x 0     

     
  

2 2

2f x x ln x f x x ln x
0 c,c f x x ln x 2c

2 2

  
        
 
 

. 

Για x 1  είναι   
2

f 1 ln1 0  , άρα c 0  οπότε  

      
2

f x x ln x 0 f x x ln x 0 f x x ln x       για κάθε x 0 . 

 

61. Είναι            x x x xf x e f x e 0 f x e f x e 0         

   
 

x x

x
f x e f x e

0 c,c f x e 2c
2 2

  
        

 

 

Για x 0  είναι   0f 0 e 0  άρα c 0 οπότε    x xf x e 0 f x e    , 

x . 
 

62. α) Είναι             2x 2x 2 2xf x f x e 2f x f x 2e f x e         . 

 
 2 2xf x e c,c .   Όμως  f 0 1 c 0    οπότε   2 2xf x e 0  , άρα 

 f x 0 .Η  f είναι συνεχής Όμως  f 0 1 0   οπότε  f x 0  για κάθε 

x , επομένως    2x xf x e e  . 

β) Είναι        f x f x 2x 1 2f x f x 4x 2      

    2 2f x 2x 2x       2 2f x 2x 2x c,c    .  

Όμως  f 0 1 c 1    , άρα  2 2f x 2x 2x 1.   . 

Το τριώνυμο 
22x 2x 1   έχει διακρίνουσα Δ 4 0   οπότε  

   2 22x 2x 1 0 f x 0 f x 0       . H  f είναι συνεχής στο οπότε  

διατηρεί σταθερό πρόσημο στο .Όμως   f 0 1 0    οπότε  

 f x 0  για  κάθε x , άρα   2f x 2x 2x 1, x     . 

 

63. α) Είναι        f x f x f x x xf x       

Σχέσεις της μορφής f ΄(x) f(x)=h(x) 
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       2f x f x 2f x 2xf x 2x 0          2 2f x 2xf x x 0     

   2 2f x 2xf x x c,c    . Όμως  f 1 0 c 1   , άρα 

      
22 2f x 2xf x x 1 f x x 1 0       , οπότε  f x x 0  . 

Η συνάρτηση     g x f x x  συνεχής στο οπότε  διατηρεί σταθερό 

πρόσημο στο . Όμως    g 1 f 1 1 1 0    οπότε     g x 0 f x x 0     

άρα    f x x 1 f x 1 x      για κάθε x .     

β) Είναι         x 2xf x f x e f x f x e 0      

        x x 2x2f x f x 2 f x e f x e 2e 0         

        2 x 2x 2 x 2xf x 2f x e e 0 f x 2f x e e c,c           

  
2

xf x e c  . Όμως  f 0 2 c 9    , άρα   
2

xf x e 9 0   ,οπότε 

  xf x e 0  . Η συνάρτηση     xg x f x e  είναι συνεχής στο οπότε  

διατηρεί σταθερό πρόσημο στο .  Όμως      0g 0 f 0 e 3 0    οπότε  

    xg x 0 f x e 0    , άρα    x xf x e 3 f x 3 e , x       . 

 γ) Είναι        f x f x ημxσυνx f x ημx f x συνx    

        2f x f x 2 f x ημx f x συx 2ημxσυνx 0       

    2 2f x 2f x ημx ημ x 0        2 2f x 2f x ημx ημ x c   
 

  
2

f x ημx c  .Όμως.  f 0 4 c 16   , άρα   
2

f x ημx 16 0   , 

οπότε  f x ημx 0  . Η συνάρτηση    g x f x ημx   είναι συνεχής στο 

οπότε  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο . Όμως     g 0 f 0 ημ0 4 0     

οπότε    g x 0 f x ημx 0    , άρα 

   f x ημx 4 f x ημx 4 , x      . 

 

64. Είναι          
2 2

2 2

4 4
f x 4f x 0 f x 4f x 4 4

x 1 x 1
           

 
 

  
2

2

2

4x
f x 2

x 1
  


.Έστω    g x f x 2  τότε  

2
2

2

4x
g x

x 1



.  

Για  x ,0   είναι 

2

2

4x
0

x 1



 οπότε  2g x 0  άρα  g x 0  . 

H g είναι συνεχής στο  ,0  οπότε διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα  
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αυτό. Όμως    g 2 f 2 2 0      άρα  g x 0  στο  ,0 . 

Επομένως  
2 x 0

2 2

2 x4x
g x

x 1 x 1



    
 

   
2 2

2x 2x
g x f x 2 , x 0

x 1 x 1
    

 
. 

Για  x 0,   είναι 

2

2

4x
0

x 1



 άρα  2g x 0  οπότε  g x 0 . H g είναι 

συνεχής στο  0,  οπότε διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα αυτό.  

Όμως    g 2 f 2 2 0    άρα   g x 0  οπότε 

   
2 2

2x 2x
g x f x 2

x 1 x 1
   

 
.  

Επίσης  για x 0 είναι        
2

f 0 4f 0 4 0 f 0 2       . Συνεπώς 

 
2

2x
f x 2

x 1
  


 για κάθε x ,άρα 

     2 2f x 2x 2 x 1 f x 2x 2 x 1 c,c .


          . 

Είναι  f 0 2 c c 0    . Επομένως   2f x 2x 2 x 1   , x . 

 

65. Είναι          
2

f x f x f x f x 0       

                   
2

f x f x f x f x f x f x f x f x f x          

    xf x f x ce ,c   . Για x 0 είναι c 2  οπότε  

       x xf x f x 2e 2f x f x 4e         2 xf x 4e    

 2 x

1 1f x 4e c ,c   . Όμως   1f 0 2 c 0    οπότε  2 xf x 4e 0  άρα

 f x 0 . Η συνάρτηση     g x f x x  είναι συνεχής στο  , 2 οπότε  

διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα αυτό. Όμως   f 0 2 0   οπότε

 f x 0  για κάθε x , άρα  
x

x 2f x 4e 2e  . 

 

 

66. Για κάθε x < 0 είναι    2 3 2f x 3x 2x 2 x x 2x          

  3 2

1 1f x x x 2x c , c     . Για κάθε x 0  είναι  

Εύρεση τύπου σε ένωση διαστημάτων 
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     2 2

2 2f x 2x 2 x 2x f x x 2x c , c           

Είναι   2 2f 1 4 3 c 4 c 1      . Η f είναι παραγωγίσιμη στο x = 0 οπότε 

είναι και συνεχής σε αυτό, άρα      
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0

  
  

       3 2 2

1 1
x 0 x 0
lim x x 2x c lim x 2x 1 f 0 c 1 f 0

  
          , άρα 

 
3 2

2

x x 2x 1, x 0
f x

x 2x 1 , x 0

    
 

  
 

 

67. α) Για  x>3 είναι    
2 2

1 1

x x
f x x 3 3x f x 3x c , c

2 2

 
          

 
. 

Για  x<3 είναι  
2 2

2 2

x x
f x x 3 3x 3x c , c

2 2

 
            

 
. 

Όμως   2f 0 0 c 0   .Η f είναι παραγωγίσιμη  στο οπότε είναι συνεχής 

στο 3 άρα         1 1
x 3 x 3

9 9
f 3 lim f x lim f x f 3 c c 9

2 2  
        , άρα 

 

2

2

x
3x , x 3

2

f x 9 / 2 , x 3

x
3x 9 , x 3

2


  


 

   


 

β) Αν x 1  τότε  
3 2

2 x 3x
f x x 3x 2 2x

3 2

 
        

 
 

 
3 2

1 1

x 3x
f x 2x c , c

3 2
     . Όμως  f 0 0 οπότε 1c 0 . Αν 1 x 2    

τότε  
3 2

2 x 3x
f x x 3x 2 2x

3 2

 
          

 
 

 
3 2

2 2

x 3x
f x 2x c , c

3 2
      .     

Αν x 2  τότε  
3 2

2 x 3x
f x x 3x 2 2x

3 2

 
        

 
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 
3 2

3 3

x 3x
f x 2x c , c

3 2
     . Η f είναι παραγωγίσιμη στο οπότε είναι  

συνεχής στο 1 και στο 2, άρα         2
x 1 x 1

5 5
f 1 lim f 1 lim f x f 1 c

6 6  
      

οπότε 
2

5
c

3
 ,         3

x 2 x 2

2
f 2 lim f 2 lim f 2 f 2 1 c

3  
       άρα 

3

1
c

3


.Επομένως  

3 2

3 2

3 2

x 3x
2x, x 1

3 3

0 , x 1 ή x 2

f x x 3x 5
2x , 1 x 2

3 3 3

x 3x 1
2x , x 2

3 3 3


  


 


 

     



   


. 

 

 

68. α) Για x 0 είναι 

     3 2 2 3 2xf x 3x 4x 2x f x 3x 4x 2 x 2x 2x              

 
3 2

1

1 23 2

2

x 2x 2x c , x 0
f x ,c ,c

x 2x 2x c , x 0

    
 

   
. Όμως   1f 1 6 c 5    οπότε 

 
3 2

3 2

2

x 2x 2x 5 , x 0
f x

x 2x 2x c , x 0

    
 

   
 Η 

 

f είναι παραγωγίσιμη στο οπότε είναι 

συνεχής στο 0 άρα        2
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0 c 5 f 0

  
     , επομένως 

  3 2f x x 2x 2x 5 , x     . 

β) Για x 1  είναι  

     
   

2
2 x 5 x 1

x 1 f x 2x 8x 10 f x
 

      
x 1

 2x 10x     

 
2

1

1 22

2

x 10x c , x 1
f x ,c ,c

x 10x c , x 1

    
 

   
. Όμως   1f 0 2 c 2    οπότε 

 
2

2

2

x 10x 2 , x 1
f x

x 10x c , x 1

    
 

   
. Η 

 

f είναι παραγωγίσιμη στο οπότε είναι 

συνεχής στο -1 άρα        2
x 1 x 1
lim f x lim f x f 1 c 2 f 1

  
       , άρα 

  2f x x 10x 2 , x     

Αυξημένης δυσκολίας 
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γ) Για 0x είναι      2 5 3 3 4 2x f x 4x 2x f x 4x 2x x x         

 
4 2

1

1 24 2

2

x x c , x 0
f x ,c ,c

x x c , x 0

   
 

  
.  Όμως   1f 1 1 c 1    οπότε  

 
4 2

4 2

2

x x 1 , x 0
f x

x x c , x 0

   
 

  
. Η 

 

f είναι παραγωγίσιμη στο οπότε είναι 

συνεχής στο 0 άρα         2
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0 c 1 f 0

  
     , άρα 

  4 2f x x x 1 , x    . 

 

69. α) Για x 0  είναι  f 0 0 . 

Για 0x είναι        2 x 2 xf x xf x x e xf x f x x e        

     
 x x

2

xf x f x f x
e e

xx

        
 

 

 
 

x x

1 1

1 2x x

2 2

f x e c , x 0 xe c x , x 0
f x ,c ,c

x e c , x 0 xe c x , x 0

     
    

     
. Όμως 

  1f 1 e c 0   . Η 

 

f είναι παραγωγίσιμη στο οπότε είναι παραγωγίσιμη 

στο 0 άρα 
       

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim

x x  

 
   

x 0

x
lim



xe

x x 0

x
lim




 x

2e c

x


 2 21 1 c c 0    , άρα   xf x xe , x . 

β) Για 0x είναι 

         
   

2

xf x f x
f x xf x 1 xf x f x 0 0

x

 
         

 f x
0

x

 
  

 
 

 
 1 1

1 2

2 2

c ,  x 0 c x,  x 0f x
f x ,c ,c

c ,  x 0 c x,  x 0x

  
    

  
. Όμως 

  2f 1 1 c 1   .Για x 0 η (1) γίνεται  f 0 0 . Η 

 

f είναι παραγωγίσιμη 

στο οπότε είναι παραγωγίσιμη στο 0 άρα 
   

x 0

f x f 0
lim

x


  

   
1

1
x 0 x 0 x 0

f x f 0 c xx
lim lim lim 1 c

x x x    


    , επομένως 1c 1  και η f έχει 

τύπο    
x, x 0

f x f x x, x
0, x 0


   


. 
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γ) Για x 0  είναι  f 0 0 . Για 0x είναι 

       
x 0

3 x 2 4 xxf x 2f x x e x f x 2xf x x e


        

 
   2

x

4

x f x 2xf x
e

x

 
 

 
 

  x

x 1

2 2 x

2

f x f x e c , x 0
e

x x e c , x 0

         
  

 

 
2 x 2

1

1 22 x 2

2

x e c x , x 0
f x ,c ,c

x e c x , x 0

  
 

 
. Όμως   1f 1 e c 0    και 

  2f 1 e c 0    .Επομένως  

   

2 x

2 x

2 x

x e , x 0

f x f x x e , x0 , x 0

x e , x 0

 


   




. 

δ) Για x 0  είναι  f 0 0 . Για 0x είναι

       
x 0

2 3 3 2xf x x ημx x συνx f x xf x f x x συνx x ημx


          

     
x 0

2xf x f x x xσυνx ημx


    
   

2

xf x f x
xσυνx ημx

x

 
  

 
 

f x
xημx

x

    
 

  1

1 2

2

xημx c , x 0f x
,c ,c

xημx c , x 0x

 
  

 
 

 
2

1

1 22

2

x ημx c x , x 0
f x ,c ,c

x ημx c x , x 0

  
 

 
. Όμως   1f π 0 c 0   . 

Η 

 

f είναι παραγωγίσιμη στο οπότε είναι παραγωγίσιμη στο 0 άρα  

        2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 f x f 0 x
lim lim lim

x x    

 
 

ημx

x x 0

x
lim




 2xημx c

x


  

2c 0 .   Άρα   2f x x ημx , x . 

 

70. Έστω   0 0Μ x ,f x  και η εφαπτομένη της f στο Μ είναι  

    0 0 0y f x f x x x    . Επειδή διέρχεται από το  0,0 είναι 

       0 0 0 0 0 0f x x f x x f x f x 0       .Αφού ισχύει για όλες τις 

εφαπτόμενες τότε για κάθε x  είναι    xf x f x 0   . 

Για x 0  είναι 
        1

2

2

c , x 0xf x f x f x f x
0 0

c , x 0x xx




   
     




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  1

1 2

2

xc , x 0
,c ,c

xc , x 0
f x


 






    .  Επειδή η f  περιττή τότε για κάθε x   

ισχύει    f x f x    . Για        x 0 : f 0 f 0 2f 0 0 f 0 0        και 

για    x 1: f 1 f 1 1      . 

Eίναι    1f 1 1 c 1    και για   2f 1 1 c 1     άρα  

   f x f

x , x 0

0 , x 0 x x , x

x , x 0










   



 

 

71. Για x 3  είναι            xf x 3f x f x x 3 f x f x 0        

     

 
2

x 3 f x f x
0

x 3

 
 


 

 f x
0

x 3

 
  

 

  1

2

c , x 3f x

c , x 3x 3


 

 
 

 

 
1

1 2

2

c x 3 , x 3
f x ,c ,c

c x 3 , x 3

  
 

 
.  

Η 

 

f είναι παραγωγίσιμη στο οπότε είναι συνεχής στο 3 άρα 

       
x 3 x 3
lim f x lim f x f 3 f 3 0

  
    . 

Είναι  
       

x 3 x 3

f x f 3 f x f 3
f 3 2 lim lim 2

x 3 x 3  

 
     

 
 

 1

x 3

c x 3
lim





x 3

 2

x 3

c x 3
lim






x 3
2 , άρα 1 2c c 2  οπότε 

   f x 2 x 3 2x 6     για κάθε x . 

 

 

72. α) Έστω ότι 1 fC C τότε 2 fC C  . Στην περίπτωση αυτή η 
fC  είναι ευθεία 

οπότε θα έχει τύπο της μορφής  f x αx β,α 0    , x . Τότε όμως 

 f x α  , οπότε η γραφική παράσταση της f΄ θα είναι μια οριζόντια ευθεία που 

δεν ισχύει. Επομένως 2 fC C και 1 fC C  . 

β) Έστω ότι η 1 fC C και 2 fC C  Στο σχήμα παρατηρούμε ότι ο άξονας x΄x 

εφάπτεται της 1C στο x=1, οπότε  f 1 0    άτοπο αφού  f 1 2   όπως 

βλέπουμε από τη γραφική παράσταση της 2 fC C  .  

Επομένως 2 fC C και 1 fC C  . 

 

Εύρεση συνάρτησης από σχήμα με f , f΄ 

 

 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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73. α) Έστω ότι 2 fC C και 1 gC C , τότε    f x 2, x 0,2π   και  

 g x 2 ημx  . Τότε  
π

g 1
2

 
 

 
 άτοπο αφού 

π
g 3

2

 
 

 
 όπως βλέπουμε από τη 

γραφική παράσταση της 
1 gC C .  

Επομένως  η 1C  είναι η γραφική παράσταση της f και η 2C της g. 

β) Είναι          g x f x ημx 2 f x ημx f x 2 ημx, x 0,2π         .  

 

74. α) Έστω ότι 1 fC C   και 2 fC C  . Αφού η μία είναι κατακόρυφη  

μετατόπιση της άλλης και τέμνουν τον άξονα y΄y στα σημεία (0,1) και (0,2) 

τότε είναι για κάθε x : 

           x x xf x f x 1 f x f x 1 e f x e f x e                 

        x x x x xe f x e e f x e c f x 1 c e ,c                 

Για x 0  είναι  f 0 1 c 2 1 c c 1         

Άρα        x x xf x e 1 f x e x f x e x c ,c , x               

Είναι  
x
lim f x


   και  
x
lim f x


   άρα  f   αφού η f είναι 

συνεχής. Άρα  0 f  επομένως υπάρχει 0x   τέτοιο ώστε  0f x 0  

πράγμα άτοπο. Άρα 1 fC C   και 2 fC C  . 

β) Για κάθε x  είναι        f x f x 1 f x f x 1        

        x x x x xe f x e f x e e f x e             

   x x xe f x e c f x 1 c e ,c             

Για x 0  είναι  f 0 1 c 1 1 c c 2           

Άρα        x x xf x 2e 1 f x 2e x f x 2e x α , x            

Είναι  f x 0  για κάθε x  και η f είναι συνεχής άρα διατηρεί πρόσημο  

στο . Είναι  
x
lim f x


   άρα υπάρχει β 0  σε περιοχή του   τέτοιο  

ώστε  f β 0   άρα  f x 0  για κάθε x . 

Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για x ln2  , άρα πρέπει και η ελάχιστη τιμή 

να είναι θετική δηλαδή  f ln 2 0  

ln 2 1
2e ln 2 α 0 2 ln 2 α 0 α 1 ln 2

2

             . 

 

75. Για κάθε x 0  είναι        
1

h x φ x 1 f x g x 1
2 x

         
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          f x g x x x f x g x x x c,c
          . 

Η συνάρτηση  
x x c , x 0

k x
0 , x 0





 





 είναι συνεχής στο  0, οπότε και 

στο 0 άρα    
x 0
lim k x k 0 c 0


    οπότε    f x g x x x    για κάθε 

x 0 . 

Είναι        f x g x f x g x 0 x x 0        . 

1ος τρόπος:  
2

x x 0 x x 0 x x 1 0         

Είναι x 0  για κάθε x 0  με  

την ισότητα να ισχύει μόνον για 

x 0 .Είναι x 1 0     

x 1 x 1     

 και x 1 0 x 1 x 1      . 

Άρα      x x 1 0 x 1, 0       

2ος τρόπος:  2
x 0

x x 0 x x x x x x 1 0


          και ομοίως με 

πινακάκι βρίσκουμε ίδιο αποτέλεσμα. 

76. α) Η    g x ln f x  ορίζεται σε όλο το  άρα  f x 0  για κάθε x , 

επομένως η fC  δεν μπορεί να είναι η 3C . Αν f 2C C   τότε οι f,g είναι 

σταθερές πράγμα άτοπο αφού  g x 0  .  Άρα η fC  είναι 1C . Η g είναι 

παραγωγίσιμη με παράγωγο  
 

 

f x
g x

f x


   και  

 

 

f x
g x 0 0

f x


   

 

 
f x 0

f x 0


    για κάθε x , άρα η f   δεν μπορεί να παριστάνεται από την 

3C . Αν η f   παριστάνεται από την 2C  τότε      f x λ f x λx     

 f x λx κ , λ, κ    , δηλαδή η fC  είναι ευθεία πράγμα άτοπο γιατί η 

1C  δεν είναι ευθεία. Άρα και η f   παριστάνεται από την 1C . 

β) Από το α σκέλος συμπεραίνουμε ότι    f x f x  για κάθε x . 

1ος τρόπος:       xf x f x f x C e     . Είναι    g 0 0 ln f 0 0   

 f 0 1   άρα για x 0  είναι  f 0 C C 1   . Συνεπώς   xf x e , x   

και     xg x ln f x ln e x, x    . 

x  0             1       

x   + + 

x 1   - + 

 x x 1   - + 
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2ος τρόπος: Για κάθε x :    
   

 
 

f x 0 f x
f x f x 1 g x 1

f x

 
        

 g x x C , x    . Είναι  g 0 0  άρα C 0  , δηλαδή 

      xg x x ln f x x f x e , x       

 

 

 

77. Είναι      f x y f x f y 2xy 1     (1).Με παραγώγιση της σχέσης (1) 

κατά μέλη  ως προς y έχουμε:    f x y f y 2x    (2) . 

Από τη σχέση (2) για y 0  είναι      2f x f 0 2x 1 2x x x         .  

  2f x x x c,c    Από τη σχέση (1) για x y 0   είναι  f 0 1 c 1   , 

άρα    2f x x x 1 , x    . 

 

78. Είναι      f x y f x f y xy y     (1).Με παραγώγιση της σχέσης (1) 

κατά μέλη  ως προς y έχουμε:    f x y f y x 1      (2) . 

Από τη σχέση (2) για y 0  είναι     
2x

f x f 0 x 1 x 1 x
2

 
         

 
  

 
2x

f x x c,c
2

    . Από τη σχέση (1) για x y 0   είναι  

 f 0 0 c 0   , άρα   
2x

f x x, x
2

   . 

 

79. α) Είναι       f x y f x f y 6xy    (1) , οπότε 

         0 0 0 0 0

h 0 h 0

f x h f x f x f h 6x h f x
lim lim

h h 

    
    

 
0 0

h 0

f h
lim 6x 12 6x

h

 
   

 
. Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο  

 f x 12 6x    για κάθε x . 

β) Είναι  f x 12 6x          2 2f x 12x 3x f x 12x 3x c       , c  

Η σχέση (1) για x y 0   γίνεται:        f 0 f 0 f 0 6 0 0 f 0 0       . 

Όμως  f 0 c , άρα c 0  οπότε   2f x 12x 3x  , x   . 

 

80. Είναι      f x y xf y yf x   (1).Με παραγώγιση της σχέσης (1) κατά  

Εύρεση τύπου συνάρτησης δύο μεταβλητών 
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μέλη  ως προς  y έχουμε:        f xy xf y yf x     

      f xy xy xf y f x         xf xy xf y f x   (2) . Από τη σχέση (2) 

για y 1  είναι : 

         
   

2

xf x f x 1
xf x xf 1 f x xf x f x x

xx

 
           

 
 

 
 

f x f x
ln x ln x c f x x ln x cx,  c

x x

          
 

. 

Για x 1  είναι  f 1 ln1 c c 0    , άρα  f x x ln x , x 0 . 

 

 

81. Είναι      2 3 2K x 6x 4x K x 2x 2x         

  3 2K x 2x 2x c,c    .Όμως  K 0 2500 c 2500   , άρα 

  3 2K x 2x 2x 2500    

 

82. Για κάθε t 0  είναι  
 

 
t 3 2 t 3t 2t t

u t u t
2 t 2 t

 
   

   
3t 3 t

u t t u t t
22 t

       

     
1 3

2 2
3

u t t t x t t t x t t t t c,c
2

 
           

 
. 

Είναι  x 0 0 ,η συνάρτηση θέσης  x t  είναι συνεχής στο 0 οπότε, 

   
t 0
lim x t x 0 c 0


    άρα  x t t t t , t 0   . 

Άρα ύστερα από 1 min είναι  x 1 2  km. 

 

83. Έστω  f t  η τιμή πώλησης του Η/Υ t έτη από την αγορά του. Είναι  

            λt λt λt λtf t λf t e f t λe f t 0 e f t 0 e f t c            
 

  λtf t ce ,c  . Όμως  f 0 1312 c 1312    και 

  2λ 2λ 820
f 2 820 1312 e 820 e 0,625 2λ ln 0,625

1312
         

λ 0,235  . Άρα   0,235tf t 1312e . 
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84. Είναι            λt λtQ t λQ t Q t λQ t 0 e Q t λe Q t 0            

      λt λt λte Q t 0 e Q t c Q t ce ,c        .Όμως

   Q 5 2Q 0 c  5λe 2 c 5λ 1
e 2 5λ ln 2 λ ln 2

5
      , άρα 

 
t

ln 2
5Q t ce .    1Q t 5Q 0 c 

1t ln 2
5e 5 c 1t ln 2 ln5

5
  

1

1

t ln 5
2,32 t 11,5

5 ln 2
     ώρες. 

 

85. Έστω  α t 0 η πλευρά του τετραγώνου συναρτήσει του χρόνου t.  

Ο ρυθμός μεταβολής της πλευράς του είναι ανάλογος του  

εμβαδού του οπότε    2α t λα t  , λ 0  (1). 

Είναι    2Ε t α t  οπότε     
 

 
α 1 0

2E 1 4 α 1 4 α 1 2


      cm . 

Επίσης  α 1 1   cm/sec. Άρα για t 1   (1)    2 1
α 1 λα 1 λ

4
    . 

Άρα  (1)    
   

 

α t 0
2

2

α t1 1
α t α t

4 4α t

 
    

 

     2

α t 1 1 1 1 1
t t c,c

4 α t 4 α t 4α t

     
                  

. 

Για t 1  είναι 
1 1 3

c c
2 4 4
      

Άρα 
   

 
1 t 3 1 3 t 4

α t
α t 4 4 α t 4 3 t


      


 cm/sec.  

Πρέπει 
 

 3

4
α t 0 t 30

3 t
t 0t 0

t 0

t 0,
 





  

    





 

Επίσης είναι  
4

α 0
3

  cm, επομένως    2 16
Ε 0 α 0

9
   2cm . 

 

 

 

86. α) Είναι 
   0

0

xx

0

x x
0

e f x e f x
lim

x x





  

Σύνθετες ασκήσεις 
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       0

0

xx x x

0 0 0

x x
0

e f x e f x e f x e f x
lim

x x

  



 

   
 

0

0

xx
0x

0
x x

0 0

f x f x e e
lim e f x

x x x x

 
 

  
 (1) 

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  είναι  
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim

x x


 


. 

Έστω   xφ x e , x  . Η φ είναι παραγωγίσιμη στο με   xφ x e  .  

Είναι  
0

0

0

xx
x

0
x x

0

e e
lim φ x e

x x


 


, οπότε η (1) γίνεται: 

   
        

0

0 0 0

0

xx

0 x x x

0 0 0 0
x x

0

e f x e f x
lim e f x f x e e f x f x

x x


    


 

β) Για κάθε 0x   είναι     0 0x x

0 0e f x f x e  , οπότε για κάθε x  

είναι     x xe f x f x e           x x x x xe f x e f x e e f x e     

 x xe f x e c     xf x 1 ce , c   . Είναι  f 0 2 1 c 2 c 1      , 

οπότε   xf x 1 e , x   . 

γ) Θεωρούμε τη συνάρτηση     3 x 3h x f x x 3x 2 e x 3x 3        .  

Έστω ότι η h έχει δύο ρίζες 1 2x , x   με 1 2x x . Η h είναι συνεχής στο 

 1 2x , x , παραγωγίσιμη στο  1 2x , x  με   x 2h x e 3x 3      και 

   1 2h x h x 0  , οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του  θεωρήματος Rolle άρα 

υπάρχει  1 2ξ x , x  τέτοιο, ώστε   ξ 2h ξ 0 e 3ξ 3 0        που είναι 

άτοπο αφού 
ξ 2e 3ξ 3 0    . Επομένως η εξίσωση 

    3h x 0 f x x 3x 2      δεν έχει δύο ρίζες άρα  έχει το πολύ μία ρίζα. 

δ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο   xf x e   οπότε  f 0 1   . 

Η εφαπτομένη της fC στο x = 0 είναι η ευθεία ε: 

   y f 0 f 0 x y x 2      . Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο

 g x α 4x   . Αρχικά πρέπει να υπάρχει 0x   τέτοιο, ώστε  0g x 1     

0 0α 4x 1 α 4x 1       (2) 

Η εφαπτομένη της gC στο 0x έχει εξίσωση: 

      2

0 0 0 0 0 0y g x g x x x y αx 2x x x           

 

 
2

2 2

0 0 0 0 0 0 0y x x αx 2x y x x 4x 1 x 2x              
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0y x x   2

0 04x x  2 2

0 02x y x 2x      (3). 

Για να εφάπτεται η ε της gC πρέπει να υπάρχει 0x  για το οποίο η ε να 

ταυτίζεται με την (3), άρα 
2 2

0 0 02x 2 x 1 x 1       

Αν 0x 1  τότε α 4 1 1 3     και αν 0x 1  τότε α 5  . 

2ος τρόπος: Είναι   xf x e   και  f 0 1   . 

Η εφαπτομένη της fC στο x = 0 είναι η ευθεία ε: 

   y f 0 f 0 x y x 2      . 

Αρχικά πρέπει να υπάρχει 0x   τέτοιο, ώστε  0g x 1   . 

Είναι  g x α 4x    και  0 0 0

α 1
g x 1 α 4x 1 x

4


          (2) 

Το σημείο   
2

0 0

α 1 α 1
x ,g x ,

4 8

  
  
 

θα ανήκει στην (ε) οπότε 

2
2 2α 1 α 1

2 α 1 2α 2 16 α 2α 15 0
8 4

 
               

   α 3 ή α 5   . 

ε) Αν α 3  τότε   2g x 1 2x 3x 1     . Η γραφική παράσταση της  g x 1  

είναι παραβολή με μέγιστο το
Δ 1 1

y
4α 8 8

    


 για 
β 3 3

x
2α 4 4

    


, 

οπότε  
1

g x
8

  για κάθε x . Επειδή για κάθε x είναι 

 x xe 0 1 e 1 f x 1       , είναι    f x g x 1  για κάθε x . 

 

87. α) Για κάθε  x 2,2  , έχουμε:  f (x) f ( x) 0 1 f (x) f ( x)            

 f (x) f ( x)     f (x) f ( x) c,c    , θέτουμε x 0 , οπότε  

f (0) f (0) c c 0    , άρα f (x) f ( x)  , που σημαίνει ότι η f είναι άρτια.  

β) Στη σχέση (1), για x 0  έχουμε f (0) f (0) 0 f (0) 0      . Οπότε, το 0 

είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) 0  . Έστω ότι υπάρχει  ρ 2,2  , με ρ 0 , ο 

οποίος είναι ρίζα της f (x) 0  . Δηλαδή, f (ρ) f (0) 0   . Επίσης, η f   είναι 

συνεχής στο διάστημα  0,ρ  ή  ρ,0  και παραγωγίσιμη στο  0,ρ  ή  ρ,0 , 

οπότε σύμφωνα με το θ. Rolle, θα υπάρχει  ξ 0,ρ  ή  ξ ρ,0 τέτοιο, ώστε 

 f ξ 0  , άτοπο, γιατί  f x 0   για κάθε  x 2,2  . Άρα, το 0 είναι 

μοναδική ρίζα της f (x) 0  . 
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γ) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f   στο  0,2 , οπότε υπάρχει  

 1ξ 0,2 τέτοιο, ώστε    1 1

f (2) f (0) f (2)
f ξ 2f ξ f (2)

2 2

  
        (2).  

Επειδή 1

1

ξ
0 ξ 2 0 1

2
      υπάρχει  0x 0,1 τέτοιο, ώστε 1

0

ξ
x

2
   

1 0ξ 2x  (3). Άρα, η (2), με βάση την (3) γίνεται  02f 2x f (2)  . 

 

88. α) Η g είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο 

           x xg x f x f x e f x f x 1 e          

           x xg x f x f x 1 e f x f x 1 e        

             x xg x f x f x 1 e f x f x 1 e g x 0           

 g x c,c  . 

β) Είναι  g 0 2 c 2    οπότε 

          x xg x 2 f x f x 1 e 2 f x f x 1 2 e           

    xf x f x 1 2e , x      . 

γ) Είναι     xf x f x 1 2e     

        x x x 2x x x 2xf x e f x e e 2e f x e e e                 

   x x 2x x x

1 1f x e e e c f x 1 e c e ,c           .Όμως

  1f 0 2 c 0   , άρα   xf x 1 e  . 

δ) Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είναι 1 2x x   

   1 2 1 2x x x x

1 2e e 1 e 1 e f x f x
   

       , άρα 

η f είναι 1-1  οπότε αντιστρέφεται. Θέτουμε

  x xf x y 1 e y e y 1         
xe 1 y  

(1) . Όμως
xe 0 1 y 0 y 1       . Για y 1  

έχουμε από τη σχέση  (1): 

       1x ln 1 y x ln 1 y f y ln 1 y           , άρα 

   1f x ln 1 x , x 1     . 

 

89. α) Αφού          3 34f x f x 1 1 4f x f x 0      τότε  3f x 0  άρα 

 f x 0 για κάθε x . 

β) Από τη σχέση (1) έχουμε  
 

 

   
 

 

f x

3 3

f x1
4f x 4f x f x

f x f x

 
         



                                                 Σταθερή συνάρτηση- Εύρεση συνάρτησης 

 

 

173 

 

  
 

 

2

3

2f x1
2 f x

2 f x

        
 

  
 

2

2

1
2 f x

2f x

       
 

  
 

2

2

1
2 f x c,c .

2f x
    . Για x 1  είναι  

1 1
2 c c 0

4 2
    . Άρα 

  
 

2

2

1
f x

4f x
   (2) . 

γ) Από τη σχέση (2) έχουμε      
2

2f x f x 1  (3) οπότε    2f x f x 0  . 

Η συνάρτηση      g x 2f x f x  είναι συνεχής στο  0, ,  g x 0  άρα 

διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  0, . 

Όμως      g 1 2f 1 f 1 1 0   οπότε  g x 0      2f x f x 0   Από τη 

σχέση (3) έχουμε :           2 2

1 12f x f x 1 f x x f x x c ,c          . 

Για x 0  είναι  2

1 1f 0 c c 1   άρα   2f x x,  x 0,  .  

Η f είναι συνεχής στο  0, ,  f x 0  και  f 1 0 οπότε   f x 0 , άρα 

 f x x  στο  0,  . Η f  είναι συνεχής, στο 0 

οπότε    
x 0

f 0 lim f x 0


  , επομένως   f x x , 

x 0 . 

δ) Για κάθε  1 2x , x 0,   με 1 2x x  είναι 

1 2x x     1 2f x f x  άρα η f είναι γνησίως 

αύξουσα οπότε αντιστρέφεται . Θέτουμε 

 f x y x y, y 0      

 2 1 2x y f y y , y 0    άρα  1 2f x x , x 0   . 

Είναι    1 2 4f x f x x x x x        4 3x x 0 x x 1 0       

   3x 0 ή x 1 x 1     . 

 

90. α) Είναι      x f x 2ln x f x
f x e e

      
   

2x ln x

f x f x

e e
f x

e e
     

        
3 3

f x f x f xx 2 x xx x
e f x e x e e e e c,c .

3 3

 
           

 
Για  

x 0  είναι  
 f 0

e 1 c 1 1 c c 0       οπότε  
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 
3

f x x

0

x
e e

3


    
3

x x
f x ln e

3

 
  

 
. 

β) Έστω ότι εφαρμόζεται το θεώρημα  Rolle στο  α,β  , τότε υπάρχει 

 ξ α,β :  
ξ 2

ξ 2

3
ξ

e ξ
f ξ 0 0 e ξ 0

ξ
e

3


      



 που είναι άτοπο. 

γ) Θέτουμε 
3

x x
e u

3
   με  

3
x

x x

x
lim u lim e

3 

 
    

 
, άρα

 
3

x

x x u

x
lim f x lim ln e lim ln u

3  

 
     

 
. 

δ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο  
x 2

3
x

e x
f x

x
e

3


 



.Είναι 

 
 3 e 1e 1 3e 3

f 1
1 3e 1 3e 1

e
3

 
   

 


, ε

3e 1
λ

3e 3


 


 οπότε 

  ε

3e 3
f 1 λ


  

3e 1

3e 1
 

3e 3
1

 
  

 
άρα η (ε) είναι κάθετη στην εφαπτομένη της 

Cf στο Α. 

 

91. α)    
1

f x f x συνx
2

           22f x f x συνx f x ημx       

 2f x ημx c,c   . Για x 0  είναι  2f 0 9 c 9 9 c c 0        

οπότε  2f x ημx 9.  Είναι  f x 0 , η f είναι συνεχής στο οπότε διατηρεί 

σταθερό πρόσημο. Επειδή  f 0 3 , είναι  f x 0 , άρα  f x ημx 9  , 

x .
 

β) i. Είναι               g x g x g x
f x e 2xe g x f x 2x e g x

        
     

     g x
e g x f x 2x         g x

f x e g x 2x       g x 2f x e x


  . Έστω  

   g x 2h x e x  , x  τότε    h x f x  . Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ 

για την h στο  0, x , x 0  οπότε  υπάρχει  ξ 0, x , x 0 :    

 
   

      g x g 02
h x h 0 1

h ξ f ξ e x e
x x


      . 
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Είναι 1 ημξ 1 8 ημξ 9 10 2 2 ημξ 9 10           
 

 2 2 f ξ 10       g x g 021
2 2 e x e 10

x
    

 

       g x g 0 g x g 02 2 22 2x e x e 10x 2 2x x e e 10x x          

       g x g 0
x 2 2 x e e x 10 x .     . 

ii. Έστω ότι η εξίσωση 
   2 22 2 0     

g x g x
e x x e x x έχει δύο ρίζες 

1 2ρ ,ρ   με 1 2ρ ρ .  Θεωρούμε τη συνάρτηση    g x 2φ x e x 2x   . 

H φ είναι συνεχής στο  1 2ρ ,ρ  σαν σύνθεση και πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

, παραγωγίσιμη στο  1 2ρ ,ρ με παράγωγο 

       g x
φ x e g x 2x 2 f x 2        ,    1 2φ ρ φ ρ 0   οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle άρα υπάρχει  1 2ξ ρ ,ρ :  φ ξ 0    

 f ξ 2 ημξ 9 2 ημξ 5        άτοπο. Άρα η εξίσωση 

   g x g x2 2e x 2x e x 2x 0      έχει το πολύ μία ρίζα. 

 

92. α) Είναι  
     

0

0

2h 0 DLH

f x 2h 2f x h 3f x
lim

h

 
 
 



   


h 0

2
lim


 f x 2h 2    f x h

2

 

h


       
h 0

f x 2h f x f x h f x
lim

h

       
   

       
h 0

f x 2h f x f x h f x
lim

h h

       
  

 
     2f x f x 3f x     γιατί  

       
u

kh u h
k

h 0 h 0 u 0
u 0

f x kh f x f x u f x
lim lim

uh

k

  

   


      
    

   
 

u 0

f x u f x
limk kf x , k 0

u

  
  . Άρα    

3
3f x

4x x
   

 

 
3

2
1 3

2 2

1 1 1
f x x

4
4x x 4x



       



  

1

21 x
f x

14

2



 
      
  
 

  

     
1

2
1 1

f x x c c, c f x x cx
2 2 x

 
            

  1 1f x x cx c , c .     Είναι     1 1f 1 1 c c 0 c c 1        ,   
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 
 1

1f 4 2 2 2c c 2 c 0        οπότε 1c 0  άρα  f x x.  

β) Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης    

ΑB

ξξ 0 ξ
λ

ξ ξ 2ξ


  

  
2

2 ξ

 
1

f ξ
2 ξ

   , οπότε εφάπτεται της fC  στο Α. 

γ) Έστω 1 20 x x   τότε    1 2 1 2x x f x f x    οπότε η f είναι γνησίως 

αύξουσα οπότε αντιστρέφεται.  

Θέτουμε   2f x y x y, y 0 x y       , άρα  1 2f y y , y 0    οπότε

 1 2f x x , x 0.     

δ) Έστω  2

1 1 1B x ,x , x 0 σημείο της 1f
C  . Η 

1f 
 είναι παραγωγίσιμη στο 

 0,  με    1f x 2x   .Η εφαπτομένη της 1f
C  στο Β είναι η ευθεία  ε: 

 2 2

1 1 1 1 1y x 2x x x y 2x x x       . 

 Για να διέρχεται η ε από το Γ πρέπει 
1x 0

2

1 11 0 x x 1


      , άρα ε: y 2x 1  .  

ε) Έστω         M x t , y t με y t x t .  Επειδή το Μ αυξάνει διαρκώς την  

απόστασή του από την αρχή των αξόνων είναι  x t 0.  Είναι 

 
 

 
1

y t x t
2 x t

   .Τη χρονική στιγμή 0t  που ο ρυθμός μεταβολής της 

τετμημένης του είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του, είναι  

 
 

   0 0 0

0

1
y t x t x t

2 x t
   

 
 0

0

1
x t

2 x t
  0

1
x t

2
    

0

1
x

4
 , άρα  

1 1
M ,

4 2

 
 
 

 . 

στ) Είναι    1 2 2f x f x ημx 1 x x ημx 1 0         .  

Έστω    2g x x x ημx 1, x 0, π .      Είναι 

    2g 0 1 0, g π π π 1 0        οπότε    g 0 g π 0  ,η g είναι συνεχής 

στο  0, π ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων άρα ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος Bolzano οπότε υπάρχει    ρ 0, π : g ρ 0   .  

ζ) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την  f x x οπότε υπάρχει 

 ξ α,β :  
β α1

f ξ
β α2 ξ


  


. 
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Όμως 
1 1 1

α ξ β 2 α 2 ξ 2 β
2 α 2 ξ 2 β

           

β α1 1

β α2 β 2 α


  



β α β α
β α

2 β 2 α

 
   . 

η) Είναι        x x x x

1 1ξ ln x x ln e e ξ ln e e ln x x           

x x

1

e e
ξ ln

x x





. Έστω   th t e , t x , x  

 
 , x 1.  Ισχύουν οι υποθέσεις 

του Θ.Μ.Τ για την  h οπότε  υπάρχει  1ξ x , x  τέτοιο, ώστε

 
   

1

x x x x
ξ

1 1

h x h x e e e e
h ξ e ξ ln

x x x x x x

  
     

  
. Είναι 

   
x x

x x

1

e e
x ξ x x ln x x ln e e ln x x x

x x


          


. 

Όμως  
x
lim x


   οπότε     x x

x
lim ln e e ln x x


     
 

. 

 

93. α) Είναι
        

0

2

0 0

x x
0

f x f x 1 f x f x
lim

x x

  



 

         
0

2

0 0

x x
0

f x f x f x f x f x
lim

x x

  



 

         
0

0 0

x x
0

f x f x f x f x f x
lim

x x

    



 

   
       

0

0

0 0
x x

0

f x f x
lim f x 1 f x f x 1

x x

       
  

. Άρα για κάθε 0x    

είναι        0 0x x

0 0 0f x f x 1 e x e 1     , οπότε  

για κάθε x  είναι        x xf x 1 f x e x e 1    . 

β)Έστω   xφ x e x, x   . 

Για κάθε 1 2x , x  με 1 2x x (1) , είναι 1 2x x
e e (2) .Με πρόσθεση των 

σχέσεων (1) και (2) έχουμε    1 2x x

1 2 1 2e x e x φ x φ x φ      1 . 

Είναι    1φ 1 e 1 0, φ 0 1 0      , δηλαδή    φ 1 φ 0 0  . Επειδή η φ 

είναι συνεχής στο  1,0 ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Bolzano οπότε  

υπάρχει  0x 1,0  τέτοιο, ώστε  0φ x 0 . 
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Επειδή η φ είναι γνησίως αύξουσα, το 0x είναι η μοναδική της ρίζα. 

γ) Είναι        x xf x 1 f x e x e 1      

        x xf x 1 f x 1 e x e x        

        x x2 f x 1 f x 1 2 e x e x      

         
2 22 2x xf x 1 e x f x 1 e x c, c
           

    
 (1) 

Για x = 1η (1) γίνεται:         
2 2 2 2

f 1 1 e 1 c e 1 e 1 c c 0           , 

άρα         
22 xf x 1 e x f x 1 φ x       (2). 

Για κάθε    
φ

0 0x x φ x φ x 0   
1

 και για κάθε    
φ

0 0x x φ x φ x 0   
1

. 

Έστω    g x f x 1  , x . Η (2) γράφεται:    g x φ x  (3) 

Είναι       0g x 0 φ x 0 φ x 0 x x       . 

Για κάθε 0x x είναι  g x 0 και επειδή η g είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό 

πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα    0 0, x και x ,  . 

Είναι    
1

g 1 f 1 1 1 0
e

       , άρα  g x 0  για κάθε 0x x και επειδή 

 φ x 0 , η (3) γίνεται:        g x φ x g x φ x     . 

Είναι    g 1 f 1 1 e 1 0     , άρα  g x 0  για κάθε 0x x και επειδή 

 φ x 0 , η (3) γίνεται:    g x φ x . Επομένως  
  0

0

φ x , x x
g x

0 , x x

 
 


, οπότε 

για κάθε x είναι        x xg x φ x f x 1 e x f x e x 1         . 

δ) Είναι       
22 2 2h x x f x 1 x φ x    όπου   xφ x e x , x    με 

 0φ x 0  (από β) 

Η h είναι παραγωγίσιμη στο με 

              2 2h x 2xφ x x 2φ x φ x 2xφ x φ x xφ x       . 

Είναι  h 0 0  ,  0h x 0  , οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι η εξίσωση  

   φ x xφ x 0   έχει τουλάχιστον μία ρίζα. 

Η h είναι συνεχής στο  00, x ,παραγωγίσιμη στο  00, x ,    0h 0 h x 0  , 

οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle,άρα υπάρχει  0ρ x ,0  

τέτοιο, ώστε   h ρ 0              2ρφ ρ φ ρ ρφ ρ 0 φ ρ ρφ ρ 0      . 
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Άρα η εξίσωση  h x 0   έχει τουλάχιστον τρείς ρίζες τις 00, x ,ρ , οπότε η h 

δέχεται τουλάχιστον 3 οριζόντιες εφαπτόμενες. 

ε) Είναι    x 2x x 2xx e 1 e e x x e 1        

     2x xxf x e 2x 1 e x 1 xf 2x          

         
   

 
f 2x f x

xf x f 2x f x xf 2x f x f 2x
x


          (4). 

Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. στο [x,2x] με x 0 , οπότε υπάρχει 

 ξ x,2x  τέτοιο, ώστε  
   f 2x f x

f ξ
x


  , οπότε η (4) γίνεται:

     f x f ξ f 2x      

x ξ 2x x ξ 2xe 1 e 1 e 1 e e e x ξ 2x            ισχύει. 

 

 

 

1. Στη σχέση 
 

1 1
f

x f x

 
  
 

 (1) θέτουμε όπου x το 
1

x
, οπότε η σχέση γίνεται  

   
1 1

f x f x f 1
1 x

f
x

 
    

   
 
 

 (2). Επίσης από τη σχέση (1) έχουμε 

   
2

x 0

2 21

x

1 1 1 1
f f x 1 f f x

x xx x





   
       
   

 (3). Με πρόσθεση κατά μέλη των 

(2),(3) έχουμε 

     
2 2

1 1 1 1 1 1
f x f f f x 1 f x f ΄ x ΄

x x x xx x

        
              

        
 άρα  

 
1 1

f x f x c,c
x x

 
    

 
.Για x 1 έχουμε 2 2 1 1 c c 0      .  

Συνεπώς ,  
 

 
 

 

 

22

2

f x1 1 1 x 1 x
f x f x f x

x x f x x f x x 1

 
          

 

    21
ln f x ΄ ln x 1 ΄

2

 
  
 

. Άρα    2

1 1

1
ln f x ln x 1 c ,c

2
    .Για x 1  

είναι 1 1

1
ln 2 ln 2 c c 0

2
     οπότε    21

ln f x ln x 1
2

    

   2 2ln f x ln x 1 f x x 1     . Σωστή απάντηση Δ. 

 

Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
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2. Είναι          2x x xf x e f x 1 e f x e f x       (2).  Θέτουμε στην (2)  

όπου x το 
1

x
 οπότε    x xe f x e f x    (3) . Προσθέτουμε τις (2),(3) κατά 

μέλη οπότε  έχουμε        x x x xe f x e f x e f x e f x         

       x x x xe f x e f x e f x e f x         

         x x x xe f x ΄ e f x ΄ e f x e f x c,c .        .Για 0x είναι  0c  

οπότε        
xe

x x 2xe f x e f x f x e f x


      (4). Από (1) και (4) θα είναι 

      x

1 1f x f x f x c e ,c     . Για  x 0 είναι c 0  οπότε   xf x e

Σωστή απάντηση Β. 
 

3. Είναι     f x συνx f x συνx ημx     

     f x συνx f x ημx f x συνx  
2

π π
x ,

2 2

συν x 0

 
  
 

 

   

         
2

f x συνx f x ημx f x f x f x
΄

συνx συνx συνxσυν x

   
   

 
άρα 

  x
f x

ce ,c
συνx

   

Για x 0  θα είναι c 1 , οπότε   xf x e συνx ,
π π

x ,
2 2

 
  
 

 

Όμως η f είναι συνεχής στο 
π π

,
2 2

 
 
 

οπότε  x

π
x

2

π
f lim e συνx 0

2 



 
   
 

και 

 x

π
x

2

π
f lim e συνx 0

2 



 
  

 
.Συνεπώς ,   x π π

f x e συνx, x ,
2 2

 
   

 
.  

Σωστή απάντηση Β. 

 

4. Θέτουμε  21 x ω   οπότε η σχέση    f x 21 f 21 x 21 x    γίνεται  

   f ω f ω ω   (1). Θέτουμε στην (1) όπου ω το -ω και έχουμε  

   f ω f ω ω     (2) . Με αφαίρεση των (1),(2) κατά μέλη έχουμε  

             2f ω f ω f ω f ω 2ω f ω f ω ΄ ω ΄           

    2f ω f ω ω c,c    .Για ω 0  θα είναι c 1  οπότε   

    2f x f x x 1 0     (3)  

Από την (1) για x 0  θα είναι  f x 0  οπότε  
 

x
f x

f x
 


 (4)  
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Η (3) με βάση την (4) γίνεται  
 

   2

2

x x
f x x 1 f x f x 0

f x x 1
    

 
 

 
 

 
 

 
 

2 2 21 1 1
ln x 1 ln x 1 ln x 1

2 2 2
2

x
e f x e f x 0 e f x ΄ 0

x 1

      
     

  
. Άρα 

 
 

21
ln x 1

2
1 1e f x c ,c .

 

  . Για 0x είναι 1 1c  οπότε  

 
   

 2 2
2

1 1
ln x 1 ln x 1

ln x 1 22 2e f x 1 f x e e x 1
  

      , x 0 . 

Όμως  f 0 1  οπότε    2f x x 1  , x . 

Σωστή απάντηση A. 

 
5. Είναι       x 1 x 3 f x 2f x 1       

             2x 4x 3 f x 2x 4 f x 2x 4 f x 2f x 1         

        x 1 x 3 f x ΄ 2 x 3 f x 1        (2) . Έστω      x 3 f x g x  τότε η 

(2) γίνεται      x 1 g x ΄ 2g x 1       

       g x x 1 g΄ x 2g x 1          x 1 g΄ x g x 1     

 

       

   

 
2

x 1,3

2 2
x 1

x 1 g΄ x g x g x1 1
΄ ΄

x 1 x 1x 1 x 1



 

     
        

     
  

 g x 1
c,c

x 1 x 1
  

 
 Για x 2 προκύπτει c 0  άρα 

       
1

g x 1 x 3 f x 1 f x
x 3

     


. 

Σωστή απάντηση Γ. 

 

Ερωτήσεις Σωστό – Λάθος 

1. Σ 2. Λ 3. Λ 4. Λ 5. Λ 6. Σ 7. Λ 8. Λ 9. Λ 10. Σ 

11. Λ 12. Σ 13. Σ 14. Σ 
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1ο Κριτήριο αξιολόγησης  

έως και συνέπειες ΘΜΤ 
 
Θέμα Α 

Α1. α) Παράδειγμα 1 

Η συνάρτηση   2f x x 4x 3    είναι συνεχής στο  

 0,5 έχει δύο ρίζες στο διάστημα αυτό, τις x 1   

και  x 3 , όμως     f 0 f 5 24 0   

Παράδειγμα 2 

Η συνάρτηση  
x 2, 1 x 3

f x
x 4, 3 x 5

   
 

   
  έχει 2  

ρίζες στο  1,5  τις  2 και 4, είναι    f 1 f 5 0   

όμως δεν είναι συνεχής στο διάστημα αυτό. 

(    
x 3
lim f x 1 f 3 1


    ) 

β) Παράδειγμα 1 

Η συνάρτηση  

2 1
2 x , x 1,

4
f x

1 1
x , x ,1

4 4

  
    

  
 

       

,παρατηρούμε ότι: 

Δεν είναι συνεχής στο  1,1  (  
1

x
4

31 1
lim f x f 0

16 4



 
   

 
) 

- Δεν είναι παραγωγίσιμη στο  –1,1  

-    
3

f 1 1 f 1
4

       Όμως στο 0x 0  ισχύει:  f 0 0   

Παράδειγμα 2 

Η συνάρτηση   2f x x 4x 3    είναι συνεχής στο  1, 4  παραγωγίσιμη στο 

 1,4 ,    f 1 0 f 4 3   , όμως  f ξ 0 2ξ 4 0 ξ 2        

Α2.  Για τη συνάρτηση  
2, x 0

f x
1, x 0


 


 είναι  f x 0   για κάθε 

   x ,0 0,   , όμως η f δεν είναι  σταθερή στο    ,0 0,  , όπως  

διαπιστώνουμε και στο διπλανό σχήμα.  

Α3. α) Σ  β) Λ  γ) Λ  δ) Λ  ε) Λ  στ) Σ  ζ) Σ  η) Σ  θ) Λ  ι) Λ 

 

Θέμα Β 

Β1.Έστω 1 2x , x   με 1 2x x (1), τότε 7 7

1 2x x  (2) .Με πρόσθεση κατά μέλη  

των σχέσεων (1) και (2) έχουμε 7 7

1 1 2 2x x x x      
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   7 7

1 1 2 2 1 2x x 1 x x 1 f x f x       οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

. Είναι    7 7

x x x
lim f x lim x x 1 lim x
  

       και 

   7 7

x x x
lim f x lim x x 1 lim x
  

      . 

Επειδή η f είναι συνεχής στο  ως πολυωνυμική, έχει σύνολο τιμών το 

 f A  . Επειδή το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών και η f είναι γνησίως 

αύξουσα, υπάρχει μοναδικός ρ  τέτοιος,  ώστε  f ρ 0 . 

Β2.Αρκεί η εξίσωση   7 7f x 5x 2 x x 1 5x 2 0 x 4x 3 0             

να έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,1 . Έστω    7g x x 4x 3, x 0,1    . 

Παρατηρούμε  ότι  g 1 0 , οπότε δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα 

Bolzano για τη g στο  0,1 και γι αυτό παραγοντοποιούμε τη  

g. Με  βάση το διπλανό σχήμα Horner είναι 

    6 5 4 3 2g x x 1 x x x x x x 3        . Έστω 

   6 5 4 3 2h x x x x x x x 3, x 0,1        . 

 Είναι    h 0 3, h 1 3   , δηλαδή    h 0 h 1 0 . 

Η  h είναι συνεχής στο  0,1  ως πολυωνυμική άρα ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος Bolzano οπότε υπάρχει  0x 0,1  τέτοιο,. ώστε  0h x 0 . Είναι 

     g x x 1 h x   οπότε      0 0 0g x x 1 h x 
0

0 . 

Β3. Η f είναι γνησίως αύξουσα  στο  άρα είναι 1-1 οπότε αντιστρέφεται.  

Το πεδίο ορισμού της 1f  είναι το σύνολο τιμών της f, άρα  1f
A f A   . 

Β4. Έστω ότι  1f 3 a   τότε       1f f 3 f a f a 3       

   
f 1 1

f a f 1 a 1


   οπότε  1f 3 1  . Για κάθε x  είναι       

  1f f x x  (3) .Με παραγώγιση της σχέσης (3) κατά μέλη έχουμε 

   1 7f x x 1 x      
       1 7 7f x x 1 x x 1 1        

     1 7 6f x x 1 7x 1 1       (4). 

Για x 1  από τη σχέση (4) έχουμε         1 1 1
f 3 8 1 f 3

8

      .  

Η εφαπτομένη της 
1f

C 
στο 1x 3  έχει εξίσωση:  

1 0 0 0 0 0 -4 3 ρ = 1 

 1 1 1 1 1 1 -3  

1 1 1 1 1 1 -3 0 
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        1 1 1
y f 3 f 3 x 3 y 1 x 3

8

           

1 3 1 5
y x 1 y x

8 8 8 8
       

 Β5. Έστω     M x t , y t , τότε    
1 5

y t x t
8 8

   με  x t 8cm / sec  . 

α) Είναι           
2

2 2 2 1 5
d OM x t y t x t x t

8 8

 
       

 
 

   265 10 25
x t x t

64 64 64
    

           2 25 1
d OM 13x t 2x t 5 5 13x t 2x t 5

64 8
       . 

Επομένως        21
d t 5 x t 2x t 5 , t 0

8
    .Ηd είναι παραγωγίσιμη με 

παράγωγο  
     

    

    

    2 2

5x t x t 12x t x t 2x t5
d t

8 2 5 x t 2x t 5 8 5 x t 2x t 5

  
  

     

 

Τη χρονική στιγμή 0t που είναι  0x t 3  και  0y t 1 , είναι: 

 
    

    
0 0

0
2

0 0

5x t x t 1 40
d t

8 5 x t 2x t 5

 
  

  

 
5

3 1

8



 2

20 20
2

101005 3 6 5
  

 
cm/sec 

β) Το ορθογώνιο ΟΑΜΒ έχει εμβαδό  

          
1 5

E OA OB y t x t x t x t
8 8

 
     

 

   21 5
x t x t

8 8
 .  Είναι      21 5

E t x t x t , t 0
8 8

    με 

 
1

E t
8

 
4

2      
5

x t x t x t
8

  .Τη χρονική στιγμή 0t  είναι

        2

0 0 0 0

1 5 1 5
E t x t x t x t 3 8 8 11cm / sec

4 8 4 8
           

 

Θέμα Γ 

Γ1.  Έστω ότι η f   δεν αντιστρέφεται. Τότε θα  α,β υπάρχουν α,β  με  

α β  τέτοια ώστε    f α f β  . Η f  είναι συνεχής στο  α,β ,παραγωγίσιμη  

στο  α,β  οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle άρα  η εξίσωση  
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 f x 0   έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  που είναι άτοπο. Επομένως η f 

αντιστρέφεται. 

Γ2. Η f είναι συνεχής στο  0,1 ,παραγωγίσιμη στο  0,1 ,    f 0 f 1  οπότε 

ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle άρα υπάρχει  1ξ 0,1 :  1f ξ 0 

. Επειδή η f  αντιστρέφεται είναι 1-1, οπότε το 1ξ  είναι μοναδικό. 

Γ3. Έστω ότι η f  είχε τρείς ρίζες 1 2 3ρ ,ρ ,ρ με 1 2 3ρ ρ ρ  .Ηf είναι συνεχής στα 

   1 2 2 3ρ ,ρ , ρ ,ρ ,παραγωγίσιμη στα    1 2 2 3ρ ,ρ , ρ ,ρ ,      1 2 3f ρ f ρ f ρ 

οπότε υπάρχουν    1 1 2 2 1 3x ρ ,ρ , x ρ ,ρ  τέτοια ώστε    1 2f x f x 0   . 

Η f   είναι συνεχής στο  1 2x , x ,παραγωγίσιμη στο  1 2x , x  οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle άρα η εξίσωση  f x 0   τουλάχιστον μία 

ρίζα στο  1 2x , x  , που είναι άτοπο αφού  f x 0   για κάθε x . 

Γ4. Είναι            
2 2x x x xf x 2x 1 f x 0 e f x 2x 1 e f x 0          

 Έστω    
2x xg x e f x ,  x 0,1 . Η g είναι συνεχής στο  0,1  και 

παραγωγίσιμη  στο  0,1  με        
2 2x x x xg x e f x 2x 1 e f x     .Επειδή 

       g 0 f 0 f 1 g 1    ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle οπότε 

υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιο, ώστε  g ξ 0    

     
2 2ξ ξ ξ ξe f ξ 2ξ 1 e f ξ 0           f ξ 2ξ 1 f ξ 0     

Γ5. Επειδή η f είναι συνεχής στο  0,1  ισχύει το θεώρημα ελάχιστης –μέγιστης 

τιμής άρα υπάρχουν m,M  τέτοια, ώστε  m f x M   για  κάθε  x 0,1

.Άρα        
1 1

m f M 1 , m f 0,2 M 2 , m f M 3
3 e

   
        

   
.Με 

πρόσθεση κατά μέλη των σχέσεων (1),(2) και (3) έχουμε: 

 
1 1

3m f f 0,2 f 3M
3 e

   
       

   

 
1 1

f f 0,2 f
3 e

m M
3

   
    

   
  . Επειδή ο 

αριθμός 

 
1 1

f f 0,2 f
3 e

3

   
    

   
 ανήκει στο σύνολο τιμών της f, υπάρχει  

 0x 0,1  τέτοιο, ώστε  
 

0

1 1
f f 0,2 f

3 e
f x

3

   
    

   
 . 
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Θέμα Δ 

Δ1. Είναι         x 2xf x f x e f x f x e 0      
  

        x x 2x2f x f x 2 e f x e f x 2e 0       
 

    2 x 2xf x 2f x e e 0         2 xf x 2f x e
2xe c  

  
2

xf x e c  . Για x 0  είναι   
2

f 0 1 c c 9     άρα 

  
2

xf x e 9 
 
(1). Έστω     xg x f x e  , x . Επειδή  2g x 9 0   

είναι  g x 0 .Η g είναι  συνεχής στο άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο 

.  Είναι  g 0 3 0   άρα  g x 0  για κάθε x , οπότε η (1) γίνεται:  

    
2

x 2f x e 9 g x 9      g x 3     x xf x e 3 f x 3 e       

Δ2. Εύκολα αποδεικνύεται ότι η f είναι γνησίως αύξουσα οπότε είναι και 1-1, 

οπότε δεν υπάρχουν γ,δ  με γ δ  τέτοια, ώστε    f γ f δ .Άρα δεν 

υπάρχει διάστημα  γ,δ  στο οποίο να εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την f. 

Δ3.Αν α β  ισχύει η ισότητα. 

Αν α β  τότε επειδή η f είναι συνεχής στο  α,β  και παραγωγίσιμη στο  α,β  

με   xf x e  , ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. οπότε υπάρχει  ξ α,β  

τέτοιο, ώστε  
    ξ

f β f α 3
f ξ e

β α




   


βe 3  α α βe e e

β α β α

   


 
. 

Είναι β ξ αα ξ β α ξ β e e e            
α β

β αe e
e e

β α

 
 
  


 

   β α β αe β α e e e β α        .Όμοια αν α β . 

Δ4. Είναι :
 x 1x 1

x 1 x 1

3 e 3 ee e
lim lim

x 1 x 1

  

 

   


 
 

   
  1

x 1

f x f 1 1
lim f 1 e

x 1 e






   


. 

Δ5. Είναι :          
f 1 1

1

0 0 0

3e 1
f f x 3 e f f x f 1 f x 1

e




       . 

Όμως    x

x x
lim f x lim 3 e
 

    ,    x

x x
lim f x lim 3 e 3

 
   , 

 η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα οπότε έχει σύνολο τιμών το  

        
x x

f A lim f x , lim f x ,3
 

   . 

Επειδή  1 f A  και f1  υπάρχει μοναδικό 0x   τέτοιο, ώστε  0f x 1 . 
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2ο Κριτήριο αξιολόγησης έως και τις  

συνέπειες του Θ.Μ.Τ. 
Θέμα Α  

Α1. Αν 
0x  είναι ένα σημείο του  0, , τότε για 

0x x  ισχύει: 

      
     

0 000 0

0 0 0 0 0 0

x x x xx xf x f x x x

x x x x x x x x x x x x

  
  

     
, 

οπότε
   

0 0

0

x x x x
0 0 0

f x f x 1 1
lim lim

x x x x 2 x 


 

 
,  δηλαδή.  

1
x

2 x


 . 

Στο 0x 0  είναι 
   

x 0 x 0 x 0

f x f 0 x 1
lim lim lim

x 0 x x  


   


, δηλαδή η f δεν  

είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0 . 

Α2. Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 

     συνεχής στο κλειστό διάστημα  α,β  και 

     παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα 

 α,β τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 

 ξ α,β τέτοιο, ώστε:  
   f β f α

f ξ
β α


 


 

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, 

τουλάχιστον,  ξ α,β τέτοιο, ώστε η 

εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  

στο σημείο   M ξ,f ξ  να είναι παράλληλη της ευθείας ΑΒ.  

Α3. α) Ψευδής 

β) Εφαρμόζοντας ΘΜΤ για την f στο  0,3  , έχουμε ότι υπάρχει  0x 0,3  

τέτοιο ώστε  
   

0

f 3 f 0 3
f x

3 0 3


  


 . Η εφαπτομένη στο  0x 0,3  έχει 

κλίση   ο

0

3
λ f x εφω εφω ω 30

3
       

Α4. α) Λ  β) Λ   γ) Σ   δ) Λ   ε) Λ 

 

Θέμα Β 

Β1. Είναι      3

x 1 x 1
lim f x lim x 1 2 f 1

  
     και    2

x 1 x 1
lim f x lim x x 2

  
   . 

Επειδή      
x 1 x 1
lim f x lim f x f 1

  
  , η f είναι συνεχής στο x = 1. Επιπλέον η f 

είναι συνεχής στα διαστήματα    0,1 και 1,2 ως πολυωνυμική, οπότε η f είναι 

συνεχής στο  0,2 . Είναι  

 

 Β(β,f (β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(ξ,f (ξ)) 

 A(a,f (a)) 
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     3 3

x 1 x 1 x 1 x 1

x 1f x f 1 x 1 2 x 1
lim lim lim lim

x 1 x 1 x 1      

   
  

  

 2x x 1

x 1

 


3  και 

     2

x 1 x 1 x 1

x 1f x f 1 x x 2
lim lim lim

x 1 x 1    

  
 

 

 x 2

x 1




3 , οπότε η f είναι  

παραγωγίσιμη στο x = 1 με  f 1 3  . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,1  με 

  2f x 3x   και στο  1,2 με  f x 2x 1   , οπότε είναι παραγωγίσιμη στο 

 0,2 . Επομένως για την f  ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ στο  0,2  άρα 

υπάρχει  ξ 0,2 για τα οποία  
6 1 5

f ξ
2 2


   . 

Αν  ξ 0,1  τότε  
ξ 0

2 25 5 5 5
f ξ 3ξ ξ ξ

2 2 6 6



         δεκτή. 

Αν  ξ 1,2  τότε  
5 5 3 3

f ξ 2ξ 1 2ξ ξ 1
2 2 2 4

           απορρίπτεται. 

Β2. Αν   2f x x x, x 1   , τότε 

        f g g fΑ x Α / g x Α x 0 / ln x 1 x 0 / x e e,            

και    2f g x ln x ln x  . Αν   3f x x 1, x 1   , τότε 

        f g g fΑ x Α / g x Α x 0 / ln x 1 x 0 / x e 0,e           

και    3f g x ln x 1  . Άρα   
 

 

3

2

ln x 1, x 0,e
f g x

ln x ln x, x e,

  
 

  

. 

Β3. α) 
  3 3

2 2x x x

f x x 1 x
lim lim lim

x x x x  


 

  2x
   

β)     
  2 2

2

2x x x

x x x x x x
lim f x x lim x x x lim

x x x  

   
     

 
 

 
2

2 2
2

x x
2

x x x x
lim lim

1
x 1 x

x

 

 


 
  

 

2x x 

x

x
lim

1
x 1 x

x




  x

1

21
1 1

x


 

   
 

 

B4. Επειδή το σημείο   Μ α,f α , α 1  απομακρύνεται από τον άξονα y΄y με 

ταχύτητα 0,5cm/sec, είναι  α t 0,5cm / sec  .H ταχύτητα με την οποία 

απομακρύνεται από τον άξονα x΄x είναι ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης 

του, οπότε                y t f α t f α t α t 2α t 1 α t
        
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 Tη χρονική στιγμή 0t που διέρχεται από το σημείο  Α 3,12 , είναι  0α t 3 , 

οπότε       0 0 0y t 2α t 1 α t 7 0,5 3,5cm / sec       

 

Θέμα Γ 

Γ1. Είναι                
2 2f x f x f x f x

e f x e 2 e f x e x 1 x 1           
   

 

               
2 2f x f x f x f x

e f x e 2 e f x e x 1 x 1 0            
   

           
2 2

f x f x f x f x
e f x e x 1 0 e f x e x 1 0              
   

           f x f x f x f x f x xe f x 1 e x e x e x e x ce ,c 
            

 
 

 f x xe ce x  . Για   0 0f
1x 0 : e ce c    

Επίσης γνωρίζουμε ότι 
xln x x e   άρα 

xe x  για κάθε x . 

Άρα      xf x xe x f x ln e xe , x       

Γ2. Είναι      x x xnf e x l ex lne , xln      

Έστω οι συναρτήσεις  n x x ln x , x 0     και    xk x e ,x    

Για το πεδίο ορισμού της σύνθεσης της k με την n έχουμε: 

 
k

n k x

n

x D x
D

k x D e 0

 


 


 


 


 . H n k έχει τύπο  

      x x xn k x n k x e lne e x     .  

Έστω και η συνάρτηση  h x ln x , x 0   

Είναι 
    

n k

h n k x

h

x D x
D

n k x D e x 0

 
  



 


  
 και 

           xh n k x ln n k x ln e x f x     

Γ3. Η f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο  
x

x

e 1
f x , x

e x


  


 

και δεύτερη παράγωγο  
   

 

2
x x x

2
x

e e x e 1
f x

e x

  
  



2xe


x 2xxe e 

   

x x x

2 2
x x

2e 1 2e xe 1

e x e x

   


 
 

Παρατηρούμε ότι  f 0 1   , επομένως το μηδέν είναι η μία ρίζα. 

Τώρα θα αποδείξουμε την ύπαρξη άλλης μίας ρίζας με δύο τρόπους. 

1ος τρόπος:  Η εξίσωση είναι       f x 1 f x 1 0 f x x 0         . 
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Έστω η συνάρτηση    g x f x x , x    η οποία είναι συνεχής στο  0,1 , 

παραγωγίσιμη στο  0,1  με παράγωγο    g x f x 1    , με    g 0 g 1 0   , 

άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle οπότε υπάρχει  ξ 0,1  τέτοιο 

ώστε    g ξ 0 f ξ 1    . 

2ος τρόπος:  

Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ. για την f   στο  0,1  οπότε υπάρχει 

 ξ 0,1  τέτοιο ώστε  
   f 1 f 0

f ξ 1
1 0

 
  


 

Γ4. Η   2022φ x x , x   είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο 

  2021φ x 2022x , x     

Είναι   2021 2021φ x 0 2022x 0 x 0 x 0          

Είναι   2021 2021φ x 0 2022x 0 x 0 x 0          

Είναι   2021 2021φ x 0 2022x 0 x 0 x 0          

Επίσης  
x

x

x

e 1
f x 0 0 e 1 x 0

e x


       


 και αφού xe x 0   για κάθε 

x  είναι   xf x 0 e 1 x 0       και   xf x 0 e 1 x 0      . 

Επομένως για x 0  είναι    f x 0 φ x    και για x 0  είναι 

   f x 0 φ x   .Επομένως μοναδικό πιθανό σημείο που δέχονται κοινή 

εφαπτομένη είναι το μηδέν αφού x 0  είναι    f 0 0 φ 0   . 

Η εφαπτομένη της fC  στο (0,0) είναι      1ε :y f 0 f 0 x y f 0 0      

H εφαπτομένη της 
φC  στο (0,0) είναι      2ε :y φ 0 φ 0 x y φ 0 0      

Άρα έχουν μοναδική κοινή εφαπτομένη τον άξονα x΄x. 

 

Θέμα Δ 

Δ1. Γνωρίζουμε ότι για κάθε x είναι ημx x  και το ίσον ισχύει μόνο για 

x = 0, οπότε για x > 0 είναι ημx x x ημx x      οπότε 

x ημx x ημx 0      και 
x ημx x ημxe e e e 0    , άρα  f x 0 . 

Δ2. Έστω   tf t e . H f είναι συνεχής στο  ημx, x και παραγωγίσιμη στο 

 ημx, x με   tf t e  . Ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Θ.Μ.Τ. οπότε  

υπάρχει  ξ ημx, x τέτοιο, ώστε  
    ημx x

ξ
f ημx f x e e

f ξ e
ημx x ημx x

 
   

 
 

Δ3. Είναι 
x ημx

ημx ξ x ημx xe e
ημx ξ x e e e e e

x ημx


       


.  
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Είναι 
u ημx

ημx u x

x 0 x 0, u 0 x 0
u 0

lime lime 1 lime


   


   , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι  

x ημx

x 0

e e
lim 1

x ημx





. 

Δ4. Είναι  
x ημxe e

f x 1 1
x ημx


   



x ημxe e x ημx     

x ημxe e x ημx 0    . Έστω   x ημx π
g x e e x ημx, x ,π

2

 
     

 
. 

Έστω ότι η g έχει δύο ρίζες 
1 2 1 2

π
ρ ,ρ ,π με ρ ρ

2

 
  
 

. Η g είναι συνεχής στο 

 1 2ρ ,ρ ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο  1 2ρ ,ρ με 

     x ημx x ημxg x e συνxe 1 συνx e 1 συνx 1 e          

Επειδή    1 2g ρ g ρ 0  , ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle οπότε 

υπάρχει  1 2ξ ρ ,ρ  τέτοιο, ώστε  g ξ 0  . Όμως 

     ξ ημξg ξ e 1 συνξ 1 e 0      , γιατί 
π

ξ 0
2

   οπότε

ξ 0 ξe e 1 e 1 0     , συνξ 0  και ημξ ημξημξ 0 e 1 1 e 0      , άρα η 

εξίσωση  g ξ 0  είναι αδύνατη. Οπότε η εξίσωση  f x 1 δεν έχει δύο ρίζες 

στο διάστημα 
π

,π
2

 
 
 

 άρα έχει το πολύ μία ρίζα στο διάστημα αυτό. 

Δ5. α) Είναι  
x x

ημx
lim x ημx lim x 1

x 

 
     

 
 γιατί για  x 0,  είναι:  

ημxημx 1 1 1 ημx 1

x x x x x x x
       .Επειδή 

x x

1 1
lim lim 0

x x 

 
   
 

, από 

το κριτήριο παρεμβολής θα είναι  
x

ημx
lim 0

x
 . 

β)  

ημx
x

xx ημx x ημx x

x x x x

e
e 1

ee e e 1 e
lim f x lim lim lim

ημxημxx ημx x
1x 1

xx



   

    
   

      
        

  

γιατί 
ημx x u

ημx x u

x x u
u

lim e lim e 0
 



  


  και 
x

x

x DLH x

e
lim lim e

x





 
   . 
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27 Μονοτονία συνάρτησης 
 

 

 

26. Έστω ότι η 2C είναι η γραφική παράσταση της f και η 1C της f ΄.  

Παρατηρούμε ότι στο διάστημα  1,0  η 1C είναι πάνω από τον άξονα x΄x, 

άρα  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής στο  1,0 , είναι γνησίως αύξουσα 

στο διάστημα αυτό. Όμως από τη  f 2C C διαπιστώνουμε ότι η f είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  1,0 που είναι άτοπο. Άρα  η 1C  είναι η γραφική παράσταση 

της f και η 2C της f ΄. 

 

27. Έστω ότι η 1C  είναι η γραφική παράσταση της f και η 2C της f ΄. Για x > 1  

βλέπουμε ότι η 2C είναι πάνω από τον άξονα x΄x, άρα  f x 0   και επειδή η f 

είναι συνεχής στο  1, , είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. Όμως 

από τη f 1C C διαπιστώνουμε ότι είναι γνησίως φθίνουσα στο  1, που είναι 

άτοπο. Επομένως η 2C είναι η γραφική παράσταση της f και η 1C της f ΄. 

 

28. Έστω ότι η 2C είναι η γραφική παράσταση της f και η 1C της f ΄.  

Παρατηρούμε ότι στο διάστημα  0,  η 1C είναι πάνω από τον άξονα x΄x, 

άρα  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής στο  0, , είναι γνησίως αύξουσα 

στο διάστημα αυτό. Όμως από τη f 2C C διαπιστώνουμε ότι είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  0,1 που είναι άτοπο. Άρα η 1C  είναι η γραφική παράσταση της 

f και η 2C της f ΄. 

 

 

29. Η καμπύλη 5C  δεν είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο έστω  0 0x ,0 , x 0  

άρα είναι γραφική παράσταση παραγώγου συνάρτησης. 

Η μοναδική καμπύλη που παριστάνει γραφική παράσταση συνάρτησης 

παραγωγίσιμης  εκτός από ένα σημείο είναι η 3C  . 

Άρα η 5C  παριστάνει την γραφική παράσταση της παραγώγου της συνάρτησης 

που παριστάνει η 3C . 

 Επίσης η 6C  δεν είναι συνεχής άρα είναι γραφική παράσταση παραγώγου  

συνάρτησης. 

Η 6C  τέμνει τον άξονα x΄x σε τρία σημεία  με τετμημένες 1x ,0, 2x   με  

Γραφική παράσταση f και f ΄ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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1 2x 0 x  . Η 6C βρίσκεται  κάτω από τον άξονα x΄x στα διαστήματα 

 1, x ,  20, x  και πάνω από τον άξονα x΄x στα διαστήματα  1x ,0  και 

 2x , .Επομένως η γραφική παράσταση της συνάρτησης που αντιστοιχεί η  

6C   αλλάζει μονοτονία σε τρία σημεία οπότε είναι η 4C  . 

Άρα η 6C  παριστάνει την γραφική παράσταση της παραγώγου της συνάρτησης 

που παριστάνει η 4C . 

 Έστω ότι  η 2C  παριστάνει  συνάρτηση και η 1C παριστάνει την παράγωγό  

της . 

Η 1C  βρίσκεται  κάτω από τον άξονα x΄x σε δύο διαστήματα  και πάνω από τον 

άξονα x΄x σε άλλα δύο  διαστήματα.. Άρα η συνάρτηση που παριστάνεται από 

τη 2C  αλλάζει τρεις φορές μονοτονία  άτοπο.  

Επομένως  η 2C  παριστάνει την γραφική παράσταση της παραγώγου της 

συνάρτησης που παριστάνει η 1C . 

 

30. Αφού η g ορίζεται στο  είναι  f x 0  για κάθε x . Επίσης είναι  

   g 0 0 f 0 0   . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  άρα η f   παριστάνεται 

είτε από την 2C  είτε από την 4C . 

Έστω ότι η 2C  παριστάνει την f  , τότε   f x 0   για κάθε x 0  και 

 f x 0   για κάθε x 0 , η f συνεχής στο  άρα  f ,01  και  f 0,2 .  

Για κάθε    
f

x 0 f x f 0 0   
1

 πράγμα άτοπο. Άρα η f   παριστάνεται από 

την 4C .Επειδή    f x f 0  για κάθε x  με την ισότητα να ισχύει μόνον 

για x 0  τότε η h ορίζεται για κάθε x 0 , άρα παριστάνεται είτε από την 1C  

είτε από την 3C . Η h είναι παραγωγίσιμη στο   με παράγωγο  
 

 

f x
h x

f x


   

και αφού  f x 0  για κάθε x 0  τότε το πρόσημο της h  είναι το ίδιο με την 

f  . Άρα  h x 0   για κάθε x 0  και  h x 0   για κάθε x 0  άρα 

 h ,02  και  h 0,1 . Επομένως η h παριστάνεται από την 1C . 

 

 

31. α)     3f x 4x 4x 4x x 1 x 1      ,    , 1 , 0,1 2   και  

   1,0 , 1, 1  

β)  f x ln x 1   , 
1

0,
e

 
 
 

2   και 
1

,
e

 


 
1  

Μελέτη μονοτονίας  
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γ)  
2

2x 6
f x

2 x 6x 8


 

 
. Είναι  f ,22  και  4,1

 

δ)  
 

2

2

x 4x 3
f x

x 2

 
 


, είναι    ,1 , 3, 1  και    1,2 , 2,32  

ε)    
32 x 12xf x 3x 12 e    ,    , 2 , 2,  1   και  2,22  

στ)  
3

1 2ln x
f x

x


  , 0, e 


1  και e, 


2  

ζ)  
 x

2

e x 1
f x

x


  ,    ,0 , 0,12  και  1,1  

η)  
 2 x 1 ln x

f x
4x x

 
  .  

Για κάθε x 1  είναι x 1 0, ln x 0   , άρα  f x 0   και  1,1 .Για κάθε 

0 x 1   είναι x 1 0, ln x 0   , άρα  f x 0   και  0,12 . 

 

32. α)  
5

f ,1 , ,
2

 
 

 
1  ,

5
1,

2

 
 
 

2 ,                 

β) Είναι    
x 2 x 2
lim f x lim 1 2 x 1

  
    , 

     2

x 2 x 2
lim f x lim x 2x 1 1 f 2

  
      , άρα η f είναι συνεχής στο 0x 2 .  

Για κάθε x 2 είναι    
1

f x 0 f ,2
2 2 x

    


1  . 

Για κάθε x 2 είναι  
2

22x 2
f x

2 x 2x


  



 x 1

2


 

2
0 f 2,

x 2x
  


1  . 

 

γ)  ,12 ,  1,1 ,             δ)    , 3 , 0,3 2 ,    3,0 , 3, 1  

 

33.          2 x3f x f x 4f x f x 5f x e 5        

      2 xf x 3f x 4f x 5 e 5     . Είναι xe 5 0   και 

   23f x 4f x 5 0    για κάθε x , άρα   f x 0 f   1 . 

 

34. α) H f είναι παραγωγίσιμη στο  α,β  οπότε είναι παραγωγίσιμη στο 0x άρα  

 
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0

x x


  


. 
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β) Είναι    
0

0
x x
lim f x f x 0


    άρα  f x 0   για κάθε x κοντά στο 0x  οπότε 

υπάρχει υποσύνολο Δ του  α,β , με 0x Δ  στο οποίο η f είναι γνησίως 

αύξουσα. 

 

 

35.    2f x 6 2x λx 2    ,   Δ λ 4 λ 4   .  

Αν λ 4 ή λ 4    τότε Δ 0  , η f   έχει δύο ρίζες και αλλάζει πρόσημο, άρα  

η f δεν είναι γνησίως αύξουσα στο . Αν  λ 4,4   τότε  

 Δ 0 f x 0 f    1  . 

Αν λ 4  τότε    
2

f x 12 x 1 0 για κάθε x 1      και επειδή η f είναι 

συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο . Αν λ 4   τότε 

   
2

f x 12 x 1 0 για κάθε x 1       και επειδή η f είναι συνεχής, είναι 

γνησίως αύξουσα στο . Τελικά  λ 4,4  . 

 

36. Είναι  
 

2

2

λ 4
f x

x 1


 


. Αν λ 2  ή 2  , τότε    4f x  οπότε f σταθερή. 

Αν  λ 2,2  , τότε  f x 0  , αν    λ , 2 2,     , τότε   f x 0   . 

Επομένως για    λ , 2 2,     η  f είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από 

τα διαστήματα του πεδίου ορισμού της. 

 

37. Η h είναι  παραγωγίσιμη στο  00, x   
   

2

xf x f x
h x

x

 
  . Ισχύουν οι 

υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ για την f στο  0, x οπότε υπάρχει  ξ 0, x  τέτοιο, 

ώστε  
 f x

f ξ
x

  . Είναι       
f

0 ξ x f 0 f ξ f x


      
2

, άρα  

 
     

f x
f x xf x f x 0

x
     ,οπότε  h x 0   στο  00, x επομένως

 0h 0, x2 . 

 

38. Η g παραγωγίσιμη στο  0, με παράγωγο  

 
   2x

2

xf x f x
g x e ln 2

x

 
    . Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ για την f  
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στο  0, x , x 0  οπότε υπάρχει  ξ 0, x τέτοιο, ώστε  
 f x

f ξ
x

  .Όμως 

     
f

0 ξ x f 0 f ξ f x


      
1

, άρα 
 

     
f x

f x xf x f x 0
x

     , 

άρα  g x 0   οπότε   g 0, .1  

 

39. α) Η g  είναι παραγωγίσιμη στο , με παράγωγο 

 
     

 

x x

x 2
x

f x e f (x) ef x
g x

e e

   
   

 
  

  
        

x

2x x

e f x f x f x f x
g x 0

e e

   
     Επομένως η g είναι γνησίως 

αύξουσα στο . 

β) Έστω ότι δεν υπάρχει  ξ , τέτοιο ώστε :    f ξ f ξ . Τότε για κάθε 

x ,  θα  ισχύει    f x f x .Τότε η g  θα είναι γνησίως αύξουσα στο  

οπότε    
   
0 2

0 2
0 2 4 0    

f f
g g

e e
 που είναι άτοπο. Άρα υπάρχει  

ξ  ,τέτοιος ώστε    f ξ f ξ . 

 

40. Είναι      f x 1 x f x   f (x) (1 x) f (x) 0     

f (x) (x 1) f (x) 0        (x 1) f (x) (x 1) f (x) 0       

 (x 1)f (x) 0     (1). 

Θέτουμε g(x) (x 1) f (x)   ,  x . Η g παραγωγίσιμη στο , με παράγωγο 

 g (x) (x 1)f (x) 0 g     1 .  

Αν x 1 , τότε      g x g 1 x 1 f (x) 0 f (x) 0       ,αν x 1 , τότε 

     
x 1 0

g x g 1 x 1 f (x) 0 f (x) 0
 

        άρα f (x) 0  , για κάθε 

x {1 }  .Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο είναι συνεχής, στο , οπότε 

η f είναι γνησίως αύξουσα στο .
 

     

41.  Έστω      g x x 3 f x  . Είναι  g x 0  , άρα g1 .  

Αν          
g x 3 0

x 3 g x g 3 0 x 3 f x 0 f x 0
 

         
1

, αν  



                                                                                Μονοτονία συνάρτησης 

 

197 

 

         
g x 3 0

x 3 g x g 3 0 x 3 f x 0 f x 0.
 

         
1

 Επειδή η f είναι  

παραγωγίσιμη στο είναι συνεχής, στο , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα 

στο . 

 

42. Με παραγώγιση κατά μέλη της σχέσης που μας δίνεται έχουμε Είναι 

   f x f 2 x    (1). Από τη σχέση (1)  για x 1  έχουμε   f 1 0  .  

Είναι  f x 0 f   2 .  

Για κάθε    
f

x 1 f x f 1 0


     
2

  f ,11    και για κάθε    

   
f

x 1 f x f 1 0


     
2

 f 1,2   

 

43. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ και υπάρχει διάστημα 1Δ Δ  τέτοιο 

ώστε  f x 0   για κάθε 1x Δ  τότε η f είναι σταθερή στο 1Δ  , πράγμα άτοπο 

αφού f Δ1 Δ.  

Αντιστρόφως, αν οι ρίζες της  f x 0   στο Δ είναι διακριτές τιμές στο Δ 

(άπειρες ή πεπερασμένες), έστω 1 2 νρ ,ρ ,...,ρ … , τότε μεταξύ των ριζών θα είναι 

 f x 0  , η f είναι συνεχής στο Δ άρα f Δ1 . 

 

44. α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο   
2

1 1
f x

x x
   . 

Επειδή  f x 0  , η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

β) Επειδή 1 α β   είναι      f 1 f α f β      0 f α f β  , άρα:  

       

       

f α f α f α f β

f α f β f β f β

 




     

     

2

2

f α f α f β

f α f β f β

 




     

     

f α f α f β

f α f β f β

 



 

       f α f α f β f β  . 

Επειδή η f είναι συνεχής στο  α,β  και    f α f β , ισχύουν οι υποθέσεις του 

Θ.Ε.Τ. οπότε υπάρχει  ξ α,β :            2f ξ f α f β f ξ f α f β   .

  

45. α) Είναι  
2 215x f x 5x        

2 2f x 5x 15x 5x x 3 0         για  

κάθε  x 3,  , άρα  f x 0   για  κάθε  x 3,   οπότε η εξίσωση  

 f x 0   είναι αδύνατη στο  3, . 
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β) Επειδή η f  είναι συνεχής,  f x 0   για κάθε  x 3,   διατηρεί σταθερό 

πρόσημο. Επειδή επιπλέον  f 5 0  , είναι       f x 0 f 3,   2  

 

 

46. α) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με παράγωγο   x 1f x 2e 2x 4     

και δεύτερη παράγωγο   x 1f x 2e 2   . 

Είναι   x 1 x 1 x 1 0f x 0 2e 2 0 2e 2 e 1 e              

x 1 0 x 1    .Επομένως   f x 0   για κάθε x 1   ,η f ΄ είναι συνεχής 

στο  1,   , άρα  f 1,  1 . 

Άρα για κάθε x 1       f x f 1 0    , οπότε  f 1, 1 . 

Επίσης   f x 0  για κάθε x 1   ,η f ΄ είναι συνεχής στο  , 1   άρα 

 f , 1  2 .Επομένως για κάθε x 1       f x f 1 0    , άρα 

 f 1, 1 . Άρα  f1 .   

β) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με παράγωγο   f x 2ln x 2 2x    και 

δεύτερη παράγωγο  
1 x

f x 2
x


  . 

Είναι  
x 01 x

f x 0 2 0 1 x 0 x 1.
x


          

Επομένως   f x 0   για κάθε 0 x 1   ,η f ΄ είναι συνεχής στο  0,1  , άρα. 

 f 0,11 . Άρα για κάθε 0 x 1      f x f 1 0   , οπότε  f 0,1> . 

Επίσης   f x 0  για κάθε x 1  ,η f ΄ είναι συνεχής στο   1, άρα 

 f 1, 2 .Επομένως για κάθε x 1      f x f 1 0   , άρα  f 1,> .  

Άρα  f > .   

γ) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με παράγωγο    xf x 4e 4x 4    και 

δεύτερη παράγωγο,   xf x 4e 4 0 f     1 .  

Επομένως για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0    οπότε είναι  0,1 και  

για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0    οπότε  είναι  ,02 . 

δ) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με παράγωγο   f x x 1 συνx    και 

δεύτερη παράγωγο   f x 1 ημx 0     για κάθε 
π

x 2kπ
2

  , άρα f 1 .Για  

κάθε x 0 είναι    f x f 0 0    οπότε  f 0,f < . Επίσης για κάθε x 0   

Μονοτονία με χρήση παραγώγων ανώτερης τάξης 
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είναι    f x f 0 0    οπότε  f ,02 . 

ε) Η f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη με παράγωγο   2f x 6συνx 6 3x     , 

δεύτερη παράγωγο  f x 6x 6ημx     και τρίτη παράγωγο 

   3
f x 6 6συνx 0    για κάθε x 2kπ ,άρα f 1 .  

Για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0    οπότε  f 0, 1 . 

 Άρα για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0    οπότε  f 0,1 . 

Για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0    οπότε  f ,0 2 .   

Άρα για κάθε x 0  είναι    f x f 0 0    οπότε   f ,01 . 

Επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

47. Είναι      
x 1 x 1
lim f x lim f x 1 f 1

  
   , άρα f συνεχής στο 1. 

Για x < 1 η f είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο  
 

 

2x

2
2

e x 1
f x 0

x 1


  


. 

Για κάθε x 1  η f είναι δύο φορές  παραγωγίσιμη με παράγωγο   

     x ln x x ln x 1
f x e ln x e ln x 1

x

      και δεύτερη παράγωγο 

     
2x ln x x ln x

2

1 1
f x e ln x 1 e 0 f 1,

x x
       1 . 

Επομένως για κάθε x > 1 είναι    f x f 1 0   . Άρα  f x 0   για κάθε 

   x ,1 1,     και επειδή η f είναι συνεχής , είναι γνησίως αύξουσα στο 

. 

 

48. α) Η f είναι παραγωγίσιμη για κάθε    x 0,1 1,   με παράγωγο  

 
 

 
 

2 2

x 1
ln x

x 1 x ln xxf x f x .
x 1 x x 1




 
   

 
 Έστω  g x x 1 x ln x, x 0    .  

Η g  είναι παραγωγίσιμη  στο  0,  με παράγωγο  g x ln x   .  

Για κάθε x 1  είναι  g x 0  , άρα  g 1,2 . 

Επομένως  για κάθε x 1  ισχύει      g x g 1 0 f x 0    άρα  f 1,2 . 

Για κάθε 0 x 1  , είναι  g x 0   άρα  g 0,11 . 

Άρα  για κάθε 0 x 1   είναι      g x g 1 0 f x 0     οπότε  f 0,12 .  

Μελέτη μονοτονίας με βοηθητική συνάρτηση 
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β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, με παράγωγο  
 

2

x ln x 1
f x

x 1

 
 


. Έστω 

 g x x ln x 1, x 0    . Είναι  
1 x 1

g x 1
x x


    . Για κάθε  x 0,1  είναι 

 g x 0   και επειδή η g είναι συνεχής στο  0,1  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

διάστημα αυτό, οπότε    g x g 1 0  .Για κάθε  x 1,   είναι  g x 0   

και επειδή η g είναι συνεχής στο  1,  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 

αυτό, οπότε    g x g 1 0  . Άρα για κάθε    x 0,1 1,    είναι 

 g x 0 , οπότε  f x 0  άρα η f είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα 

διαστήματα    0,1 και 1, . 

γ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο 
π

0,
2

 
 
 

με παράγωγο ι  
2

xσυνx ημx
f x

x


  . 

Έστω  
π

g x xσυνx ημx, x 0,
2

 
   

 
. Είναι  g x xημx 0    ,

π
x 0,

2

 
 
 

, 

 η g είναι συνεχής στο 
π

0,
2

 
 
 

άρα 
π

g 0,
2

 
 
 

2  . Επομένως για κάθε 
π

0 x
2

   

είναι    
π

g g x g 0 0
2

 
   

 
, άρα  f x 0   στο 0,

2

 
 
 

.  

Η f είναι συνεχής στο 
π

0,
2

 
 
 

 άρα  
π

f 0,
2

 
 
 

2 . 

 

49. α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1, με παράγωγο  

 

 

 
 

   

   2 2

ln x 1 ln x
x 1 ln x 1 x ln xx x 1f x f x .

ln x 1 x x 1 ln x 1


      
  

  

Επειδή x 1  είναι x 1 2   και  2ln x 1 0  , οπότε το πρόσημο της f   

εξαρτάται από το πρόσημο της παράστασης    x 1 ln x 1 x ln x   . Έστω 

     g x x 1 ln x 1 x ln x    , x 1 .  Η g είναι παραγωγίσιμη στο  1,   

με:      g x ln x 1 x 1    
1

x 1
ln x x 

1

x
 ln x 1 ln x     

Είναι 1 x x 1    άρα  ln x ln x 1    g x 0   και επειδή η g είναι  

συνεχής στο  1, , είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . Για κάθε x 1  είναι  
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   g x g 1 2ln 2 0   , οπότε   f x 0   άρα f  γνησίως αύξουσα στο  1, .  

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, με παράγωγο  
1 ln x x

f x 2
x

 
   . 

Έστω  g x 1 ln x x, x 0    . Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0, με 

παράγωγο   
1 x

g x
x


  . Για κάθε x 1  είναι  g x 0  , άρα  g 1,2 , 

οπότε      g x g 1 0 f x 0     στο  1, . Η f είναι συνεχής στο  1,

άρα  f 1,2 . Για κάθε 0 x 1  , είναι  g x 0   , η g συνεχής στο  0,1

άρα  g 0,11  .Επομένως για 0 x 1  ισχύει       g x g 1 0 f x 0     άρα 

 f 0,12 .  

γ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,k με παράγωγο  
 

2

k
1 ln x ln k

xf x
x k

  
 


. 

Έστω    
k

g x 1 ln x ln k, x 0,k
x

     . Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,k με 

 
2

k x
g x

x


  . Είναι  g x 0   για κάθε  x 0,k , η g συνεχής στο  0,k άρα 

 g 0,k1 . Επομένως για κάθε 0 x k   είναι    g x g k 0  , άρα  f x 0   

στο  0,k  επομένως  f  0,k2 . 

 

 

50. α) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, με παράγωγο 

   f x 2ln x 1 2x     και δεύτερη παράγωγο  
2x

f x 0
x 1

   


 για κάθε 

 x 0,  . Η f   είναι συνεχής στο  0, , άρα  f 0, 2 .  

Για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0   , η f είναι συνεχής στο  0,  άρα 

 f 0,2 . 

Επομένως για κάθε x 0 είναι    f x f 0 5 0    , άρα  f x 0 . 

β) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο 

  xf x 1 2x e    και δεύτερη παράγωγο    xf x 2 e 0 f 0,      2 . 

Για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0   , άρα  f 0,2 . 

 Επομένως για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0  . 

γ) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο  

Εύρεση προσήμου 
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  xf x 2e 2x 2     και δεύτερη παράγωγο 

   xf x 2e 2 0 f 0,     1 . Άρα για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0   , 

άρα  f 0,1 .Επομένως Για κάθε x 0 είναι    f x f 0 5 0   . 

δ) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο 

  x 5f x e 18x 4x 1     και δεύτερη παράγωγο 

  x 4f x e 90x 4 0 f      1 .  Για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0   , 

οπότε   f 0,1 .Άρα για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0  . 

Για κάθε x 0  είναι      f x f 0 0 f ,0    2 ,  

οπότε    f x f 0 0  .Άρα  f x 0 για κάθε x  . 

ε) Η f είναι  παραγωγίσιμη στο  0, π  με παράγωγο  f x xημx 0    για κάθε 

 x 0, π , άρα  f 0, π1 .  Για κάθε      
f

0 x π 0 f 0 f x f π     
1

. 

στ) Η f είναι  παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο 

   
1

f x ν 0 f 0,
x

     1 . Παρατηρούμε ότι  f 1 0 , οπότε για x 1

είναι    f x f 1 0   και για κάθε 0 x 1   είναι    f x f 1 0   

 

51. α) Η f είναι  παραγωγίσιμη στο  0, π  με παράγωγο 

   συνxf x ημx e συνx 1    .Έστω   συνxg x e συνx 1   ,  x 0, π . 

Γνωρίζουμε ότι για κάθε x  είναι xe x 1   και το ίσον ισχύει μόνο για x = 

0, οπότε για κάθε 
π π

x 0, , π
2 2

   
    
   

 είναι  συνxe συνx 1 0 f x 0      και 

επειδή η f είναι συνεχής στο  0, π , είναι γνησίως αύξουσα σε αυτό. 

β) Είναι 
5π

0
9
 , άρα  

5π 1
f f 0 e 0

9 2

 
    

 
.  

 γ) 
1

0 1 π
2

    και f1  στο  0, π , άρα  
1

f f 1
2

 
 

 
. 

 

 

 

52. α) Η f είναι  παραγωγίσιμη στο  με   x 2xf x e 2e 0 f     1 . 

β)  
f1 1 1 1 1 1

0 f f 0 f f 0 f
100 100 100 100 100 100

       
                 

       

1
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γ) Έστω  
1 ln x

2x 2xg x x e  , x 0 . Η f είναι  παραγωγίσιμη στο  0,  με 

παράγωγο  
ln x

2x
2

1 ln x
g x e 0

2x


    για κάθε x e , άρα  g e,2 .Είναι  

     
g

5 10 15 g 5 g 10 g 15     
2 1 1 1

10 20 305 10 15    

f
10 20 305 10 15  

1

     10 20 30f 5 f 10 f 15   

 

53. α) Επειδή  f x 0   και η f   είναι συνεχής, θα διατηρεί σταθερό πρόσημο.  

 Αν  f x 0  , τότε  f α,β1 , ενώ αν  f x 0  , τότε  f α,β2 . 

Άρα η f  είναι γνησίως μονότονη . 

β) Η f είναι συνεχής στο  ,  , παραγωγίσιμη στο  ,   οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του Θ.Rolle άρα υπάρχει

 

 1x α,β

 

τέτοιο, ώστε  1f x 0   .  Είναι 

 f α 0   άρα    f x 0  στο  α,β .  Τότε για κάθε

     
f

1 1 1α x x f x f x 0 f α,x


      
1

2  οπότε      f α f x f x 0   . 

Για κάθε 

 

         
f

1 1 1x x β f x f x f β f x 0 f x ,β


          
1

1

 

, οπότε

     1f x f x f β 0    . 

 

54. α)    
1 1

f x 0 f 0,
x 2 x

     1 ,  
x 0
lim f x


  ,  

x
lim f x


  ,  

 f A  . 

β)   3f x 4x 4   ,  f ,12  και  1,1 .  

     
x x
lim f x , lim f x ,f 1 3
 

      άρα    f A 3,   

γ)  
 

2
x x

4
f x 0 f

e e

    


2 .  

 

2x

x x x

x xx x x

1 e

e e e
lim f x lim lim

e e



  




 

 2x

x

e 1

e



2x

x

1 e
lim





0

2xe
0

1

1





,  

 

x
x x

x xx x x

e
e e

lim f x lim lim
e e



  


 



2xe 
0

x

1

e



2x1 e 
0

1  , άρα    f A 1,1   

Σύνολο τιμών 
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δ)  
 

2

2
2

1 x
f x

x 1


 


,    f , 1 , 1,  2  και  1,11 ,   

       
x x

1 1
lim f x 0, lim f x 0 ,f 1 , f 1

2 2 
      , άρα  

1 1
f A ,

2 2

 
  
 

 

ε)  
1

f x 1 ημx 0
x

     , αφού 1 ημx 0   και 
1

0
x
  για κάθε x 0 , άρα  

 f 0,1 .  
x 0
lim f x


  ,  

x x

συνx
lim f x lim ln x x 1

x 

  
      

  
, γιατί  

συνx 1 1 συνx 1

x x x x x
      , 

x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
    

 
 οπότε από το 

Κριτήριο Παρεμβολής  είναι 
x

συνx
lim 0

x
 , άρα  f A  . 

στ)    
2

1 1
f x 0 f 0,

x x
     1 ,  

x 0
lim f x


  ,  

x
lim f x


  , 

 f A  . 

 

55. α) Είναι  f x ln x  . Για κάθε 0 x 1   είναι    f x 0 f 0,1   2  και 

 
για κάθε x 1  είναι    f x 0 f 1, .   1  

 

β) Είναι  
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

1

ln x xlim x ln x lim lim lim x 0
1 1

x x

   

 
 
 

   
    

  

άρα  
x 0
lim f x 1


  και 

 
x x

1
lim f x lim x ln x 1

x 

  
      

  
. Στο διάστημα  1Δ 0,1  είναι   

   1f Δ 0,1  και στο  2Δ 1,   είναι    2f Δ 0,   , οπότε  

       1 2f Α f Δ f Δ 0,     . 

 

56. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο 

 
 

   

3 4 7 3

2 2
4 4

8t t 1 8t 8t
f t 0

t 1 t 1

 
   

 
 για κάθε t 0  .Η f είναι συνεχής στο 

 0,  άρα  f 0,1 . Επομένως οι μετοχές της εταιρείας συνεχώς 

αυξάνονται. Επειδή f συνεχής και  f 0,1  είναι 
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          
t

f 0, f 0 , lim f x f 0 ,2f 0


   
 αφού  f 0 2  και 

   
4

4t t

2t
lim f t lim 2 4 2f 0

t 1 

 
    

 
 γιατί 

4 4

4t t

2t 2 t
lim lim

t 1 


 4t
2  

Άρα οι μετοχές της εταιρείας συνεχώς αυξάνονται χωρίς να ξεπερνούν το 

διπλάσιο της αρχικής αξίας. 

 

 

 

57. α) Είναι     
x 0
limf x 1 f 0


  , άρα f συνεχής στο 0 και επειδή είναι συνεχής 

στο 

 ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων, είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού 

της. 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x 0 με παράγωγο

 
2

2

xσυνx ημx x
f x

x

 
  . Έστω   2g x xσυνx ημx x , x    . Η g είναι 

παραγωγίσιμη  στο  με παράγωγο    g x xημx 2x x 2 ημx      . Για 

κάθε x 0  είναι    g x 0 g 0,   1 , οπότε    g x g 0 0  , άρα 

 f x 0  επομένως   f 0,1 .  Για x 0  είναι    g x 0 g ,0   2 , 

οπότε    g x g 0 0  ,  άρα  f x 0   επομένως  f ,01 . Είναι 

ημx 1 1 ημx 1

x x x x x
      ,

x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
    

 
οπότε  από το 

Κριτήριο Παρεμβολής  
x x

ημx ημx
lim 0 lim

x x 
   άρα 

   
x x
lim f x , lim f x
 

     επομένως  f A  . 

 

58. α) Η f είναι παραγωγίσιμη  στο  0,  με παράγωγο  

 
xe ln x x x ln x 1

f x e e
x


    . Έστω  g x x ln x 1, x 0   . Η g είναι  

παραγωγίσιμη  στο  0,  με παράγωγο  g x ln x 1, x 0    . 

H g είναι συνεχής στο  0, ,  g x 0   για κάθε 
1

x
e

  ,  g x 0  για κάθε   

1
0 x

e
   οπότε 

1
g ,

e

 


 
1  και 

1
g ,

e

 


 
2 . 
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Επομένως για κάθε  
1

x
e

  είναι    
1 1

g x g g x 1 0
e e

 
     

 
 άρα 

 f x 0  . Επίσης για κάθε  
1

0 x
e

   είναι    
1 1

g x g g x 1 0
e e

 
     

 
 

άρα  f x 0  . H f είναι συνεχής στο  0,  άρα   f 0,1 . 

β) Είναι  
x

x
u ln x e

ln x e u

ux 0 x 0 x 0 ,
u

lim f x lim e lim e 0
  

 


  


   ,  

 
x

x
u ln x e

ln x e u

x x x , u
u

lim f x lim e lim e
 



   


     , η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

 0,  οπότε    f A 0,  . 

 

59. α) Η f είναι παραγωγίσιμη  στο  0,  με παράγωγο  
 

 

x

x

x 1 e 1
f x

x e 1

 
 


 

Έστω     xg x x 1 e 1, x 0     . Η g είναι παραγωγίσιμη  στο  0, με 

παράγωγο   xg x xe  . Για κάθε x 0  είναι  g x 0  , η g είναι συνεχής στο 

 0,  οπότε η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . Άρα για κάθε

   
g

x 0 g x g 0 0   
1

οπότε  f x 0  στο  0, .  Η f είναι συνεχής  στο 

 0,  οπότε  f 0,1 .  

β) Είναι 

0

x 0
x

DLHx 0 x 0

e 1
lim lim e 1

x 

 
 
 

 


   οπότε   

 

xe 1
ux x

u 1 u 1x 0 x 0

e 1
lim f x lim ln lim ln u 0

x 




  


    .Είναι 

x
x

x DLH x

e 1
lim lim e

x

 
 
 

 


     

οπότε  

xe 1
ux x

x x u u

e 1
lim f x lim ln lim ln u

x




   


     . 

Επειδή η f είναι συνεχής και  f A 0, 1 , είναι    f A 0,   . 

 

60. Για κάθε    x 0,1 1,    η f είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο   

 
  

   
2 2

ln x 1 x 1 x ln x x ln x 1
f x

x 1 x 1

    
  

 
. Έστω  g x x ln x 1, x 0    .  
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Η g είναι παραγωγίσιμη  στο  0, με παράγωγο   
1

g x 1
x

   .Είναι 

 
1 x 1

g x 0 1 0 0 x 1
x x


         . 

Η g είναι συνεχής στο  0, , για κάθε  x 0,1  είναι  g x 0   , για κάθε 

x 1  είναι  g x 0  , άρα  η g είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,1 και γνησίως 

αύξουσα στο  1, . 

Επομένως για x 1  ισχύει    g x g 1 0   και για κάθε  x 0,1  είναι 

   g x g 1 0  . Επομένως   f x 0   σε καθένα από τα διαστήματα 

   0,1 , 1,  άρα είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από αυτά τα διαστήματα. 

Είναι  
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

1

ln x xlim x ln x lim  =  lim lim x 0
1 1

x x

   





   
   



, άρα  
x 0
lim f x 0


 . 

Επίσης    

0

0

DLHx 1 x 1 x 1 x 1

x ln x ln x 1
lim f x lim lim 1 lim f x

x 1 1   

 
 
 

   


   


 και

 
x x DLH x

x ln x ln x 1
lim f x lim lim

x 1 1

 
 
 

  


   


.Στο διάστημα  1Δ 0,1  η f είναι 

συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα         1
x 0 x 1

f Δ lim f x , lim f x 0,1
  

   

Στο διάστημα  2Δ 1,   η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα 

        2
xx 1

f Δ lim f x , lim f x 1,
 

   , άρα 

         1 2f A f Δ f Δ 0,1 1,      

 

61. Η f   είναι συνεχής στο  α,β ,παραγωγίσιμη στο  α,β  οπότε ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle άρα υπάρχει  ξ α,β τέτοιο, ώστε  f ξ 0  . 

Είναι      3
f x 0 f α,β  1 . 

Για κάθε  x α,ξ  είναι      f x f ξ 0 f α,ξ     2 , οπότε  

   f x f α β   .Για κάθε  x ξ,β  είναι      f x f ξ 0 f ξ,β     1 ,  

οπότε    f x f β β   .Η g είναι παραγωγίσιμη  στο  ,  με παράγωγο  

     g x f x β 0 g α,β     2 . Επομένως       g α,β β 2 β ,α 2 β      
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62. α) Η αρχική θερμοκρασία είναι  
1 1 1

θ 0
2 4 4

    δεκάδες βαθμούς C άρα 

είναι ο10
2,5 C

4
 . 

β) i) Η  συνάρτηση θ   είναι παραγωγίσιμη για κάθε t 0  με παράγωγο 

 
 

 

 
2 2

2 2

2 ημt t2ημt 2t
θ t 0

2συνt t 2συνt t

 
     

 
  για κάθε t 0  αφού 

t 0

ημt t ημt t t ημt t


        οπότε ημt t 0  για κάθε t 0 . 

Η θ  είναι συνεχής  στο  0,  άρα είναι γνησίως φθίνουσα στο  0, , οπότε 

η θερμοκρασία συνεχώς μειώνεται. 

ii) Αφού θ συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  0, , έχει σύνολο τιμών  

          
t

θ 0, lim θ t ,θ 0 θ 0 ,θ 0


    
 .  ( Είναι 

 
2t t t

1

1 1 1tlim θ t lim lim
συνt4 42συνt t

2 t
t

  

 
  

      
    

 

 

 
t

1 1 1 1
lim θ 0

συνtt 4 4
2 t

t



 
 

     
  
 

. 

Όμως  
συνtσυνt 1 1 συνt 1

t t t t t t
       , 

t t

1 1
lim 0 lim

t t 

 
    

 
άρα 

από το κριτήριο παρεμβολής είναι 
t

συνt
lim 0

t
  επομένως  

t

συνt
lim 2 t

t

 
   

 
. Άρα είναι    θ t θ 0   για κάθε t 0 . 

 

 

63. α) Έστω    f x ln x 1 x 2, x 2     . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  

 2,  με παράγωγο   
2 x

f x
x 1


 


 . Για κάθε x 2  είναι  f x 0  , η f είναι 

συνεχής στο  2,  οπότε  f 2,2 . 

Επομένως για κάθε x 2 είναι      f x f 2 ln x 1 x 2 0      .  

β) Έστω    xf x e x 1 1, x 0    . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

Μονοτονία και ανισώσεις 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρίζα 
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παράγωγο      xf x e x 2 0 f 0,     1 . 

Για κάθε      xf x f 0 0 e x 1 1 0       

γ)    xf x e ex, x 1,    , Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με παράγωγο 

  xf x e e 0     για κάθε x 1 , άρα  f 1,1  

Επομένως για κάθε     
f

xx 1 f x f 1 e ex    
1

.  

δ) Έστω    f x xσυνx ημx, x 0, π   . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, π  με 

παράγωγο  f x xημx   οπότε  f x 0   στο  0,π άρα  f 0, π2 . 

Επομένως για κάθε   0 x π  ισχύει      f π f x f 0 xσυνx ημx     

ε) Έστω  
x 1

f x ln x , x 0
x


   . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, με 

παράγωγο  
2

1 1
f x 0

x x
    οπότε  f 0,1 . 

   
f x 1

x 1 f x f 1 0 ln x
x


     

1

. 

η) Είναι        
1 x 1 xx xe 1 x lne ln 1 x x 1 x ln 1 x
 

         , x 0 . 

Έστω      f x 1 x ln 1 x x    ,  x 0,  . Η f είναι παραγωγίσιμη στο 

 0,  με παράγωγο        
1

f x ln 1 x 1 x 1 ln x 1 0
1 x

        


 για 

κάθε x 0 οπότε  f 0,1 .  

f

x 0 
1

           f x f 0 1 x ln 1 x x 0 1 x ln 1 x x          . 

 

64. α) Έστω  
2 4x x

f x συνx 1 , x 0
2 24

     .Η f είναι τρεις φορές 

παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο  
3x

f x ημx x ,
6

    
  

 

δεύτερη παράγωγο  
2x

f x συνx 1
2

     και τρίτη παράγωγο  

   3
f x ημx x 0    για κάθε x 0 οπότε  f 0, 2 .  Επομένως για κάθε 

x 0  είναι      f x f 0 0 f 0,     2 . 

Για κάθε    
f

x 0 f x f 0 0


    
2

οπότε  f 0,2 . Άρα για κάθε x 0

είναι    
2 4x x

f x f 0 0 συνx 1
2 24

      . 
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β) Έστω  f x x ημx συνx 1    ,
π

x 0,
2

 
 
 

. Η f είναι παραγωγίσιμη στο 

π
0,

2

 
 
 

 με παράγωγο  f x 1 συνx ημx    . Η f είναι συνεχής  στο 
π

0,
2

 
 
 

και  

 f x 0   γιατί 1 ημx 0, συνx 0    για κάθε 
π

x 0,
2

 
 
 

. Άρα 
π

f 0,
2

 
 
 

1 . 

Επομένως για κάθε    
fπ π

0 x f 0 f x f
2 2

 
      

 

1

, άρα 

   f x f 0 0 x ημx συνx 1      . 

γ) Έστω  
2 3

x x x
f x e 1 x

2 6
     ,  x 0,  . Η f είναι τρεις φορές 

παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο  
2

x x
f x e 1 x

2
     , δεύτερη 

παράγωγο   xf x e 1 x     και τρίτη παράγωγο  
   3 xf x e 1 0    άρα 

 f 0, 1 . Επομένως για κάθε x 0  είναι    f x f 0 0   οπότε

 f 0, 1 .Άρα για κάθε x 0  είναι    f x f 0 0    οπότε  f 0,1 . 

Επομένως για κάθε x 0  είναι    
2 3

x x x
f x f 0 0 e 1 x

2 6
       . 

δ) Έστω      2f x 2ln ημx ημ x, x 0, π   . Η f είναι παραγωγίσιμη στο 

 0,π  με παράγωγο  
32συν x

f x
ημx

  . 

 Για κάθε 
π

x 0,
2

 
 
 

 είναι  
π

f x 0 f 0,
2

 
    

 
1 , άρα  

π
f x f 1 0

2

 
    

 
. 

Για κάθε 
π

x , π
2

 
 
 

 είναι  
π

f x 0 f , π
2

 
   

 
2 , άρα  

 
π

f x f 1 0
2

 
    

 
. 

Επομένως για κάθε  x 0, π είναι     2f x 0 2ln ημx ημ x   . 

 

65. α) Έστω  f x x ln x, x 1  . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1, με 

παράγωγο  f x ln x 1 0     οπότε  f 1,1 . Επομένως για κάθε  

 

1 α β  είναι     
lnβ ln α

f α f β β lnβ α ln α
α β

     . 
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β) Είναι     ln α 1 β α ln β 1         ln α 1 α ln β 1 β      

Θεωρούμε τη συνάρτηση    f x ln x 1 x    στο διάστημα  0, .  

Για κάθε x 0  f είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο  

 
1 x

f x 1 0
x 1 x 1


    

 
 άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 

 0, . 

 Είναι    
f

α β f α f β   
2

    ln α 1 α ln β 1 β      

γ) Θεωρούμε τη συνάρτηση   x 2xf x e e x, x     . Για κάθε x  η f 

είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο    22 1 0      x xf x e e f2 . 

Επομένως για κάθε    
f

α β f α f β   
2

 

α 2α β 2βe e α e e β          α β -2α 2βe e e e α β 0         

 

 

66. α) Έστω   2 xf x x ln x 2x 2 2x ln x e , x 0       . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο  0, με παράγωγο    2 xf x ln x e 0 f 0,     1  

. Είναι  

2
2

DLHx 0 x 0 x 0

2ln x

ln x x
lim x ln x lim lim

1

x

  

 
 
 

  
 

2

1

x


DLHx 0 x 0 x 0

2

2

2ln x xlim lim lim 2x 0
1 1

x x

  

 
 
 

  
   



 , 

 
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

1

ln x xlim x ln x lim lim lim x 0
1 1

x x

   

 
 
 

   
    



, άρα  

 
x 0
lim f x 0 0 2 0 1 1


       . Επίσης  

   2 x

x x
lim f x lim x ln x 2x 2 2x ln x e

 
       

  x

x
lim x ln x ln x 2 2x 2 e


        . Επειδή η f είναι συνεχής και 

γνησίως αύξουσα στο  A 0,   έχει σύνολο τιμών το    f A 1,   , άρα 

  2 xf x 0 x ln x 2x 2 2x ln x e 0       

2 xx ln x 2x 2 2x ln x e     για κάθε x 0.   

β) Έστω    2f x 2x x 2ln x 1 , x 0     . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  

Αυξημένης δυσκολίας 
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 0,  με παράγωγο
 

 
22x

f x 0
x 1

   


 για κάθε x 0  οπότε  f 0,2 . 

Επομένως για κάθε x 0  είναι    2f x 0 2x x 2ln x 1     . 

Έστω    g x 2ln x 1 2x, x 0    . Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με 

παράγωγο   
2x

g x 0
x 1

   


για κάθε x 0  οπότε  g 0,2 . 

Επομένως για κάθε      
g

x 0 g x g 0 0 2ln x 1 2x      
2

. 

Άρα  22 2ln 1 2   x x x x . 

γ) Έστω   2f x x ln x 3x e, x 0    . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, με 

παράγωγο  f x 2x ln x x 3     και δεύτερη  παράγωγο 

 f x 2ln x 2 1 2ln x 3      .Είναι  f x  

3

20 x e


    

Η f   είναι συνεχής στο  0, ,για κάθε 

3

2x 0,e
 

 
 

 είναι  f x 0  , για 

κάθε  

3

2x e


  είναι  f x 0  οπότε 

3

2f 0,e
 

  
 

2  και 

3

2f e , .
 

 
 

1 Επομένως 

για κάθε 

3

2x 0,e
 

 
 

 είναι  
3

2
2

f x f e 3 0
e e

 
      

 

3

2f 0,e
 

 
 

1  και 

για κάθε

3

2x e


   είναι  
3 3

2 2
2

f x f e 3 0 f e ,
e e

    
        

   
1 . 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

Είναι
2

2

DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2 3

1

ln x xxlim x ln x lim lim lim 0
1 2 2

x x

   

 
 
 

   

 
     

 

, άρα 

   2

x 0 x 0
lim f x lim x ln x 3x e e

  
     και  

x
lim f x


  . Επομένως 

        
xx 0

f A lim f x , lim f x e,
 

   , οπότε 

   f x e 0 x x ln x 3 e 0      . 

 

67. Έστω  f x συνx ημx  , 
π π

x ,
4 2

 
  
 

. Η f είναι παραγωγίσιμη στο 
π π

,
4 2

 
 
 
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με παράγωγο  f x ημx συνx 0      γιατί 
π π

x ,
4 2

 
 
 

, άρα είναι γνησίως  

φθίνουσα στο
π π

,
4 2

 
 
 

. Επειδή για 
π π

x ,
4 2

 
 
 

 είναι συνx ημx , 

έχουμε:    f συνx f ημx   

       συν συνx ημ συνx συν ημx ημ ημx   

       ημ ημx ημ συνx συν ημx συν συνx   . 

 

68. α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο

 
 

 
2

1
f x 0 f 0,

x 1
    


1 . 

β) Είναι    
f

| α β | | α | | β | f | α β | f | α | | β |       
1

 

α| α β | | α | | β |

1 | α β | 1 | α | | β | 1 α β

 
  

     

α β| β |

1 α | β | 1 α 1 β
 

   
. 

 

69. α) Έστω  
1

f x ln x 1 , x 1
x

    . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με 

παράγωγο  
2 2

1 1 x 1
f x 0

x x x


     για κάθε x 1  οπότε  f 1,1 . 

Επομένως κάθε x 1  είναι    
1

f x f 1 0 ln x 1
x

      

β) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με παράγωγο  
 

2

1
1 ln x

xg x 0
x 1

 
  


  

από α) άρα  g 1,2 . 

γ) Είναι    
ln λ ln κ

κ 1 ln λ λ 1 ln κ
λ 1 κ 1

     
 

   
1 1

g λ g κ λ κ


   . 

 

70. α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με παράγωγο  

   f x x ln x ln x 1 0      για κάθε x 1  αφού  

ln x 0 ln x 1 1    , άρα  f1  στο  1, .  

Η g είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με παράγωγο   
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 
 

2

1 1
ln x ln x 1

x 1 xg x
ln x

 
  

   

  2

x ln x x 1 ln x 1

x x 1 ln x

  



 

 
   

  2

f x f x 1
g x

x x 1 ln x

 
 


. Είναι 

f

1 x x 1   
1

   f x f x 1  οπότε
 

   f x f x 1 0   , άρα  g x 0   επομένως   g 1,2 . 

β)  Είναι    f x f x 1   για κάθε x 1 , οπότε:    x ln x x 1 ln x 1     

 
x 1xln x ln x 1


    
x 1xx x 1


   . 

γ) Είναι:    
lnβ ln α

α 1 β 1       
lnβ ln α

ln α 1 ln β 1      
   

 

   lnβ ln α 1 ln α ln β 1       
   ln α 1 ln β 1

ln α ln β

 
     g α g β  που 

ισχύει, γιατί 1 α β   και g2 . 

 

71. α) Πρέπει  
1 ln x

0 x 1,e
ln x


   . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,e  με 

παράγωγο   
 

 
1

f x 0 f 1,e
x 1 ln x ln x

    


2 . 

β) Για    
f 1 ln α 1 lnβ 1 ln α 1 lnβ

α β f α f β ln ln
ln α lnβ ln α lnβ

   
       

2

lnβ 1 lnβ

ln α 1 ln α





. 

 

72. α) Ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο  κ, κ 1  οπότε υπάρχει

   
   f κ 1 f κ

ξ κ, κ 1 : f ξ
1

 
   ..Όμως  

   f ξ f κ 1  
 
άρα  f κ 1    f κ f κ 1     f κ 0 . 

Όμως    f x f κ 0    οπότε f1  για κάθε x . 

β) Η h είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο      h x f x f κ 0     άρα  

h1  στο .
 

γ) H h είναι γνησίως αύξουσα στο  οπότε    h κ h κ 1  

         f κ κf κ f κ 1 κ 1 f κ       

   f κ κf κ    f κ 1 κf κ    f κ     2f κ f κ 1    
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 
 f κ 1

f κ
2


  

 

73. α) Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο  
2ln x

f x
x

  . Είναι 

 f x 0 x 1    .Η f  είναι συνεχής στο  0,  ,  f x 0  για κάθε 

 x 1,  ,  f x 0  για κάθε  x 0,1  οπότε    f 0,1 , 1,2 1 .    

β) Ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ. για την f στο  e, x , x e  οπότε  υπάρχει 

 ξ e, x  τέτοιο, ώστε:   
    2f x f e ln x 1

f ξ
x e x e

 
  

 
. Η f    είναι 

παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο  
2 2

2
x 2ln x

1 ln xxf x 2 0
x x




     

για κάθε x e , άρα f 2  στο  e, . Επειδή ξ x , είναι      

       
2

2ln x 1 2ln x
f ξ f x x ln x 1 2ln x x e

x e x


       


. 

 

74. α)  
 

 
 

2 3 23

23 2 3

8 x x
f x , x 0,8

3 x 8 x

 
  



.Είναι  

   
2 3 2 2 23f x 0 8 x x 64 16x x x x 4          

 

Για κάθε  x 0,4  είναι    f x 0 f 0,4   1  και για κάθε  x 4,8  είναι   

   f x 0 f 4,8   2  

β)    
f

3 3 3 32 3 f 2 f 3 2 6 3 5 α β        
1

. 

 

75. α) Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο  
 

x x 1

2
x 1

e e
f x 0

1 e






  


, 

αφού x x 1e e  , άρα f2 . 

β) Για x 0  είναι    
x 0 x

f
x x x x5 5 5

1 5 6 f 5 f 6
6 6 6

     
           

     

2

 και 

   
x 0 x

f
x x x x7 7 7

1 7 8 f 7 f 8
8 8 8

     
           

     

2

, άρα  

       x x x xf 5 f 7 f 6 f 8   . 
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76. α) Είναι fD  . Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο 

 
 

x

2
x

e
f x 0

e 1
  


  οπότε f1  στο . 

β) Έχουμε  
x

xx x

e 0
lim f x lim 0

0 1e 1 
  


,

 
x

x θέτω

xx x ω ωe ω

e ω ω
lim f x lim lim lim 1

ω 1 ωe 1    
   


. Άρα    f A 0,1 . 

γ) Η f    είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο 

 
 

2
x xe e 1

f x
 

 
 x2 e 1 

 
3

2x

4
x

e

e 1

 
 

x 2x

3
x

e e
f x

e 1


  


 

 
 

 

x x

3
x

e 1 e
f x 0

e 1


  


οπότε η  f    είναι γνησίως  φθίνουσα στο  0, .  

Για κάθε x 0 είναι : 

    
x 0 x

f
x x x x3 3 3

1 3 5 f 3 f 5
5 5 5

     
           

     

<

 (1) 

    
f

x x x x3 5 f 5 f 3


   
>

 (2) 

Με πρόσθεση των σχέσεων (1) και (2) έχουμε        x x x xf 3 f 5 f 5 f 3    . 

 

77. Οι εξισώσεις των ευθειών 1ε , 2ε  γράφονται: 

1

x 6
ε : y

2


 , 2

x 30
ε : y

8


 , 

x 6 x 30 3x 6

2 8 8

  
  . 

Είναι  
x 6 x 30

8x 48 2x 60 6x 12 x 2
2 8

 
            ισχύει για  

 x 2,8 .Επομένως  αρκεί να δείξουμε ότι 
x 30 8 4 x 6

ln
8 x 2 x 2 2

 
 

 
. 

Θεωρούμε την συνάρτηση  
  x 2 x 304

g x ln
x 2 64

 
 


 . Η g  είναι 

παραγωγίσιμη στο  2,8  με παράγωγο  
 x 14 x

g x 0 g
32


    1  .Άρα για 

x 2  είναι    
  x 2 x 304

g x g 2 ln 0
x 2 64

 
   


.Όμοια, 
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αποδεικνύουμε ότι 
  x 6 x 28 4 x 6 4

ln ln
x 2 x 2 2 x 2 16

 
  

  
, 

θεωρώντας την  
  x 6 x 24

h x ln
x 2 16

 
 


 και δείχνοντας ότι η h είναι 2  

στο  2,8 .  

 

78. Είναι 
27 26 ln 27 ln 28

27 28 27 ln 27 26ln 28
26 27

     . 

Έστω  
ln x

f x
x 1




,  x 1,  . Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με 

παράγωγο    
 

2

x 1 x ln x
f x

x x 1

 
 


. Έστω  g x x 1 x ln x   , x 1 . Η g  είναι 

παραγωγίσιμη στο  1,  με παράγωγο  g x ln x   . 

Η g  είναι συνεχής στο  1,  ,  g x 0   για κάθε  x 1   οπότε  g 1,2  . 

Επομένως για κάθε  x 1  είναι    g x g 1 0   οπότε    f x 0 f 1,   2 . 

Είναι 27 28 , άρα:    
ln 27 ln 28

f 27 f 28 27 ln 27 26ln 28
26 27

        

27 26 27 26ln 27 ln 28 27 28   . 

 

79. Έστω   ν ν π
f x ημ x συν x, x 0,

2

 
   

 
. Η f  είναι παραγωγίσιμη στο 

π
0,

2

 
 
 

 

με παράγωγο     ν 2 ν 2f x νημxσυνx ημ x συν x    . 

Για κάθε 
π

x 0,
2

 
 
 

είναι ημx 0,συνx 0  και 

ν 2 ν 2 ν 2 ν 2 ν 2 π π
ημ x συν x 0 ημ x συν x εφ x 1 εφx 1 x ,

4 2

      
          

 
 

Η f  είναι συνεχής στο 
π

0,
2

 
 
 

,  f x 0   για κάθε 
π

x 0,
4

 
 
 

,  f x 0  για 

κάθε 
π π

x ,
4 2

 
 
 

 οπότε 
π

f 0,
4

 
 
 

2  και  
π π

f ,
4 2

 
 
 

1 . 

Επομένως για κάθε 
π

x 0,
4

 
 
 

 είναι  
ν

1
2

π
f x f 2

4

 
  

 
. 

Επίσης  για κάθε 
π π

x ,
4 2

 
 
 

 είναι   
ν

1
2

π
f x f 2

4

 
  

 
. 
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Πρέπει  
1

2
f x . Για 

π
x

4
  είναι

π 1
f

4 2

 
  

 
 

1
122 2 1 1 4

2


      




 . Όμως 2v , άρα 3 . 

 

80. α) Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  ,0  με παράγωγο  

 
x 1 x 1 x 1

f x ln x
x x 1x 1 x 1 x

x 1 x

    
           



  

 
x

f x ln x
x 1

  


x 1

x  
2

1

x 1






x


2

1

x 1 x


  

x 1 1
ln

x 1 x 1 x x 1
   

  

 
x 1

f x ln
x 1 x

  


 και δεύτερη παράγωγο

 
2

1 x 1 x 1
f x

x x 1 x

x 1

  
    

 


 

2

1

x x 1





2

1 x

x


 

x

 2

1
0

x x 1





 , άρα 

 f ,0 1  . 

β) Είναι  
x x

x x
lim lim 1

x 1 x 
 


 οπότε 

x
u

x 1

x x , u 1
u 1

x
lim ln lim ln u 0

x 1




  


 


άρα

 
x
lim f x 0


  . Επίσης       
x 0 x 0

1
lim f x lim ln x ln 1 x

x  

 
        

 
 αφού  

 
k x

x 0 x 0 , k 0 k 0

k 0 ,

1 1 k ln k 1
lim ln x lim ln k lim

x k k   





   



   
        

   
 

   
k 0

1
lim k ln k 1 1

k
      .  

( 
DLHk 0 k 0 k 0

1

ln k k
lim k ln k lim lim

1

k

  

 
 
 

  
  

2

1

k


 
k 0
lim k 0


   .  

Επειδή η f   είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, έχει σύνολο τιμών το  

    f ,0 0,     , άρα   0 f x  και  ,01f  . 

γ) Είναι  

x
t

x 1

x x x , t 1
t 1

x x
lim 1, lim ln lim ln t 0

x 1 x 1




   


  
 

  και  
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0

0

x x DLH x

x 1
x

ln
x x 1lim x ln lim lim

1x 1

x

 
 
 

  



 


x  
2

1

x 1






2

1

x


x

x
lim 1

x 1
 


 . 

Επίσης 
x x

x 1 x
lim lim 1

x x 


   οπότε 

x 1
a

x

x x , a 1
a 1

x 1
lim ln lim ln a 0

x




  



   επομένως,   

 
x
lim f x 1 0 1


    . Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, έχει 

σύνολο τιμών το           
x x 0 x 0

f ,0 lim f x , lim f x 1, lim f x
   

    , άρα 

 f x 1  για κάθε x 0 . 

 

 

81. α) Έστω    2f x ln x 1 x, x    . Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  με 

παράγωγο   
 

2

2

x 1
f x 0

x 1


   


 για κάθε x 1  άρα  

f2 . Είναι      
f

2ln x 1 x f x f 0 x 0     
>

. 

β) Έστω   x 1f x ln x e 1, x 0    . Η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

 0,  με παράγωγο    x 11
f x e

x

   και δεύτερη παράγωγο 

   x 1

2

1
f x e 0 f 0,

x

      2 . 

Για κάθε x 1  είναι      f x f 1 0 f 1,    2  και για κάθε 0 x 1   

είναι    f x f 1 0   και επειδή η f είναι συνεχής στο  0,  , είναι γνησίως 

αύξουσα στο  0,1 . Αν  x 0,1 τότε    f x f 1  και αν x 1 , τότε  

   f x f 1 .  

Επομένως  η ανίσωση    x 1 x 1ln x e 1 ln x e 1 0 f x f 1          έχει 

λύσεις την ένωση των διαστημάτων     x 0,1 1,   . 

γ)  
2

x x
f x e 1 x , x 0

2
     .   xf x e 1 x    ,   xf x e 1  

 

Για κάθε x > 0 είναι  f x 0  και για κάθε x 0 είναι  f x 0  , επειδή η f ΄ 

είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 και γνησίως αύξουσα στο 

 0, .  Για κάθε    
f

x 0 f x f 0 0


    
2

 και για κάθε 

Λύση ανίσωσης 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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   
f

x 0 f x f 0 0


    
1

, άρα    f x f 0 0  , άρα για κάθε x 0 είναι 

 f x 0  , επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο . 

   
2 f

x x
e 1 x f x f 0 x 0

2
      

1

. 

 

82. α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,π με παράγωγο :  

 
     

 

 

 
2 2

ημx 1 συνx ημx 1 συνx συνx 1 συνx ημx ημx
f x

1 συνx 1 συνx

      
   

 
 

 
1

f x
1 συνx

 


. Επειδή  x 0, π , είναι συνx 1 συνx 1 0     , άρα 

 f x 0   και f γνησίως  αύξουσα στο  0,π . 

β)    
fημx π π

ημx 1 συνx 1 f x 1 f x f 0 x
1 συνx 2 2

 
           

  

1

. 

 

83. α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  , 2 με παράγωγο : 

   x 1
f x e 0 f ,2

2 x

      


2 . 

β) Πρέπει 
5 2x 4 5

0 x , ,
4 3x 3 2

    
        

    
 οπότε η ανίσωση ορίζεται στο 

4
,
3

 
 
 

. Είναι 
2 3x 3 2x 5 2x

e e ln
4 3x

  
  


 

       3x 2 2x 3
e ln 2 3x 2 e ln 2 2x 3
   

               

   
f

f 3x 2 f 2x 3 3x 2 2x 3 x 1         
2

οι οποίες είναι οι λύσεις  

της ανίσωσης αφού ανήκουν στο 
4

,
3

 
 
 

. 

 

 

 

84. α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο : 

 
x x

3 3 4 4
f x ln ln 0 f

7 7 7 7

   
       

   
2   γιατί 

3
ln ln1 0

7
  , 

4
ln ln1 0

7
   

και  

x x
3 4

, 0
7 7

   
   

   
 

Αυξημένης δυσκολίας 
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β)    
x 5 x 5 4 2x 4 2x

x 5 x 5 4 2x 4 2x 4 2x x 5

x 5 x 5 4 2x 4 2x

3 4 3 4
3 4 7 3 4 7

7 7 7 7

   
     

   
       

   
f

f x 5 f 4 2x   
2

x 5 4 2x x 3     . 

 

85. α) Έστω   xf x ln x 2 , x 0   . Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, με 

παράγωγο    x1
f x 2 ln 2 0

x
    οπότε  f 0,1 . 

Είναι    
22 x 3x 7 2x 1ln x 3x 7 2 ln 2x 1 2        

   
f

2f x 3x 7 f 2x 1    
1

 

2 2x 3x 7 2x 1 x 5x 6 0 2 x 3           . 

Το    2,3 0,   οπότε οι λύσεις της ανίσωσης είναι το διάστημα  2,3 . 

β) Είναι    
2 3 3x x 2 2 x 3e x x x 2x e x 3 3           

   
2 3 3x x 2 2 x 3e x x x x e x 3 x 3           (1). Έστω 

  x 3f x e x x, x    . Η f είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο   

  x 2f x e 3x 1 0     1 . 

     
f

2 2 21 f x x f x 3 x x x 3 x 2x 3 0            
1

1 x 3   . 

 

86. Αν x 1 0 x 1     τότε η ανισότητα αληθεύει. Αν x 1  , τότε 

     
2x 2 2ln 2 ln x 1 x ln 2 ln x 1 x ln 2 ln x 1 0         . 

Έστω    2f x x ln 2 ln x 1 , x 1     . 

Η f είναι συνεχής στο  0,1  σαν πράξεις συνεχών συναρτήσεων , παραγωγίσιμη  

στο  0,1 με παράγωγο  
1

f x 2x ln 2
x 1

  


  ,    f 0 f 1 0  , οπότε 

ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle άρα υπάρχει  0x 0,1  τέτοιο, 

ώστε  0f x 0  . Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με παράγωγο   

 
 

 
2

1
f x 2ln 2 0 f 1,

x 1
      


1 . Για κάθε 

     
f

0 0 01 x x f x f x 0 f 1, x


        
1

2 . Επομένως για κάθε 

1 x 0    είναι    f x f 0 0  , για κάθε 00 x x   είναι    f x f 0 0  .  
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Επίσης  για κάθε    
f

0 0x x f x f x 0


    
1

οπότε  0f x ,1 . Για κάθε   

0x x 1   είναι    f x f 1 0   και για κάθε x 1  είναι    f x f 1 0  . 

Άρα η σχέση    2f x x ln 2 ln x 1 0     ισχύει όταν    x ,0 1,    . 

 

87. α) Είναι  f 0 0  . Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με παράγωγο 

  xf x e 2x 2     και δεύτερη παράγωγο   xf x e 2   . Είναι 

 f x 0 x ln 2     . Η f   είναι συνεχής στο , 

για κάθε x ln2  είναι    f x 0 f , ln 2   2  

και για x ln2  είναι    f x 0 f ln 2,   1  . Η 

f   έχει ελάχιστο το 

   ln 2f ln 2 e 2ln 2 2 2 2 ln 2 0        , άρα 

   f x f ln 2 0 f    1  οπότε η x 0  είναι η 

μοναδική ρίζα της εξίσωσης  f x 0  . 

β) Είναι      
2 2x xf x 0 e x 1 0 e x 1          

 Η λύση της εξίσωσης  f x 0  είναι η τετμημένη του κοινού σημείου των 

xy e   και  
2

y x 1   . Επειδή τέμνονται στον άξονα y΄y, λύση είναι η x 0

. 

 

88. Έστω    g x f x x  ,  x 0,  . Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,

με παράγωγο    g x f x 1 0    , η g είναι συνεχής στο  0, άρα g1  στο 

 0, . Για κάθε x 0  είναι      g x g 0 0 f x x    . 

 

89. Έστω      h x f x g x  ,  x α,β . Η h είναι παραγωγίσιμη στο  α,β με 

παράγωγο      h x f x g x 0     , η  h είναι συνεχής στο   α,β άρα h2  στο

 α,β . Για κάθε α x β   είναι        h x h β 0 f x g x    . 

 

90. Θεωρούμε τη συνάρτηση     2xg x f x e  , x . Η g είναι  

παραγωγίσιμη στο  με     2xg x f x 2e   . Είναι 

   2x 2xf x 2e f x 2e 0     , οπότε  g x 0   και η g είναι 2  στο . 

α) Για κάθε x 0  είναι    g x g 0 . Όμως,     0g 0 f 0 e 0   , άρα  

    2xg x 0 f x e   . 

Ανισοτικές σχέσεις με άγνωστες συναρτήσεις 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρίζα 

 

απαγωγής 
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β) Για κάθε x 0  είναι        2x 2xg x g 0 0 f x e 0 f x e       . 

 

 

 

91. Η f είναι συνεχής στο  α,β , η f είναι παραγωγίσιμη στο  α,β , 

   f α f β οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle οπότε  υπάρχει 

 ξ α,β :  f ξ 0  .  

α) Για κάθε      
f

α x ξ f x f ξ 0 f α,ξ


      
1

2 . Επομένως για κάθε 

   
f

α x ξ f x f α   
2

. Για κάθε 

       
f

ξ x β f ξ f x f x 0 f ξ,β


        
1

1 , άρα      f x f β f α 

επομένως     f x f α  για κάθε  x α,β . 

β) Για κάθε      
f

α x ξ f x f ξ 0 f α,ξ


      
2

1 . Επομένως για κάθε 

   
f

α x ξ f x f α   
1

. Για κάθε 

       
f

ξ x β f ξ f x f x 0 f ξ,β


        
2

2 , άρα      f x f β f α 

επομένως     f x f α  για κάθε  x α,β . 

 

92. Είναι    f x 0 f α,β   2 . Η f είναι συνεχής στο  α,β , η f είναι 

παραγωγίσιμη στο  α,β ,    f α f β 0  οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος Rolle άρα  υπάρχει  ξ α,β :  f ξ 0  . 

Για κάθε      
f

α x ξ f x f ξ 0 f α,ξ


      
2

1 .Άρα για κάθε  

   
f

α x ξ f x f α 0    
1

.   

 Για κάθε        
f

ξ x β f ξ f x f x 0 f ξ,β


        
2

2 , άρα 

   f x f β 0  , επομένως   f x 0  για κάθε  x α,β . 

 

93. Είναι    f x 0 f α,β   2 . Η f είναι συνεχής στο  α,β , η f είναι 

παραγωγίσιμη στο  α,β ,     0 f f  οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος Rolle άρα υπάρχει  ξ α,β :  f ξ 0  . 

Η f είναι γνησίως φθίνουσα οπότε για κάθε α ξ β  ισχύει 

         f α f ξ f β f α 0 f β         ,άρα    f α f β 0   . 

Αυξημένης δυσκολίας 
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94. Είναι    f x 0 f 0,3   2 . Η f είναι συνεχής στο  1, 2 , η f είναι 

παραγωγίσιμη στο  1, 2 ,    1 2 0 f f οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήματος Rolle άρα υπάρχει  ξ 1,2 :  f ξ 0  . 

Για κάθε      
f

0 x ξ f x f ξ 0 f 0,ξ


      
2

1 .  

Άρα ε    
f

0 1 ξ f 0 f 1 0    
1

 

Για κάθε        
f

ξ x 3 f ξ f x f x 0 f ξ,3


        
2

2 ,  

Επομένως    
f

ξ 2 3 f 2 f 3   
2

 οπότε  f 3 0 . Άρα    f 0 f 3 0 . 

 

95. α) Είναι    f x 0 f 0,2   1  στο .  

Άρα 
 

. 

β) Η  είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 Για κάθε  είναι , άρα  στο .  

Επομένως για κάθε   είναι .  

 Για κάθε  είναι , άρα  στο .  

Επομένως για κάθε  είναι . 

Άρα,  για κάθε . 

 

96. α) Έστω . Η g είναι παραγωγίσιμη στο με 

παράγωγο . Στο σχήμα βλέπουμε ότι για κάθε x < 0 είναι 

 και επειδή η g είναι συνεχής στο 

, είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

Άρα για κάθε  είναι . 

Στο σχήμα βλέπουμε ότι για κάθε x > 0 είναι  

και επειδή η g είναι συνεχής στο , είναι γνησίως φθίνουσα 

στο διάστημα αυτό. Άρα για κάθε  είναι 

. Τελικά για κάθε είναι  

. 

β) Έστω . 


