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23. Κανόνας De L’ Hospital 
 

 

 

13. α) Ψευδής 

β) i) Έστω   2f x x , x   και  g x x , x   τότε  , 

 
 x 0 x 0

f x 2x
lim lim 0

g x 1 


 


 άρα   

 
 
 x 0 x 0

f x f x
lim lim 0

g x g x 


 


. 

Επίσης  
 x 0

f x 0
lim

g x 0
 . 

ii) Έστω  f x x , x   και  
1

xg x e , x 0   τότε 

 
 

1

x
1

x 0 x 0 x 0
x

f x x
lim lim lim xe 0

g x
e

  



  

 
   

 
 γιατί  

1
u1

x
ux

u ux 0
lim e lim e 0



 


 

 
  

 
 και 

 
 

1

2 x
1

x 0 x 0 x 0
x

2

f x 1
lim lim lim x e 0

g x 1
e

x

  



  

  
         

 

 . 

Άρα ισχύει  
 

 
 x 0 x 0

f x f x
lim lim

g x g x 





 όμως δεν ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του 

DLH γιατί το  
 x 0

f x
lim

g x
 είναι της μορφής 0 

  
. 

γ) Έστω   2f x x , x   με  f x 2x   και  g x x , x    τότε είναι 

 
 

2

x 1 x 1

f x x
lim lim

g x 


x
1   

 
 x 1 x 1

f x 2x
lim lim 2

g x 1 


 


. 

 

14. α) H διαδικασία είναι λάθος γιατί για να εφαρμόσουμε τους κανόνες του de  

L’Hospital πρέπει να έχουμε απροσδιοριστία της μορφής 0

0

 
 
 

 ή  
  

, ενώ εδώ 

έχουμε απροσδιοριστία της μορφής 0 
  

 άρα δεν μπορεί να εφαρμοστεί ο 

κανόνας. 
β) Παρόλο που η διαδικασία δεν είναι σωστή, το αποτέλεσμα είναι σωστό, 

αφού 
x 0 x 0

x 1
lim lim x 0 0 0

ln x ln x 

      
 

. 

Απροσδιοριστία 0 / 0  ή /   
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15. α) Είναι λάθος ο ισχυρισμός. 
Για να εφαρμόσουμε τους κανόνες του de L’Hospital πρέπει να έχουμε 

απροσδιοριστία της μορφής 0

0

 
 
 

 ή  
  

 και επιπλέον οι συναρτήσεις να είναι 

παραγωγίσιμες κοντά στο 0x . Εδώ έχουμε απροσδιοριστία της μορφής 0

0

 
 
 

 , 

όμως δεν ξέρουμε αν οι συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες κοντά στο 0x

(ξέρουμε ότι είναι παραγωγίσιμες μόνο στο 0x ) άρα δεν μπορεί να εφαρμοστεί 
ο κανόνας. 

β)  
 

   
   

   

   
 
 0 0 0

0

0 00

x x x x x x
00 0

0

f x f x

f x f x f x f xx x
lim lim lim 1

g x g xg x g x g x g x

x x

  


 

   




. 

Παρόλο που η διαδικασία δεν είναι σωστή , το αποτέλεσμα είναι σωστό. 
 

16. α) Είναι λάθος ο ισχυρισμός. 
Για να εφαρμόσουμε τους κανόνες του de L’Hospital πρέπει να έχουμε 

απροσδιοριστία της μορφής 0

0

 
 
 

 ή  
  

 και επιπλέον οι συναρτήσεις να είναι 

παραγωγίσιμες κοντά στο 0x . Εδώ έχουμε απροσδιοριστία της μορφής 0

0

 
 
 

 , 

όμως δεν ξέρουμε αν υπάρχει το όριο 
   

h 0

f x h f x h
lim

1

  
 επειδή δεν 

γνωρίζουμε ότι η f   είναι συνεχής. Άρα δεν μπορεί να εφαρμοστεί ο κανόνας. 

β)            
h 0 h 0

f x h f x h f x h f x f x h f x
lim lim

h h 

        
  

 
 

   
             

h 0

f x h f x f x h f x
lim f x f x 2f x

h h

    
       

 
.  

Παρόλο που η διαδικασία δεν είναι σωστή , το αποτέλεσμα είναι σωστό. 
 

17. Το πρόβλημα της απόδειξης είναι η εφαρμογή του κανόνα De L’ Hospital.  

Δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το  
0x x

lim f x


 . H πρόταση θα ίσχυε, αν γνωρίζαμε 

ότι υπάρχει το  
0x x

lim f x


 και είναι πραγματικός αριθμός  
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18. α) 

0

8 70

4 3x 1 DLH x 1

x 2x 1 8x 2 6 3
lim lim

4 2x 1 4x

 
 
 

 

  
  


 

β) 
x xx DLH x

x 1
lim lim 0

e e

 
  

 
                γ) 

x DLH x x

1

ln x 1xlim lim lim 0
x 1 x

 
  

  
    

δ) 

0 0

2 0 0

x 2 3 x 2x 0 DLH x 0 DLH

x 1 συνx 2x ημx
lim lim

6e 6x 4x x 6 6e 6 8x 3x

   
   
   

 

  
 

      
 

xx 0

2 συνx 3
lim

26e 8 6x


 

 
. 

ε) 

0

3 20

2x 0 DLH x 0

ημx x συνx 3x
lim lim 1

2x 1x x

 
 
 

 

 
 


. 

στ)

0 0 0

x x x x x x x x0 0 0

x 0 DLH x 0 DLH x 0 DLH x 0

e e 2x e e 2 e e e e
lim lim lim lim 2

ημx x συνx 1 ημx συνx

     
             

   

     
    

   
 

ζ) 
2 2

0

x 2 x0

2x 0 DLH x 0 x 0

2e x 1 2xe 2x
lim lim lim

2ημxσυνxημ x

 
 
 

  

  
 

 2xx e 1

2

 2x

x 0

e 1
lim 0ημxημxσυνx συνx

x




   

η) 

0 0

2x 2x 2x 2x0 0

DLH DLHx 0 x 0 x 0

e e 2 2e 2e 4
lim lim lim

ημ2x 2x 2συν2x 2  

   
       

  

  
 

 

2xe 4 2xe

4



 ημ2x
  

 2x 2x

x 0

1
lim e e

ημ2x





 
    

 
 γιατί  2x 2x

x 0
lim e e 2






     και 

x 0

1
lim

ημ2x
  , αφού 

x 0
lim ημ2x 0


  και ημ2x 0  για κάθε π

x 0,
2

  
 

. 

θ) 

0

x x x x0

x 0 DLH x 0

e e 2x e e 2
lim lim 0

1 συνx 1 ημx

 
   

 

   
 

 
 

 

19. α)
x x

2 x 2 x 2 xx x

x e x e
lim lim 1

x e x e x e 

 
       

 γιατί  

2 x xx DLH

x 1
lim 0

x e 2x e

 
  


 

 
 και  
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x x x x

2 x x xx DLH x DLH x DLH x

e e e e
lim lim lim lim

x e 2x e 2 e

       
            

   
  

   xe
1 . 

β)  
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

συνx
ln ημx xσυνx συνxημx

lim lim lim lim 1
1 ημxln x ημx
x x

   

 
  

   
    .  

(  
u ημx

x 0 x 0 , u 0

u 0

lim ln ημx lim ln u
  





  


   ). 

γ) 
2

x DLH x x DLH x

2ln x 2

ln x 2ln xx xlim lim lim lim 0
x 1 x 1

    
       

   
    . 

δ)  
 

2

2DLHx 0 x 0 x 0 x 0

1 1 1

ln εφx 1εφx ημxσυνxσυν x
lim lim lim lim 1

1 συνxln ημx συν xσυνx
ημx ημx

   

 
  

   


    . 

(  
k εφx

x 0 x 0 , u 0

u 0

lim ln εφx lim ln u
  





  


   ,  
u ημx

x 0 x 0 , u 0

u 0

lim ln ημx lim ln u
  





  


   ). 

ε) 
2 2 22

2x DLH x x x

x

x 1 x xx 1
lim lim lim lim

1ln x x 1
x

 
  

   

   


x
2

1
1

x

 


. 

στ) 
 

x

x x xx

xx DLH x x DLH x

e
ln e 1 e ee 1lim lim lim lim

x 1 e 1

    
       

   

   
 xe

1 . 

(  
xu e 1

x

x x , u
u

lim ln e 1 lim ln u
 

  


    ). 

 

20. α) Επειδή  
x 1
lim ln x x 1 0


   , από το κριτήριο παρεμβολής  είναι

 
x 1
limf x 0


 . 

Για x 1  είναι    0 f 1 0 f 1 0    , οπότε    
x 1
limf x f 1


  άρα η f είναι 

συνεχής στο 1. 

β) Για x 1  είναι:    f x ln x x 1
0 f x ln x x 1 0

x 1 x 1

 
      

 
. 
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Επειδή 

0

0

DLHx 1 x 1

1
1

ln x x 1 xlim lim 0
x 1 1 

 
 
 

 

 
 


, από το κριτήριο παρεμβολής είναι 

 
x 1

f x
lim 0

x 1



(1).  Για 0 x 1   είναι  0 f x ln x x 1       

 f x ln x x 1
0

x 1 x 1

 
 

 
. 

Όμως  

0

0

DLHx 1 x 1

1
1

ln x x 1 xlim lim 0
x 1 1 

 
 
 

 

 
 


οπότε από το κριτήριο παρεμβολής 

είναι 
 

x 1

f x
lim 0

x 1



(2).  

Από τις  σχέσεις (1),(2) έχουμε 
   

x 1 x 1

f x f x
lim lim 0

x 1 x 1 
 

 
, άρα η f είναι 

παραγωγίσιμη στο 1 με παράγωγο  f 1 0  . 

 

21. Είναι :α)    
0

x x0

x 1 x 1 DLH x 1

3 3 3 ln 3
lim f x lim lim 3ln 3 f 1

x 1 1

 
 
 

  


   


άρα η f  είναι  

συνεχής στο x 1 . 

β) 
   

 

x
0

x 0

2x 1 x 1 x 1 DLH

3 3
3ln 3f x f 1 3 3 3ln 3 x 3ln 3x 1lim lim lim

x 1 x 1 x 1

 
 
 

  


      

  
 

 

0

x x 2 20

x 1 DLH x 1

3 ln3 3ln3 3 ln 3 3ln 3
lim lim

2 x 1 2 2

 
 
 

 


 


, άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 1 με 

παράγωγο  
23ln 3

f 1
2

  . 

H f είναι παραγωγίσιμη για x 1  με     
 

x x

2

3 ln 3 x 1 3 3
f x

x 1

   
 


 άρα είναι 

παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο  

 
 

x x

2

2

3 ln 3 x 1 3 3
, x 1

x 1
f x

3ln 3
, x 1

2

    


   




. 
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22. Για κάθε x 0  είναι   εφx x
f x

x ημx





 οπότε  
0

0

x 0 x 0 DLH

εφx x
lim f x lim

x ημx

 
 
 

 


 


 

2

x 0

1
1

συν xlim
1 συνx






 
2

2

x 0 x 0

1 συν x
1 συνxσυν xlim lim

1 συνx 







 
 2

1 συνx

συν x 1 συνx




2 και επειδή η f 

είναι συνεχής, ισχύει:    
x 0

f 0 limf x 2


  . 

 

23. Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  είναι : 
 συνεχής στο 0, οπότε      

x 0 x 0
lim f x lim f x f 0

  
    

   x

x 0 x 0
lim αe x 1 lim 4ημx βx 2 α 1

  
        α 1 2 α 1     .  

 

 
         

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim f 0

x x  

 
  (1). 

Όμως 
   

0

x x0

DLHx 0 x 0 x 0

f x f 0 e x 1 e 1
lim lim lim 0

x x 1  

 
 
 

  

     
    και 

   
x 0 x 0 x 0

f x f 0 4ημx βx 2 2 ημx
lim lim lim 4 β 4 β

x x x    

          
 

 οπότε από 

τη σχέση (1) έχουμε  4 β 0 β 4      

 

24. Είναι 
 
 

   
 

 
 x DLH x x

xf x f x xf x xf x
lim lim lim 1 1 3 4

f x f x f x

 
  

  

    
         

, 

γιατί 
 
 

     
 

   
 

3 3

x DLH x x

xf x f x xf x xf x
lim lim lim 1 3

f x f x f x

 
  

  

   
        

. 

 

 

25. α) Θα αποδείξουμε ότι το 
   

0

0

x x
0

f x f x
lim

x x




 υπάρχει και είναι πραγματικός  

αριθμός. Έχουμε         
 0 0

0 αφού f συνεχής
0

00

DLHx x x x
0

0

f x f xf x f x
lim lim

x x x x
  


 

 
 

   
0 0x x x x

f x
lim lim g x

1  


    . 

Αυξημένης δυσκολίας 
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Επίσης         
 0 0

0 αφού f συνεχής
0

00

DLHx x x x
0

0

f x f xf x f x
lim lim

x x x x
  


 

 

   
0 0x x x x

f x
lim lim h x

1  


    . 

Επομένως η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x  με παράγωγο  0f x  . 

β) Έστω ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x . Τότε  
   

0

0

x x
0

f x f x
lim

x x


 


 . 

Όμως          
 

 
0 0 0

0

0
00

x x DLH x x x x
0

0

f x f xf x f x
lim lim lim f x

x x x x
  


   

 
 .  

Άρα    
0 0

1
x x x x
lim f x lim g x

  
         και 

   
0 0

2
x x x x
lim f x lim h x

  
       . 

Επομένως 1 2  άτοπο. 
 

26. α) Επειδή η f είναι περιττή ισχύει ότι    f x f x    για κάθε x . 

Για x = 0 είναι        f 0 f 0 2f 0 0 f 0 0      . 

β) Είναι      
0

0

3 2 2x 0 DLH x 0 x 0

f x f x f x1
lim lim lim 0

3x 3x x

 
 
 

  

  
    

 
 γιατί για κάθε x 0  είναι 

       3 32
2 2 2

x xx 0
x x x

2 2 2

f xe 1 e 1
f x e 1 e 1 f x e 1

x x x

              . 

Όμως  
3

0

x 20

2x 0 DLH x 0

e 1 3x
lim lim

x

 
 
 

 




3xe

2 x
0 , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι  

 
2x 0

f x
lim 0

x


  

 

27. Έστω  
x

2

e αxημ2x βσυν2x x
f x , x 0

x

  
  . Τότε  

  2 xf x x e αxημ2x βσυν2x x      οπότε  

    2 x

x 0 x 0
lim f x x lim e αxημ2x βσυν2x x
 

      0 1 β β 1    .  
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Είναι  
0

x 0

2x 0 x 0 DLH

e αxημ2x συν2x x
lim f x lim

x

 
 
 

 

  
   

0

x 0

x 0 DLH

e αημ2x 2αxσυν2x 2ημ2x 1
lim

2x

 
 
 



   
  

x

x 0

e 2ασυν2x 2ασυν2x 4αxημ2x 4συν2x 4α 5
lim

2 2

    
 . Όμως  

 
x 0

9 4α 5 9
limf x α 1

2 2 2


     . 

   

28. Είναι 

0

αx βx αx βx0

2x 0 DLH x 0

e e ημx αe βe συνx
lim lim

2xx

 
 
 

 

   
 . 

Έστω  
αx βxαe βe συνx

f x , x 0
2x

 
  , τότε   αx βx2xf x αe βe συνx    

οπότε     αx βx

x 0 x 0
lim 2xf x lim αe βe συνx 0 α β 1 β α 1
 

           (1). 

Τότε 

     
0

α 1 xαx 0

x 0 x 0 DLH

αe α 1 e συνx
lim f x lim

2x

 
   

 

  
 

   2 α 1 x2 αx

x 0

α e α 1 e ημx
lim

2





  


 22α α 1 2α 1
2 2

  
 . Όμως   

x 0

3
limf x

2
 

2α 1 3
2α 4 α 2

2 2


     . 

Από τη σχέση (1) έχουμε β 2 1 1   . 

 

29. Στη σχέση    3 2f x 2f x ημ x 2συνx 2     (1), για x 0  προκύπτει:  

   3f 0 2f 0 0         2f 0 f 0 2 0 f 0 0      . Η f είναι 
παραγωγίσιμη στο  οπότε είναι συνεχής στο  άρα είναι συνεχής στο 0 

επομένως    
x 0
limf x f 0 0


  . Άρα, το ζητούμενο όριο 
 

4x 0

f x
lim

x
 είναι της 

μορφής 0

0

 
 
 

 οπότε είναι ίσο με  
   

4 3x 0 x 0

f x f x
lim lim

x 4x 


  (2). Από την (1), 

παραγωγίζοντας κατά μέλη, έχουμε: 
     23f x f x 2f x 2ημxσυνx 2ημx      

     2f x 3f x 2 2ημx συνx 1          
 2

2ημx συνx 1
f x

3f x 2


 


 (3).   
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Οπότε, η (2) με βάση την (3), γίνεται: 

 
 
   

  
2

3 3 3 2x 0 x 0 x 0

2ημx συνx 1
f x 3f x 2 ημx συνx 1 2

lim lim lim
4x 4x x 4 3f x 2  


    
    

  
 

  2 2x 0

ημx συνx 1 2
lim

x x 4 3f x 2

    
  

  
    2 2x 0

συνx 1 συνx 1ημx 2
lim

x x συνx 1 4 3f x 2

  
   

     

    
2

2 2x 0

ημx συν x 1 2
lim

x x συνx 1 4 3f x 2

     
   

2

2x 0

ημx ημ x 1 2
lim

x συνx 1x

 
       4   2 2

1

83f x 2

 
   
  

. 

    

30. Για κάθε x 0  είναι      
2

xg x g x
f x

x

 
  . Στο 0x 0  έχουμε: 

             
0

0

2x 0 x 0 DLH x 0 x 0

f x f 0 g x g x g x g 01 1
lim lim lim lim g 0 8

x 2x 2 x 2x

 
 
 

   

   
     . 

 

31. Θέτουμε h u   οπότε  
             

h 0 u 0 u 0

f x f x h f x f x u f x u f x
lim lim lim f x

h u u  

          
  


  

 

32. Είναι 
     

0

0

2h 0 DLH

f x 2h f x 2h 2f x
lim

4h

 
 
 



   


   
h 0

2f x 2h 2f x 2h
lim

8h

    


   
0

0

h 0 DLH

f x 2h f x 2h
lim

4h

 
 
 



    
  

                    

         
h 0

2f x 2h 2f x 2h 2f x 2f x
lim f x

4 4

     
  . 
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33. Είναι 
     

0

0

2h 0 DLH

f x 2h 2f x f x 2h
lim

h

 
 
 



   
   

h 0

2
lim


  f x 2h 2    f x 2h

2

 

h
  

       
h 0

f x f x 2h f x 2h f x
lim

h

       
  

              
h 0

f x 2h f x f x 2h f x
lim 2f x 2f x 4f x

h h

       
         

 

γιατί          
kh u

h 0 u 0

f x kh f x f x u f x
lim lim kf x

uh

k



 

      
   για κάθε 0x  .  

34. Είναι 
     

     
      0 0

0

0
0 0

x x x x DLH
0 0 0 0

x x f x f x1 1
lim lim

f x f x x x x x f x f x

 
 
 

 

    
   

     
 

 
       0x x

0 0

1 f x
lim

f x f x x x f x




  
   

       0

0

x x
0 0

f x f x
lim

f x f x x x f x

 


  
  

   

     

 
   0

0

00

x x
0 0 0

0

f x f x

f xx x 4
lim 2

f x f x f x f x 1 1
f x

x x



 



  

   




 

 

35. Είναι 
 

 
 

   

0
2 0

x 0 DLH x 0 x 0

x
x f x 2x f x

lim lim lim
xf x f x xf x

 
 
 

  

 
 

  

 f x
2

x

x

 
 

 
   f x

f x
x


 

 
 

 

 
   
2 f 0 4

1
f 0 f 0 4


 

 
 αφού        

x 0 x 0

f x f 0 f x
lim lim f 0 2

x x 

  
   . 

 

 

36. α) Είναι      x x

x 1 x 1 x 1

ln f x e e ln f x e e
limg x lim lim

x 1 x 1 x 1  

   
   

   
 . 

 Είναι 

0

x x0

x 1 DLH x 1

e e e
lim lim e

x 1 1

 
 
 

 


 


. Έστω η συνάρτηση    h x ln f x , x  .  














































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































