
Επαναληπτικό διαγώνισμα:

Από το Γυμνάσιο στην Α´ Λυκείου

� aftermathsgr ¡ aftermathsgr 7 aftermathsgr

24 Οκτωβρίου 2020

Θέμα 1 (25 μονάδες). 1. Σε κάθε ένα από τα παρακάτω διαγράμματα Venn να γραμμο-

σκιάσετε το σύνολο που περιγράφεται από κάτω (8 μονάδες):

Ω

A B

(αʹ) A ∩ B

Ω
A

B

(βʹ) A ∪ B

Ω A B

Γ

(γʹ) A ∩ B ∩ Γ

Ω A B

Γ

(δʹ) A− (B− Γ)

2. Να αντιστοιχίσετε κάθε πραγματικό αριθμό της αριστερής στήλης με τα σύνολα της

δεξιάς στήλης στα οποία ανήκει (5 μονάδες):

19

12
• • R

√
81 • • Q

−
28

7
• • Z

2π • • N

3. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασμένες και να αι-

τιολογήσετε την απάντησή σας (12 μονάδες):
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(αʹ) Αν Σ είναι το σύνολο όλων των συμφώνων και Φ το σύνολο όλων των φωνηέντων

του ελληνικού αλφαβήτου τότε τα Σ και Φ είναι ξένα μεταξύ τους.

(βʹ) Κάθε ρητός αριθμός είναι και ακέραιος.

(γʹ) Το άθροισμα δύο άρρητων αριθμών είναι πάντοτε άρρητος.

Θέμα 2 (25 μονάδες). 1. Να αποδείξετε ότι (8 μονάδες):

(x− 2)(4x− 1)(3x2 − 2x− 1) = 12x4 − 35x3 + 20x2 + 5x− 2.

2. Να λύσετε την εξίσωση (7 μονάδες):

4x2(3x2 + 5) + 5x = 35x3 + 2

3. Θεωρούμε τα σύνολα:

A = {x ∈ R : 4x2(3x2 + 5) + 5x = 35x3 + 2}

B =

{
x ∈ N :

3x+ 4

6
≤ 13

4

}
Γ = A ∪ B

(αʹ) Να βρείτε τα σύνολα Γ και Γ −A. (5 μονάδες)

(βʹ) Να εκφράσετε το σύνολο ∆ = {1, 2} μέσω των A,B. (5 μονάδες)

Θέμα 3 (25 μονάδες). Δίνονται οι παρακάτω παραστάσεις:

A =

[
x7

y−8

(
x−1

y

)8
]
:

(
1

x

)

B =

[
x2y2

x−4

(x+ y)−1

(
y2

x−1

)2
]4(

y−8

x+ y

)3

1. Να δείξετε ότι A = 1 και B = x+ y. (10 μονάδες)

2. Να υπολογίσετε την τιμή τις παράστασης B στις παρακάτω περιπτώσεις:

(αʹ) x = 4, y = −
18

5
,

(βʹ) x = 1, y = −
√
2.

Σε κάθε περίπτωση, να σχεδιάσετε την τιμή που υπολογίσατε στην ευθεία των πραγ-

ματικών αριθμών χρησιμοποιώντας μόνο κανόνα και διαβήτη. (8 μονάδες)

3. Αν y = 3 να βρείτε για ποιες τιμές του x ισχύει ότι (7 μονάδες):

B2 − 13B+ 36 = 0.
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Θέμα 4 (25 μονάδες). 1. Να αποδείξετε ότι για κάθε α,β, γ, δ ∈ R ισχύει (8 μονάδες):

(α2 + β2)(γ2 + δ2) − (αγ+ βδ)2 = (αδ− βγ)2.

2. Χρησιμοποιώντας την παραπάνω ταυτότητα να αποδείξετε ότι για κάθε α,β, γ, δ ∈ R
ισχύει (6 μονάδες):

αγ+ βδ ≤
√
α2 + β2

√
γ2 + δ2.

3. Δίνεται το ορθογώνιο ∆ZΛI. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου ABΓ∆ εί-

ναι τουλάχιστον όσο και το εμβαδόν των γραμμοσκιασμένων ορθογωνίων. (11 μονάδες)

A

B

Γ

∆

E

ZH

Θ

I K

Λ

Καλή Επιτυχία!
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Λύσεις

Λύση Θέματος 1. 1. Τα ζητούμενα σύνολα είναι τα εξής:

Ω

A B

(αʹ) A ∩ B

Ω
A

B

(βʹ) A ∪ B

Ω A B

Γ

(γʹ) A ∩ B ∩ Γ

Ω A B

Γ

(δʹ) A− (B− Γ)

2. Οι σωστές απαντήσεις φαίνονται παρακάτω:

R 19

12
,
√
81, −28

7
, 2π

Q 19

12
,
√
81, −28

7

Z
√
81, −28

7

N
√
81

3. (αʹ) Σωστό. Τα σύνολα Σ και Φ δεν έχουν κανένα κοινό στοιχείο, αφού δεν υπάρχει

σύμφωνο που να είναι και φωνήεν ή αντίστροφα.

(βʹ) Λάθος. Αντιπαράδειγμα:
1

2
.

(γʹ) Λάθος. Αντιπαράδειγμα:
√
2+ (−

√
2) = 0 ∈ Q.

Λύση Θέματος 2. 1. Διαδοχικά, ξεκινώντας από το αριστερό μέλος, έχουμε:

(x− 2)(4x− 1)(3x2 − 2x− 1) = (4x2 − x− 8x+ 2)(3x2 − 2x− 1) =

= (4x2 − 9x+ 2)(3x2 − 2x− 1) =

= 12x4 − 8x3 − 4x2 − 27x3 + 18x2 + 9x+ 6x2 − 4x− 2 =

= 12x4 − 35x3 + 20x2 + 5x− 2.

2. Παρατηρούμε ότι η δοσμένη γράφεται:

4x2(3x2 + 5) + 5x = 35x3 + 2⇔
12x4 + 20x2 + 5x = 35x3 + 2⇔
12x4 − 35x3 + 20x2 + 5x− 2 = 0.
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Τώρα, χρησιμοποιώντας το προηγούμενο ερώτημα έχουμε:

12x4 − 35x3 + 20x2 + 5x− 2 = 0⇔
(x− 2)(4x− 1)(3x2 − 2x− 1) = 0⇔
x− 2 = 0 ή 4x− 1 = 0 ή 3x2 − 2x− 1 = 0.

Λύνουμε κάθε μία ξεχωριστά:

x− 2 = 0⇔ x = 2,

4x− 1 = 0⇔ 4x = 1⇔ x =
1

4
.

Για την τρίτη εξίσωση έχουμε:

∆ = (−2)2 − 4 · 3 · (−1) = 4+ 12 = 16 > 0,

επομένως έχουμε δύο διαφορετικές πραγματικές ρίζες, τις:

x =
−(−2) +

√
16

2 · 3
=

2+ 4

6
= 1, x =

−(−2) −
√
16

2 · 3
=

2− 4

6
= −

1

3
.

Συνεπώς, όλες οι λύσεις της αρχικής εξίσωσης είναι οι:

x = 1, x =
1

4
, x = 2, x = −

1

3
.

3. (αʹ) Για το σύνολο A, όπως είδαμε στο προηγούμενο ερώτημα, έχουμε άμεσα ότι:

A =

{
−
1

3
,
1

4
, 1, 2

}
.

Για το σύνολο B έχουμε:

3x+ 4

6
≤ 13

4
⇔

12[
3x+ 4

6
≤ 12

13

4
⇔

2(3x+ 4) ≤ 3 · 13⇔
6x+ 8 ≤ 39⇔
6x ≤ 31⇔
x ≤ 31

6
.

Δεδομένου ότι 5 < 31

6
< 6 και ότι x ∈ N το σύνολο B είναι το:

B = {0, 1, 2, 3,4, 5}.

Τώρα, εύκολα βρίσκουμε ότι:

Γ = A ∪ B =

{
−
1

3
,0,

1

4
, 1, 2, 3,4, 5

}
.

´Ετσι:

Γ −A = {0, 3,4, 5}.

(βʹ) Παρατηρούμε ότι:

∆ = {1, 2} = A ∩ B.
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Λύση Θέματος 3. 1. Για την πρώτη παράσταση έχουμε:

A =

[
x7

y−8

(
x−1

y

)8
]
:

(
1

x

)
=

=

[
x7

y−8

x−8

y8

]
·
(x
1

)
=

=

[
x−1

1

]
· x =

= x−1 · x =
= 1.

Για τη δεύτερη παράσταση έχουμε:

B =

[
x2y2

x−4

(x+ y)−1

(
y2

x−1

)2
]4(

y−8

x+ y

)3

=

=

[
x2y2

x−4

(x+ y)−1

y4

x−2

]4
y−24

(x+ y)3
=

=

[
x−2

(x+ y)−1

y6

x−2

]4
y−24

(x+ y)3
=

=

[
y6

(x+ y)−1

]4
y−24

(x+ y)3
=

=
y24

(x+ y)−4

y−24

(x+ y)3
=

=
1

(x+ y)−1
=

= x+ y.

2. (αʹ) ´Εχουμε:

B = x+ y
y=−18/5
=======

x=4

4−
18

5
=

2

5
.

Η κατασκευή πάνω στην ευθεία των πραγματικών αριθμών φαίνεται στο σχήμα

3

−∞ +∞−1 0 1 2 3 4 5
2

5

Σχήμα 3: Η κατασκευή του
2

5
με κανόνα και διαβήτη.

(βʹ) ´Εχουμε:

B = x+ y
y=−

√
2

======
x=1

= 1−
√
2.

Αρχικά, σχεδιάζουμε τον
√
2 όπως φαίνεται στο σχήμα 4 αξιοποιώντας τη σχέση:

√
2
2

= 1
2 + 1

2.
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Τώρα σχεδιάζουμε τον 1−
√
2 αφαιρώντας

√
2 μονάδες από το 1 όπως φαίνεται

−∞ +∞−2 −1 0 1 2 3 4

√
2

Σχήμα 4: Σχεδιάζοντας τον
√
2.

στο σχήμα 5.

−∞ +∞−2 −1 0 1 2 3 4

√
2

1−
√
2

Σχήμα 5: Σχεδιάζοντας τον 1−
√
2.

3. Αρχικά, λύνουμε την εξίσωση:

B2 − 13B+ 36 = 0.

´Εχουμε:

∆ = (−13)2 − 4 · 1 · 36 = 169− 144 = 25 > 0.

´Ετσι η εξίσωση έχει δύο διαφορετικές πραγματικές ρίζες:

B =
−(−13) +

√
25

2 · 1
=

13+ 5

2
= 9, B =

−(−13) −
√
25

2 · 1
=

13− 5

2
= 4.

Τώρα: B = x+ y
y=3
==== x+ 3, άρα:

B = 9⇔ x+ 3 = 9⇔ x = 6.

Επίσης:

B = 4⇔ x+ 3 = 4⇔ x = 1.

Συνεπώς, οι τιμές του x για τις οποίες ισχύει το ζητούμενο είναι οι:

x = 1, x = 6.

Λύση Θέματος 4. 1. Ξεκινώντας από το αριστερό μέλος, διαδοχικά έχουμε:

(α2 + β2)(γ2 + δ2) − (αγ+ βδ)2 =

= α2γ2 + α2δ2 + β2γ2 + β2δ2 − (α2γ2 + 2αγβδ+ β2δ2) =

= α2γ2 + α2δ2 + β2γ2 + β2δ2 − α2γ2 − 2αγβδ− β2δ2 =

= α2δ2 + β2γ2 − 2αδβγ =

= (αδ− βγ)2.
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2. Αν αγ + βδ < 0 τότε δεν έχουμε τίποτα να αποδείξουμε μιας και το δεξί μέλος της

ανισότητας είναι μη αρνητικό. Αν αγ+βδ ≥ 0 τότε υψώνοντας στο τετράγωνο και τα

δύο μέλη του ζητούμενου έχουμε:

αγ+ βδ ≤
√
α2 + β2

√
γ2 + δ2 ⇔ (αγ+ βδ)2 ≤ (α2 + β2)(γ2 + δ2).

Από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε:

(α2 + β2)(γ2 + δ2) = (αγ+ βδ)2 + (αδ− βγ)2,

συνεπώς:

(αγ+ βδ)2 ≤ (α2 + β2)(γ2 + δ2)⇔ (αγ+ βδ)2 ≤ (αγ+ βδ)2 + (αδ− βγ)2 ⇔ 0 ≤ (αδ− βγ)2,

που ισχύει.

3. Το εμβαδόν E1 του ορθογωνίου ABΓ∆ δίνεται από τη σχέση E1 = (AB)(A∆). Παρατη-

ρούμε ότι:

(AB) = (AΛ) =
√
(AΘ)2 + (AH)2,

καθώς και:

(A∆) =
√

(AE)2 + (AK)2.

Επίσης, το εμβαδόν E2 των γραμμοσκιασμένων ορθογωνίων είναι:

E2 = (AΘ)(AK) + (AH)(AE).

Αν ϑέσουμε α = (AΘ), β = (AH), γ = (AK) και δ = (AE) στην ανισότητα του

προηγούμενου ερωτήματος τότε:

(AΘ)(AK) + (AH)(AE) ≤
√
(AΘ)2 + (AH)2

√
(AE)2 + (AK)2 ⇔ E2 ≤ E1,

που ήταν το ζητούμενο.
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