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3η Άσκηση 
 

2021 – 2022 

Έως την αντίστροφη συνάρτηση 

 

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η ευθεία   : y x   και η γραφική παράσταση 

της συνάρτησης   3 2f x x x x , x    ℝ  με , ℝ . 

α) Να δείξετε ότι 0     και   24 1 4      . 

β) Να μελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την μονοτονία. 

γ) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων 
1

f ,  ,  f
f

 και να τις  

    μελετήσετε ως προς την μονοτονία. 

δ) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των –f ,  f .  

ε) Να δείξετε ότι η    g x f x , x 1   είναι 1-1. 

στ) Να λύσετε στο  ,1  την εξίσωση: 

              3
x 3 x 3 x 3 x 33 x 3 x 1 3 x 1 1 1 3 x             

ζ) Να εξετάσετε αν αντιστρέφεται η συνάρτηση  
 

 

f x , x 1
x

x 2 x f 1 , x 1
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Νίκος Τούντας 
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Λύση 

 

α)    3 2 2f x x x x x x x , x        ℝ . Από την γραφική παράσταση, η εξίσωση  f x 0  έχει 

μοναδική ρίζα το μηδέν.  

Είναι    2 2f x 0 x x x 0 x 0 ή x x 0              

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:  

 Έστω ότι 2x x 0 x         με 0   Άτοπο καθώς η  f x 0  θα έχει δύο ρίζες. 

 Έστω ότι 2x x 0 x 0       τότε θα είναι 0   . 

Άρα  2x x 0 x x 0 x 0 ή x          και θα πρέπει 0   για να έχει μοναδική ρίζα το 

μηδέν. Άρα   3f x x , x ℝ  Άτοπο από σχήμα. Άρα υποχρεωτικά 0    . 

 Έστω ότι 2x x 0      για κάθε xℝ , δηλαδή πρέπει  2 20 4 0 4 1          . 

Επίσης από το σχήμα η εξίσωση  f x x  έχει ρίζα το μηδέν και άλλες δύο. 

Για x 0 :    2 2 2
x 0

f x x x x x x x x 1 x x 1 0


                  

Πρέπει δηλαδή η εξίσωση 2x x 1 0       να έχει δύο ρίζες δηλαδή πρέπει 

     2 20 4 1 0 4 1 2            . Από (1) και (2) προκύπτει ότι   24 1 4      . 

 

β) Από το σχήμα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  ,1 , γνησίως φθίνουσα στο  1,2  και γνησίως αύξουσα 

στο  2, .  

 

γ)  

 Η συνάρτηση f  ορίζεται όταν  f x 0 και με βάση την γραφική παράσταση της f ισχύει ότι έχει πεδίο 

ορισμού το  0, . Στο  0,1  η f είναι γνησίως αύξουσα άρα για κάθε  1 2 0,1x ,x   με 1 2x x  ισχύει 

       1 2 1 2f x f x f x f x    άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  0,1 . Στο  2,  η f είναι 

γνησίως αύξουσα άρα ομοίως δείχνουμε ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  2, . Στο  1,2  η f 

είναι γνησίως φθίνουσα άρα για κάθε  1 2 1,2x ,x   με 1 2x x  ισχύει        1 2 1 2f x >f x f x f x   

άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  1,2 . 

 Η συνάρτηση 
1

f
 ορίζεται όταν  f x 0  και με βάση την γραφική παράσταση της f ισχύει ότι έχει πεδίο 

ορισμού το 
ℝ . Στο  ,0 είναι  f x 0  και η f είναι γνησίως αύξουσα άρα για κάθε  1 2x ,x ,0   

με 1 2x x  ισχύει    
   1 2

1 2

1 1
f x f x 0

f x f x
    άρα η 

1

f
 είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 .  

Στο  0,1  είναι  f x 0  και η f είναι γνησίως αύξουσα και ομοίως αποδεικνύουμε ότι η 
1

f
είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  0,1 . Στο  2,  είναι  f x 0  και η f είναι γνησίως αύξουσα και ομοίως 

αποδεικνύουμε ότι η 
1

f
είναι γνησίως φθίνουσα στο  2, . Στο  1,2  είναι  f x 0  και η f είναι 

γνησίως φθίνουσα άρα για κάθε  1 2x ,x 1,2  με 1 2x x  ισχύει    
   1 2

1 2

1 1
f x f x 0

f x f x
    άρα 

η 
1

f
 είναι γνησίως αύξουσα στο  1,2 .   
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 Η συνάρτηση f   έχει το ίδιο πεδίο ορισμού με την f αφού αποτελείται από τα τμήματα της f που 

βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄x και τα συμμετρικά ως προς τον άξονα x΄x σημεία της f που 

βρίσκονται κάτω από αυτόν.  

Στο διαστήματα  ,0  είναι  f x 0  άρα    f x f x   και η f είναι γνησίως αύξουσα άρα για κάθε 

 1 2x ,x ,0   με 1 2x x  ισχύει        1 2 1 2f x f x f x f x     άρα η f γνησίως φθίνουσα στο 

 ,0 . Στο  0,1 είναι  f x 0  άρα    f x f x  και στα  1,2 ,  2,  είναι  f x 0  άρα 

   f x f x . Επομένως,  f 0,11  ,  f 1,22  και  f 2,1 . 

 

δ) Η συνάρτηση  f x  είναι συμμετρική με την  f x ως προς τον άξονα x΄x (Σχήμα 1). Η συνάρτηση 

 f x  αποτελείται από τα τμήματα της  f x που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x και τα συμμετρικά ως 

προς τον άξονα x΄x που βρίσκονται κάτω από αυτόν. (Σχήμα 2) 

  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε) Η g είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό άρα και 1-1. 

 

στ)  Για κάθε x 1:        3
x 3 x 3 x 3 x 33 x 3 x 1 3 x 1 1 1 3 x           

           3 2 3 2
x 3 x 3 x 3 x 3 x 3 x 33 x 3 x 1 1 1 3 x 3 x 3 x 1 3 x                           

            
g 1 13 2

x 3 x 3 x 3 x 3 x 33 x 3 x 3 x 1 g 3 x g 1 3 x 1 3


                  

Έστω η συνάρτηση   x 3h x 3 x , x 1   . 

Για κάθε 1 2x ,x 1  με 
 

     
1 2

1 2

x x

x x3 3

1 2 1 2 1 23 3

1 2

3 3
x x 3 x 3 x h x h x h ,1

x x





        


1  

Είναι      3 h x h 0 x 0     
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ζ)  
 

 

f x , x 1
x

x 2 x f 1 , x 1








  
  

Για      
f

x 1 f x f 1 x 1        
1

 

Για      22

x 1: x x 2 x f 1 x 2 x 1 x 2 x 1 x 1 1                      

Είναι  2

x 1 0   για κάθε xℝ με την ισότητα να ισχύει μόνον για x 1 0 x 1 x 1      . 

Άρα          
2 2

x 1 0 x 1 x x 1                   για κάθε x 1 . 

Για να είναι 1-1 και να αντιστρέφεται πρέπει 1 1 0          αδύνατο. 

Άρα η φ δεν είναι 1-1 και δεν αντιστρέφεται. 

 

 

 


