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Πρόλογος 
 

Το φυλλάδιο αυτό περιέχει 50 επαναληπτικά θέματα στις παραγώγους, δηλαδή έως το τέλος του δεύτερου 

κεφαλαίου του σχολικού βιβλίου της Γ΄ Λυκείου και χωρίζεται σε τρία μέρη: 

 Στο πρώτο μέρος θα βρείτε 10 θέματα Β. 

 Στο δεύτερο μέρος περιέχονται 24 θέματα Γ. 

 Το τρίτο μέρος περιλαμβάνει 16 θέματα Δ. 

Μετά τις εκφωνήσεις των θεμάτων παραθέτονται οι αναλυτικές λύσεις κάθε θέματος. 

Ελπίζουμε το φυλλάδιο αυτό να φανεί χρήσιμο στους μαθητές στην προετοιμασία τους για τις εξετάσεις, 

καθώς και στους συναδέλφους καθηγητές στην διδασκαλία τους στην αντίστοιχη ύλη. 

 

Τα μέλη της ομάδας του Askisopolis 
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Θέματα Β 
 

1. Δίνεται συνάρτηση f :  για την οποία ισχύει ότι  f ln x ln x ln x  για κάθε x 0 . 

α) Να δείξετε ότι  f x x x , x  . 

β) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 

γ) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική  

    παράσταση της 1f  και στη συνέχεια να τις σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

δ) Να δείξετε ότι η εξίσωση  2 3 2f x x x 2x 1     έχει ακριβώς μια ρίζα στο διάστημα  0,1 . 

ε) Να λύσετε την ανίσωση    2 2 2020f ημx f x x  . 

 

2. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με     
24x 4x 5 1

f g x , x και g x 2x 1 x
2x 1 2

 
    


. 

α) Nα δείξετε ότι  
2x 4

f x , x 0
x


   . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία  και τα ακρότατα. 

γ) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

δ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της f και με βάση τα προηγούμενα, να σχεδιάσετε πρόχειρα τη γραφική  

    της παράσταση . 

ε) Να βρείτε τα σημεία της fC στα οποία οι εφαπτομένες  είναι κάθετες στην y x  και στη συνέχεια   

    να δείξετε ότι είναι συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων.  

στ) Έστω  Μ x, y ,  x 0  ένα σημείο που κινείται πάνω στη fC  και η τετμημένη του  Μ μειώνεται    

       με ρυθμό 2 μονάδες το δευτερόλεπτο. Τη χρονική στιγμή που το Μ διέρχεται από το σημείο  

       4, 5  , να βρείτε : 

     i) τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του Μ . 

     ii) τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας Μ Ο x θ


  . 

 

3. Δίνεται η συνάρτηση  f : 1,    με τύπο    xf x e ln x 1 2x 1 , x 1       . 

α) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 
1

1
x 1,

2

 
   
 

 τέτοιο ώστε  1f x 0   και να μελετήσετε την f  

    ως προς την μονοτονία  και τα ακρότατα.                                                                                          

β) Αν  2 1x 1,x   και  3 1x x ,0  είναι ρίζες της εξίσωσης  f x 0 ,να βρείτε το 3x  και να  

    προσδιορίσετε το πρόσημο του ακρότατου της f .                                           

γ) Να υπολογίσετε το όριο    
x
lim f x 1 f x


     .                                                                                   

δ) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC στο σημείο στο οποίο τέμνει τον άξονα y΄y, εφάπτεται και  

    στην   x 1h x e x, x   . 

ε) Να εξετάσετε αν υπάρχουν σημεία της fC στο 1ο τεταρτημόριο στα οποία οι εφαπτομένες να είναι  

    κάθετες. 

 

4. Δίνεται η συνάρτηση   
2x βx γ

f x , x α
x α

 
 


 με β γ 1   για την οποία ισχύει ότι  

x 1
lim f x


   

και   
x
lim f x x 0


  . 
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α) Να δείξετε ότι α 1   και  β 1  . 

β) i) Να δείξετε ότι   
2x 3x γ 2

f g x , x 2
x 2

  
  


 , όπου  g x x 1   . 

    ii) Αν η γραφική παράσταση της f g  τέμνει τον y΄y στο σημείο 
3

Β 0,
2

 
 
 

 , να βρείτε τον τύπο της f.  

Αν  
2x x 1

f x , x 1
x 1

 
  


 , τότε : 

γ) Να βρείτε την εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της f  που διέρχεται από το  Γ 1,0 . 

δ) i)Να εξετάσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

    ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.  

 

5. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου

f μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης f στο διάστημα  0,7 . 

Αν  η fC  διέρχεται από την αρχή Ο των αξόνων και ισχύουν οι 

σχέσεις:        f 2 f 0 f 4 f 2 3    
 
και    f 7 f 4 5  ,τότε: 

α) Να βρείτε τα      f 2 ,f 4 ,f 7 και στη συνέχεια να δείξετε ότι  

    υπάρχει  ξ 0,2 τέτοιο, ώστε   2020f ξ 10  . 

β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής  

    παράστασης της f στο σημείο της   A 2,f 2 . 

γ) Να βρείτε την μονοτονία και τα ακρότατα της f, καθώς και το σύνολο τιμών της. 

δ) Να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο 
 

x

x 4

xe
lim

f x 6



 
 .  

ε) Έστω g παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα  0,7  με    g x f x 2x 1     για κάθε 

       x 0,7 και g 2 5  .Να δείξετε ότι για την συνάρτηση h με      h x g fx x   ισχύει ότι  

       2h x x x 2 , x 0,7    . 

 

6. Μια νέα γεώτρηση εξόρυξης πετρελαίου έχει ρυθμό άντλησης που δίνεται από τον τύπο 

  23
R t 20 10t t

4
    , όπου  R t  είναι ο αριθμός, σε χιλιάδες, των βαρελιών που αντλήθηκαν στους 

t πρώτους μήνες λειτουργίας της. 

α) Να βρείτε πόσα βαρέλια θα έχουν αντληθεί τους 8 πρώτους μήνες λειτουργίας της. 

β) Να βρείτε τη χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθμός άντλησης του πετρελαίου γίνεται μέγιστος. 

γ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική χρονική στιγμή 0t  στο πρώτο χρόνο λειτουργίας της γεώτρησης,  

    κατά την οποία ο ρυθμός άντλησης είναι 30.000 βαρέλια το μήνα. 

δ) Να δείξετε ότι σε λιγότερο από δύο χρόνια θα έχει εξορυχτεί το σύνολο του πετρελαίου της  

    συγκεκριμένης εξόρυξης. 

 

7. Δύο μολύβια ΑΒ και ΑΓ με μήκη 3 2 cm και 4 2 cm αντίστοιχα είναι τοποθετημένα στο δάπεδο 

έτσι ώστε να ακουμπάνε στο σημείο Α και η γωνία ΒΑΓ να είναι 180°. 

 

 

 

 B A Γ 

A 

B Γ Δ 

x 
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Τα πιάνουμε από το σημείο Α και τα ανασηκώνουμε κατακόρυφα προς τα πάνω με σταθερή ταχύτητα 

0,2 cm/sec, έτσι ώστε οι άκρες Β και Γ να ακουμπάνε πάντα στο δάπεδο. Με τον τρόπο αυτό 

σχηματίζεται ένα μεταβλητό τρίγωνο ΑΒΓ . Αν AΔ x cm , x 0,3 2


, και Ε το εμβαδόν του 

τριγώνου ΑΔΓ . 

α) Να αποδείξετε ότι   21
E x x 32 x

2
   

β) Να βρείτε μετά από πόσα δευτερόλεπτα το τρίγωνο ΑΔΓ έχει μέγιστο εμβαδό.  

γ) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας ˆAΒΔ θ τη χρονική στιγμή που το τρίγωνο ΑΔΓ έχει  

    μέγιστο εμβαδό. 

δ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική χρονική στιγμή που το τρίγωνο ΑΔΓ έχει εμβαδό 5 2cm . 

 

8. Οι πολεοδόμοι μιας πόλης εκτιμούν ότι, όταν ο πληθυσμός  της πόλης είναι x εκατοντάδες χιλιάδες 

άτομα, θα υπάρχουν στην πόλη    2f x 10 2 x x x 0    χιλιάδες αυτοκίνητα.  

α) Να αποδείξετε ότι όταν αυξάνεται ο πληθυσμός της πόλης αυξάνεται και ο αριθμός των    

    αυτοκινήτων. 

β) i) Να βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f. 

    ii) Τι εκφράζει η αντίστροφη  της συνάρτησης f; 

    iii) Να βρείτε τον πληθυσμό της πόλης όταν ο αριθμός των αυτοκίνητων είναι 120000. 

γ) Αν ο πληθυσμός της πόλης αυξάνεται με ρυθμό  
1

x΄ t
2 t

  όπου t 1  ο χρόνος σε έτη και τη      

    χρονική στιγμή  t=1 ο πληθυσμός της πόλης είναι 500000, να βρείτε ποια χρονική στιγμή θα  

    υπάρχουν 120000 αυτοκίνητα. (Δίνεται 7225 85 ) 

 

9. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση δύο συναρτήσεων 

f, g και η ευθεία ε που εφάπτεται στις f gC , C . 

α) Να βρείτε την εξίσωση της ε και στη συνέχεια να δείξετε ότι  

       f 1 g 2    και ˆAΓΟ 45  . 

β) Να δείξετε ότι 
 2

x 2

x g x 4
lim 8

x 2





 . 

γ) Να δείξετε ότι 
       

2h 0

f 1 h g h 2 f 1 h 2g h 2 2
lim 1

h

      
  . 

δ) Έστω   x 1f x e 1   και   2g x x 3x 3    . 

    i) Να δείξετε ότι    f x g x   για κάθε x 1  . 

    ii) Να βρείτε τις δυνατές τιμές του ακέραιου c 15  που πρέπει να προστεθεί στην g, ώστε οι  

         γραφικές παραστάσεις των f, g να τέμνονται ακριβώς σε ένα σημείο στο διάστημα  1,2 . 

 

10. Δίνεται η συνάρτηση  
 

 
2

2

ln x 1
f x ,x 1,1

x 1


  


. 

α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

    ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  
1

f x
4

  έχει δύο ακριβώς ρίζες μία θετική και μία  αρνητική. 
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γ) Να δείξετε ότι υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστασης της f   στα οποία οι  εφαπτομένες της  

    γραφικής παράστασης της f έχουν αντίθετες κλίσεις.   

δ) Να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2ξ ,ξ 1,1  τέτοιοι ώστε 
   1 2

1 1 8

f ξ f ξ 2ln 2 1
 

  
. 

ε) Να υπολογίσετε το όριο 

   

   

 

2x 1 f x

2x 0

2

e 1
lim

x x 1 f x
συν 1

ln x 1









 
  
 
 

.  
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Θέματα Γ 
 

11. Δίνονται οι συναρτήσεις f :    και g :   για τις οποίες ισχύουν: 

  
2

3

x
f x , x 0

x x

 
 

 
  

    4 2 2g x αx x α 3β αβ , x       με  α,β 0,  . 

  Η g είναι γνησίως αύξουσα στο  ,0  και γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

α) Να αποδείξετε ότι  
 

 
2

3

g x
f x

x x
 

 
 για κάθε x 0 . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία σε καθένα από τα διαστήματα  ,0  και  0, .  

    Η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το πεδίο ορισμού της; 

γ) Για α 1  και 2   , να αποδείξετε ότι: 

   i)  
 

 

2 4 2

3
3

x x 9x 6 2
f x 2

x x

  
 


  για κάθε x 0  . 

   ii) η f είναι  κοίλη στο  ,0  και κυρτή στο  0, . 

   iii) η f αντιστρέφεται στο πεδίο ορισμού της και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφης. 

   iv) η αντίστροφη 1f   είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  ,0  και  0, .        

   v)        2 2 1 2 1 2f x f ημ x f ημ x f x    . 

 

12. Δίνεται η συνάρτηση  f : 0,   με τύπο   2f x x x 1 , x 0     . 

α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και την κυρτότητα. 

β) Να δείξετε ότι  f x 0  για κάθε x 0 . 

γ) Να λυθεί η εξίσωση 4

3

3
x x

4 4
  .    

δ) Να μελετήσετε αν η f έχει ασύμπτωτες και να χαράξετε πρόχειρα την γραφική της παράσταση έτσι  

    ώστε να διακρίνεται το πρόσημό της, η μονοτονία της, η κυρτότητά της και οι τιμές τις κοντά στο   

    μηδέν.  

ε) Ένα σημείο υλικό σημείο Μ κινείται επί της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f και     

    απομακρύνεται από τον άξονα y΄y με ταχύτητα 1 m/sec. Την χρονική στιγμή t 1  sec διέρχεται  

    από το σημείο  1, 1  . Να βρείτε: 

    i) Τη χρονική στιγμή 0t 0  κατά την οποία το Μ έχει την μέγιστη τεταγμένη. 

    ii) Την ταχύτητα απομάκρυνσης από το σημείο  1,1  την χρονική στιγμή t 1  sec.   

 

13. Δίνεται συνάρτηση f ,  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  e, με  
 

x e
ln x e x 3

f x , x e
x e


  

  


 

και  f e 1 0  . Να αποδείξετε ότι: 

α)      f x x 3 ln x e   , x e . 

β) υπάρχει  ξ 3,e 1  τέτοιο, ώστε  f ξ 0  . 
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γ) η f παρουσιάζει ακρότατο στο x ξ . 

δ)    f x e e 2 x e 2      για κάθε x 0 . 

 

14. Δίνεται συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο  0,  με  f 1 0  τέτοια ώστε σε κάθε σημείο 

  0 0Α x ,f x  έχει  εφαπτομένη την ε:    3 2 2 3

0 0 0 0 0 0 02x f x x x x y x f x x 0        . 

α) Να δείξετε ότι   2f x x ln x , x 0   . 

β) Να δείξετε ότι  f x x 1  για κάθε x 0 .      

γ) Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση    h x f x λx λ , λ    . Να δείξετε ότι:  

    i)  h 1 0  . 

    ii) λ 1   

δ) Δίνεται η συνάρτηση   xg x e , x   . 

    i) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο  Α 1,0  εφάπτεται και στη gC . 

    ii) Να δείξετε ότι    f x g x  για κάθε x 0 . 

 

15. Δίνεται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις  f ,g,h : 0,    για τις οποίες ισχύουν:  

   
   

2u 0

g x u g x u
h x lim

u

  
  

   
 g x

xf x e ,x 0  .  

     
3 2

3 x x
h x h x x

3 2
     

   2

2x

1
g 0 lim 2ln x ln(x 2020)

x x 1 x x

 
    

    
. 

α) Nα δείξετε ότι η h είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

β) Να βρείτε το πρόσημο της h και να δείξετε ότι  η g είναι γνησίως αύξουσα  στο  0, . 

γ) i) Να δείξετε ότι   g 0 0 . 

    ii) Να δείξετε ότι  η  g  είναι κυρτή και στη συνέχεια ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 

 

Αν  g 1 1  : 

δ) i) να δείξετε ότι υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιος ώστε  
1

g ξ
2

  

            ii) να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2ξ ,ξ 0,1 τέτοιοι ώστε    1 2g ξ g ξ 2    

            iii) να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2θ ,θ 0,1 τέτοιοι ώστε 
   1 2

1 1
2

g θ g θ
 

 
. 

 

16. Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει ότι      3xf x f x 2x    για κάθε 

x  και  f 1 1 . 

α)  Να δείξετε ότι   3f x x . 

β) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 
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γ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f σε οποιοδήποτε σημείο της  

    3,   , α ≠ 0 έχει με αυτήν και άλλο κοινό σημείο Ν εκτός του Μ.  Στη συνέχεια να δείξετε ότι    

    στο σημείο Ν η κλίση της fC  είναι τετραπλάσια της κλίσης της στο Μ. 

δ) Αν x 0 , να βρείτε για ποια τιμή του  x 0,1  η κατακόρυφη απόσταση των γραφικών   

    παραστάσεων των 
1f και f 
γίνεται μέγιστη. 

ε) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης   4 2f x x 3x 7x 4     . 

 

17. Δίνονται οι συναρτήσεις g,h : ,
2 2

  
  
 

 με τύπους  g x x , x ,
2 2

  
    

 
  και 

 h x x,x ,
2 2

  
    

 
. 

α) Να δείξετε ότι    g x xh x 1   για κάθε x ,
2 2

  
  
 

.  

β) Να δείξετε ότι    βg α αg β  για κάθε 
π

0 α β
2

   . 

γ) Να ορίσετε την συνάρτηση        f x g h x h g x   και να βρείτε την μονοτονία της. 

δ)  Αν  1 1     και 1
4


  , να δείξετε ότι η εξίσωση  

  
  

 
x

ln f x 1
x

   
  

    

   

     έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα 0,
2

 
 
 

. 

 

18. Έστω η άρτια συνάρτηση f:  0,1 ,συνεχής στο και παραγωγίσιμη στο  της οποίας η 

γραφική παράσταση δίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω      a : ,0 με a x f x , x 0     και      b : 0, με b x f x , x 0    . Δίνεται 

επίσης η συνάρτηση     2g x f x x , x  
 
 και η ευθεία 1ε που είναι εφαπτομένη της a στο σημείο

 A 0,1 . 

α) Να βρείτε την εφαπτομένη ημιευθεία 2ε της bC στο  A 0,1 για x 0 . Στη συνέχεια να εξετάσετε   

     αν η g είναι παραγωγίσιμη.                  

β) Χρησιμοποιώντας το σχήμα, να μελετήσετε τη συνάρτηση g ως προς τη μονοτονία και τα  

    ακρότατα. 
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γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση  g x 0  έχει ακριβώς δύο ρίζες και στη συνέχεια να κάνετε  

    κατάλληλη γεωμετρική ερμηνεία της εξίσωσης. 

δ) Να δείξετε ότι υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιο, ώστε    f ξ 1 ξf ξ 1 1 4ξ     . 

ε) Να υπολογίσετε το όριο 
 

   x

ln f x
lim

ημf x f x 
.                

 

19. Δίνεται η συνάρτηση   
x x

x x

3α β
f x με α 0 , β 0 και α β

α β


   


 

α) Nα δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία y x  σε ένα τουλάχιστον σημείο  

     Α λ,λ με  λ 0,3  . 

β) Αν υποθέσουμε ότι η  γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία y = x και σε ένα ακόμη σημείο  

    με τετμημένη μ 3 , να αποδείξετε ότι υπάρχει εφαπτομένη της  
fC  η οποία διέρχεται από την   

    αρχή των αξόνων. 

γ) Έστω α β . 

    i) να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία  και να βρείτε το σύνολο τιμών της.  

    ii) να αποδείξετε ότι η εξίσωση    x x x x1
x 1 α x β α β ln x

3

 
     

 
 είναι αδύνατη. 

δ) Να αποδείξετε ότι η  fC  δεν έχει κρίσιμα σημεία. 

 

20. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου της παραγωγίσιμης συνάρτησης  f, 

η οποία έχει πεδίο ορισμού το  2,2 . 

Για τη συνάρτηση f επίσης δίνεται ότι :  

 Η γραφική της παράσταση έχει εφαπτομένη τον άξονα x΄x. 

 Το  f 2  είναι η θέση μεγίστου του εμβαδού  Ε x   

     ενός ορθογωνίου που έχει σταθερή περίμετρο 8. 

 Το 
 

x 1

f x 1
lim α

x 1


 


  είναι πραγματικός αριθμός. 

 Η παράγωγος είναι περιττή. 

α) Να αποδείξετε ότι η f είναι άρτια. 

β) Να αποδείξετε ότι    f 2 f 2 2     . 

γ) Να αποδείξετε ότι : 

    i)    f 1 f 1 1     και να βρείτε το α. 

    ii)  f 0 0  

δ) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.  

ε) Να υπολογίσετε το όριο   
   

   

  
      

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1e 7 2
lim ημf x

7f x ln f x f x
5 e 2

 

  

 
    

    
   

. 

 

21. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο  0,π  για την οποία ισχύει ότι      f x ημx f x συνx f x ημx    

για κάθε  x 0, π  με 
π

2
π

f e
2

 
 

 
. 

α) Να δείξετε ότι    xf x e ημx, x 0,π   . 
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β) i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα στο διάστημα  0,π . 

    ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f 

    iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης   f x α  για τις διάφορες τιμές του  

         πραγματικού αριθμού α. 

γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδική εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  , η οποία είναι  

    παράλληλη στην ευθεία 
π

2y e x 2020    και να βρεθεί η εξίσωση της. 

δ) Να δείξετε ότι  υπάρχουν  1 2ξ ,ξ 0,π τέτοια ώστε    1 22f ξ 3f ξ 0   . 

 

22. Δίνεται η συνάρτηση   3 2f x x , x .  

α) Να βρείτε την παράγωγο της f.   

β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Δείξτε ότι για κάθε εφαπτόμενη της fC   υπάρχει ακριβώς μία εφαπτόμενη κάθετη σε αυτή.   

δ) Έστω τα σημεία   A x,f x  και   B x,f x  , x 1 .Αν το σημείο Α ξεκινά από τη θέση x 1  

    να απομακρύνεται από τον άξονα y΄y με ταχύτητα 0,4t  μονάδες μήκους το δευτερόλεπτο, όπου t ο  

    χρόνος σε sec.Τη χρονική στιγμή που το Α διέρχεται από το σημείο  8,4 , να βρείτε : 

   i) το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ, 

   ii) την ταχύτητα με την οποία απομακρύνεται από τον άξονα x΄x. 

 

23. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f και g για τις οποίες ισχύουν : 

●   fΑ 2,8   

●   gΑ 1,5  

●   g 3 2  

α) i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης      α x f x g x  . 

    ii) Αν οι συναρτήσεις  f και g είναι γνησίως αύξουσες στο  2,5 να δείξετε ότι η συνάρτηση α είναι   

        γνησίως αύξουσα στο  2,5 . 

β) Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα  και ισχύει      2 2g x f x 4,x 3,5   , να δείξετε ότι : 

    i) η g είναι γνησίως αύξουσα στο   3,5 . 

    ii) η συνάρτηση  
   

1
β x

f x g x



είναι γνησίως φθίνουσα στο  3,5  . 

γ) Αν οι συναρτήσεις f  και g  είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο  3,4  και η συνάρτηση  

     
 

 

g x
γ x

f x
   έχει πεδίο ορισμού το      γΑ 2,3 3,4 4,5   . Να δείξετε ότι : 

    i)      f 2 f 3 f 4 0   . 

    ii)  η f   έχει οριζόντια εφαπτομένη 

    iii) η εξίσωση 
   f x 1 g x

0
x 4 x 3


 

 
 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  3,4 . 
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24. Ο ρυθμός μεταβολής των φορέων ενός ιού, παγκόσμια λόγω επιδημίας, δίνεται σε δεκάδες 

εκατομμύρια ανά μήνα από τη σχέση  

t π
εφ

2 4
k t , 0 t 2π

t π4
συν

4

 
 
      

 
 
 

, όπου t 0 είναι η 

χρονική στιγμή που ξεκινά η μετάδοση του ιού. 

α) Να βρείτε πιο χρονικό διάστημα ο ρυθμός μεταβολής των φορέων του ιού είναι θετικός. 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση k της εκτίμησης του πλήθους των φορέων του ιού παγκοσμίως και να  

    αποδείξετε ότι στο τέλος της χρονικής περιόδου ο ιός έχει εξαλειφθεί. 

γ) Να βρείτε πότε ο αριθμός των φορέων είναι μέγιστος. 

δ) Αν η εκτίμηση για τον αριθμό των φορέων που δεν θα καταφέρουν να αναρρώσουν από τον ιό  

    είναι 1%, να βρείτε πόσοι από τους φορείς του ιού θα καταφέρουν να αναρρώσουν, όταν ο  

    αριθμός των φορέων του ιού είναι μέγιστος. Δίνεται ότι 2 1,41 . 

 

25. Δίνεται η συνάρτηση   2 2λ
f x x ln x x , λ

2
    . 

α) Να βρείτε για ποια τιμή του λ , ισχύει  
λ

f x , για κάθε x 0
2

   . 

β) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της f. 

γ) Να βρείτε την μεγαλύτερη τιμή του λ ώστε   
3e

f x
2

  . 

δ) Για λ = 4 : 

    i) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων    2 2λ
g x x ln x και h x x

2
       

       έχουν δυο ακριβώς κοινές  εφαπτόμενες . 

    ii) Να βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης    

x 1

2

e 3 , x 1

x f x
, x 1

x

  


  




. 

    iii) Να βρείτε τη συνάρτηση 
1φ h

 . 

    iv) Να βρείτε το όριο 
  1

x
2x 0

g x
lim ημ e

x





  
   

  

 . 

 

26. Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0, ln 2  για την οποία ισχύει: 

     2x x 2x xf x e 3e 2 f x 2e 3e       , για κάθε  x 0, ln 2  . 

α) Να αποδείξετε ότι    f 0 f ln 2 0 . 

β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα τουλάχιστον σημείο με  

    τετμημένη  0x 0,ln 2 . 

γ) Αν      2x x 2x xf x e 3e 2 f x 2e 3e      για κάθε  x 0, ln 2  , τότε να αποδείξετε ότι η  

    συνάρτηση  
 

 
2x x

f x
h x , x 0,ln 2

e 3e 2
 

 
 είναι 1-1. 
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27. Δίνεται η συνάρτηση  f x ln x  ,      x x 1 ln x x ln x 1g   
 
και   β x x eln x   .  

α) Να βρείτε την μονοτονία και το πρόσημο της συνάρτησης β.  

β) Να αποδείξετε ότι η  g x 0  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  2,e . 

γ) Να βρείτε το  
x
lim g x


 . 

δ) Να βρείτε την μονοτονία της  g x και  το πρόσημό της.  

ε) Έστω  Α x,ln x  και   x 1,ln x 1Β    δύο σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f 

    με x e . Να δείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ με Ο(0,0) είναι    
1

Ε x g x
2

  και να  

    βρείτε την ελάχιστη τιμή του. 

 

28. Δίνεται η συνάρτηση  
3

3

x ,x 0
f x

x,x 0

 
 

  

  

α) Να εξετάσετε την f ως προς την  μονοτονία και να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 

β) Να βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f. 

 

Αν είναι  1 3f x x   με x  τότε: 

γ) Να βρείτε την εφαπτομένη της fC στο 
1

x
3 3

  και αφού δείξετε ότι έχει εξίσωση  
2

y x
3 3

    

    να δείξετε ότι εφάπτεται και στην 1f
C  . Στη συνέχεια να εξετάσετε αν υπάρχουν άλλες κοινές  

   εφαπτομένες.  

δ) Σημείο  Μ x, y κινείται πάω στη συνάρτηση    g x xf x   με  x t 0   και τη χρονική στιγμή  

    0t  διέρχεται από το σημείο  (0,0). Να βρείτε σε ποιο σημείο της gC  η ταχύτητα απομάκρυνσης  

    του Μ από τον x΄x  μηδενίζεται. 

 

29. Έστω ΑΒΓ τρίγωνο εγγεγραμμένο σε ημικύκλιο διαμέτρου 

ΒΓ= 4. Αν ΑΓ= x και ΑΔ το ύψος του τότε: 

α) Με την βοήθεια των ομοίων τριγώνων ΑΔΓ και ΑΒΓ να  

     δείξετε ότι ΔΓ=
2x

4
. 

β) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του ύψους ΑΔ ως προς  

    την πλευρά ΑΓ, όταν η γωνία 
π

AΓΔ
3

 . 

γ) Nα δείξετε ότι ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ισοσκελές  όταν ο ρυθμός μεταβολής του ύψους ΑΔ  

    ως προς την πλευρά ΑΓ μηδενίζεται.  

δ) Αν  x x t
 
και ο ρυθμός μεταβολής του  x t  είναι  x t 2μ / sec  βρείτε το ρυθμό μεταβολής  

    του ύψους τη χρονική στιγμή που x 1 μ. 

 

30. Ένα ορθογώνιο την χρονική στιγμή 0t 0  έχει μήκη πλευρών
 0 0x x(t ) 5   cm  και  0 0y y t 3 

cm , από την χρονική στιγμή αυτή και μετά η πλευρά x αυξάνεται με ρυθμό 0,1 cm/sec και η πλευρά 

y αυξάνεται με ρυθμό 0,2 cm/sec. 

α) Να  βρείτε τη περίμετρο και το εμβαδό του ορθογωνίου ως συνάρτηση του t. 

β) Ποιο χρονικό διάστημα η πλευρά x(t) είναι μεγαλύτερη από την πλευρά  y t ; 
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γ) Να βρείτε τη χρονική στιγμή κατά την οποία το ορθογώνιο είναι τετράγωνο και να υπολογίσετε το  

    εμβαδό του τετραγώνου. 

δ) Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του t την ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του ορθογωνίου και  

    στη συνέχεια να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου την χρονική στιγμή  

    που αυτό είναι τετράγωνο. 

 

31. Δύο διάδρομοι πλάτους 1m τέμνονται κάθετα.                        

Θέλουμε να μεταφέρουμε μία σκάλα ΑΒ από την μία μεριά του 

διαδρόμου στην άλλη, με την σκάλα να σχηματίζει με τα 

ευθύγραμμα τμήματα ΟΕ και ΒΔ γωνία 0,
2

 
 

 
 , όπως φαίνεται 

στο σχήμα α. (Υποθέτουμε ότι το πάχος της σκάλας είναι αμελητέο). 

α) Να εκφράσετε τα ΟΑ και ΟΒ συναρτήσει της γωνίας 
π

θ 0,
2

 
 
 

 και στη συνέχεια να αποδείξετε  

    ότι    
1 1

f ΑΒ , 0,
ημθ συνθ 2

 
     

 
. 

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f έχει μοναδικό κρίσιμο σημείο. 

γ) Να βρείτε το μεγαλύτερο δυνατό μήκος της σκάλας ΑΒ, ώστε να μπορεί να μεταφερθεί και να  

    στρίψει στην γωνία του διαδρόμου όπως στο σχήμα α. 

δ) Δίνεται η συνάρτηση  
2 2

π
f θ 2 2

4
g θ

1 θ συν θ

 
  

 


 
. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της g  

    δεν τέμνει τον άξονα x΄x. 

 

32. Δίνονται οι συναρτήσεις   3f x 3 x ,  x 0  και  g x ln x, x 0  . 

α) Να βρείτε την παράγωγο της f. 

β) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την 1f  . 

γ) Να  βρείτε τα σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f, g στα οποία η κατακόρυφη  

    απόσταση τους γίνεται ελάχιστη. 

δ) Να αποδείξετε ότι     
1

g f x ln3 g x
3

   για κάθε x > 0. 

ε) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει εφαπτομένη της gC που να είναι κάθετη σε εφαπτομένη της fC . 

 

33. Δίνονται οι συναρτήσεις  
2

ln x
f x , x 0

ln x 1
 


 και   xg x e , x  . 

α) Να αποδείξετε ότι     
2

x
f g x φ x , x

x 1
  


. 

β) Να μελετήσετε την φ ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Να αποδείξετε ότι η fC έχει τρία σημεία καμπής από τα οποία τα δύο είναι συμμετρικά ως προς  

    το τρίτο. 

δ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της φ και να κάνετε τη γραφική της παράσταση. 

ε) Αφού αποδείξετε  ότι  
1

φ x
2

  για κάθε x στη συνέχεια να αποδείξετε ότι     

     22 ημx ln x 1 ln x 0     για κάθε x 0 . 
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34. Δίνεται η συνάρτηση   3 2f x 3x αx βx 3    , x , α,β . 

α) Να βρείτε τα α,β , ώστε η f , να έχει τοπικά ακρότατα στα 1x 1 και 
2

5
x

9
  . 

Για α 2  και β 5   : 

β) να εξετάσετε την f ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα 

γ) να βρείτε το πλήθος ριζών της εξίσωσης  f x 2021 . 

δ) να εξετάσετε την f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

ε)  να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f. 
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Θέματα Δ 
 

35. Έστω μία συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

●        
2 2αx βxe 3 x 1 2 f x e 3 x 1 2, α,β         , x  

●    f 0 0  και 

●    f 0 5    

α) Να δείξετε ότι    
2xf x e 3 x 1 2 , x     . 

β) Να δείξετε ότι η f έχει δύο κρίσιμα σημεία.  

γ) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  f x 0 . 

δ) Αν 1 2x x , να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2 1 2ξ ,ξ x ,x τέτοια, ώστε   2ξ

1 1 2f ξ e 3x 3x 6     . 

ε) Να δείξετε ότι    
2x 2 2e e 18 x 3 x 1 9 e       για κάθε x 2 . 

Δίνεται ότι 
4e 54,5 , 

5e 312 . 

 

36. Δίνεται η συνάρτηση  
2x 1

f (x) 2x 1 e 2x 3


     , x . Να αποδείξετε ότι:  

α)    
2x 1

f x e 2x 3


    και στη συνέχεια να βρείτε τη μονοτονία της f  . 

β) H συνάρτηση f έχει μοναδικό ακρότατο στο 
0

3
x

2
  .   

γ)  0f x 0   

δ) H συνάρτηση f έχει ακριβώς δυο ρίζες 1 2x ,x  . 

ε) 1 2x x 1    

 

37. Έστω η συνάρτηση  
x x

x

λe e
f x , λ.μ

e μ


 


. 

α) Να βρείτε τα λ, μ για τα οποία η γραφική παράσταση της f έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη τον  

    άξονα y΄y και οριζόντια ασύμπτωτη στο   την ευθεία y 1 . 

Έστω λ 1 και μ 1    

β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να δείξετε ότι υπάρχει  0x ,0   στο οποίο η f  

    παρουσιάζει τοπικό μέγιστο. 

γ) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης    0f x f x 0  . 

δ) Να υπολογίσετε το όριο  
x 1
limf ln x x 1


  . 

 

38. Έστω συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  1,  για την οποία ισχύει ότι: 

●        
 f x

2

2

e
2f x x f x xf x

x



       για κάθε x 1  ,  

●   f e 1    και 

●  f e 0    

α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση    f x
g x xe ln x, x 1    είναι σταθερή και να βρείτε την τιμή της. 

β) Να δείξετε ότι    f x ln ln x ln x   και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι  f x 0  για κάθε x 1 . 

γ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της fC  . 
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δ) Να δείξετε ότι η fC τέμνει την ευθεία y x  ακριβώς σε ένα σημείο. 

ε) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν σημεία της fC  στα οποία οι εφαπτομένες έχουν αντίθετες κλίσεις. 

 

39. Έστω οι παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f, g για τις οποίες ισχύουν οι σχέσεις: 

●            f x f x g x g x g 2x    , x  

●       f 0 0, g 0 1   

α) Να δείξετε ότι      2 2f x g x g 2x , x   .  

β) Αν  
x xe e

g x
2


 , να βρείτε ποια μπορεί να είναι η f. 

γ) Έστω  
x xe e

f x
2


 . Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 

δ) Να λύσετε στο την ανίσωση         2 4 2 4g kx g kx k g x g x , k 1     .  

 

40. Δίνεται η  συνεχής συνάρτηση f :    για την οποία ισχύει      2 2 x xf x 2xf x x e e 2    για 

κάθε x ,    
2

2
f 1 e, f 2

e
      και η ευθεία ε : y x 1   . 

α) Nα δείξετε ότι   xf x x e ,x   .  

 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f και η ευθεία ε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β) Nα βρείτε την ελάχιστη κατακόρυφη απόσταση μεταξύ της γραφικής παράστασης της f και της  

    ευθείας ε. 

γ) Nα βρείτε την ελάχιστη απόσταση μεταξύ της γραφικής παράστασης της f και της ευθείας ε .  

δ) Να αποδείξετε ότι :
5 7

6 5 e 7 e
e

12

  
  . 

 

41. Δίνονται οι δύο φορές  παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f, F   για τις  οποίες ισχύει : 

 
   

 o 0

0
h 0

F x h F x h
lim 2f x

h

  
  για κάθε πραγματικό αριθμό x0. 

          F 1 0 F 2 , F 3 2 F 4 , F 5 0     . 

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση 
   F x 1 F x 2 2

0
x 2 x 1

  
 

 
 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  1,2 . 

β) Να δείξετε ότι    F x f x   για κάθε πραγματικό αριθμό x. 
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γ) Αν  η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  2,3 .Να δείξετε ότι     f 3 2 f 2  . 

δ) i)  Να δείξετε ότι η εξίσωση  f x 0 έχει τρεις τουλάχιστον ρίζες.  

    ii) Να δείξετε ότι η  εξίσωση  f x 0   έχει μία τουλάχιστον ρίζα. 

ε) Έστω        
2 2 2

f x x α x β x 5     όπου α, β 5  δύο από τις ρίζες της εξίσωσης του  

    ερωτήματος δ) i) . Να δείξετε ότι ο άξονας x΄x εφάπτεται της γραφικής παράστασης της f στα  

    σημεία    Α α,0 ,Β β,0  και  Γ 5,0 . 

 

42. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο  για την οποία ισχύει ότι    2 2f x x 2ημxσυνx 1 2xf x     για 

κάθε  x 0,π ,  f 0 1  και  f π π 1  . 

α) Να δείξετε ότι    f x x ημx συνx, x 0,π    . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα στο διάστημα  0,π . 

γ) Να βρείτε το σημείο της fC  με τετμημένη στο διάστημα  0,π , στο οποίο η εφαπτομένη έχει τη  

    μικρότερη κλίση. 

δ) Να δείξετε ότι  f x 3x 2π 1    για κάθε  x 0,π . 

ε) Έστω ότι  f x x ημx συνx, x    . Να αποδείξετε ότι η f έχει σύνολο τιμών το . 

 

43. Δίνεται η συνάρτηση  f : 0,   με 
1

f 0
π

 
 

 
 για την οποία ισχύει η σχέση

       
20202 21 1

f x f y x ημ y ημ x y για κάθε x, y 0,
x y

        , καθώς και η συνάρτηση  

 g : 0,   με  
 f x , x 0

g x
0 , x 0

 
 


 . 

α) Nα δείξετε ότι    2 1
f x x ημ , x 0,

x
   . 

β) Να δείξετε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  και ότι ο άξονας x΄x είναι η εφαπτομένη της  

    gC  στην αρχή των αξόνων. 

γ) Να δείξετε ότι  ο άξονας x΄x έχει με την gC  άπειρα κοινά σημεία. 

δ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία στο διάστημα 
2

,
π

 


 
. 

ε) Να δείξετε ότι υπάρχει  
1 1

ξ ,
2021π 2020π

 
 
 

 τέτοιο ώστε 
1

σφ 2ξ
ξ
  . 

 

44. Δίνονται οι συναρτήσεις f ,g :   για τις οποίες ισχύει ότι: 

●  η f είναι συνεχής 

●           2 x x 2 x 2 2x 2x 2xf x 2xf x e 2f x e ημ f x x 1 e x e 2xe e             για κάθε x  

● 

 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 x xx x

e 2 g x e e 1
6 2


 

             για κάθε x . 

α) Να δείξετε ότι     xf x x 1 e  , x . 
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β) Να δείξετε ότι  
3 2

xx x
g x e

6 2

 
  
 

, x . 

γ) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση      φ x f x g x , x   . 

δ) Αν για τη συνάρτηση h :  ισχύει:    
 3

h x

x 0

h x
lim e h x 1

6

 
    

 

, να βρείτε το  
x 0
limh x


. 

 

45. Δίνεται η παραγωγίσιμη και άρτια συνάρτηση  f : 0,    με  f 1 2  για την οποία ισχύει ότι 

   
2

4
xf x 2f x

x
     για κάθε x 0 . 

α) Να δείξετε ότι   2

2

1
f x x ,x 0

x
   . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση    4 2 4 2f x 1 x 1 f x 1 x        είναι αδύνατη στο  1, .                                                                                                                

δ) Ένα εργολάβος επιθυμεί να χτίσει ένα σπίτι στο     

    δρόμο που συνδέει δύο εργοστάσια 1  και 2  τα   

    οποία βρίσκονται σε απόσταση 12 km. Το  

    εργοστάσιο 1  εκπέμπει καπνό παροχής P και το 2   

    παροχής 8P. Η πυκνότητα του καπνού σε μία  

    απόσταση d από ένα τέτοιο εργοστάσιο είναι  

    ανάλογη της παροχής καπνού του εργοστασίου και αντιστρόφως ανάλογη της απόστασης d εις την  

    δύναμη 1  .  

    i) Να δείξετε ότι η πυκνότητα του καπνού στην θέση Σ του διπλανού σχήματος δίνεται από την  

       συνάρτηση  
 

 
1 8

x kP , x 0,12
x 12 x



 
    
  

, με k μία σταθερά διάφορη του μηδενός.                                                                                    

    ii) Αν τη λιγότερη δυνατή ρύπανση την έχουμε όταν το σπίτι θα απέχει απόσταση 4 km από το  

         εργοστάσιο 1  τότε να δείξετε ότι           
22x kP f x 8f 12 x x 8 12 x ,x 0,12        . 

 

46. Δίνεται συνάρτηση f συνεχής στο  0,  για την οποία ισχύει ότι : 

 2f x x ln x ln x   , για κάθε x 0 . 

α) Να βρείτε τους δυνατούς τύπους της f. 

Έστω ότι    f x x 1 ln x , x 0    

β) Να εξετάσετε αν η f είναι παραγωγίσιμη. 

γ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

δ) Να δείξετε ότι δεν εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την f. 

ε) Να δείξετε ότι η εξίσωση  2 2f x 4 x  έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

 

47. Δίνεται συνάρτηση f :   με      
2 2xf x e 1 x 1    

α) Να αποδείξετε ότι η παράγωγος έχει ακριβώς τρεις ρίζες.   

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση έχει δύο τοπικά ελάχιστα και ένα τοπικό μέγιστο.  

γ) Αν για τα 0x  για τα οποία ισχύει ότι 0f (x ) 0   είναι 0f (x ) 0  ,  δείξτε ότι η γραφική  

    παράσταση της f   έχει τουλάχιστον δυο εφαπτομένες παράλληλες στον x΄x.  

 x  Ε2 Ε1

 12km

 Σ

 



                                                                                                                                         www.Askisopolis.gr 

18 

 

δ) Αν      
2 2xh x e 1 x 1   με x 1 , να αποδείξετε ότι η h αντιστρέφεται και με δεδομένο ότι η  

    1h  είναι συνεχής να  δείξετε ότι η 1h  είναι παραγωγίσιμη στο 
2 2

0x (e 1)   και να βρείτε την  

    εφαπτομένη της 1h
C   στο 

2 2

0x (e 1)  . 

 

48. Δίνεται η συνάρτηση   2 π
f x ημ x 2 ημx 2 2 , x 0,

2

 
     

 
 . 

α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ακρότατα της f . 

β) i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

    ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση  f x 2 είναι αδύνατη. 

γ) Να βρεθεί το όριο   
x 0
lim f x 2 2 ln x



  
 

. 

δ) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και   2 x π
g x ημ x 2 e 2 2

2
       

    τέμνονται σ’ ένα ακριβώς σημείο. 

 

49. Δίνεται συνάρτηση f :  για την οποία ισχύει ότι    
2

f x f y x y    για κάθε x, y . 

α) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο . 

β) Να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή. 

γ) Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση g :   ισχύει ότι      2xe g x x g x 1 1     και     

    g 0 1 , να αποδείξετε ότι   xg x e x, x   . 

δ) Αν η fC τέμνει την gC στο σημείο με τετμημένη 0, να βρείτε την f και να αποδείξετε ότι οι fC , gC   

    δεν έχουν άλλο κοινό σημείο. 

ε) Αν    φ x ln g x , να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  φ x α, α  . 

 

50. Δίνονται οι συναρτήσεις  f ,g : 0,   για τις οποίες ισχύουν  
ln x

f x x 1 , x 0
lnα

     με α 1  

και    g x συνf x , x 0  . 

α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα και να βρείτε το πρόσημο του  

    ακροτάτου της. 

β) Για τις διάφορες τιμές του α 1  , να βρείτε το πλήθος ριζών της εξίσωσης  f x 0 . 

γ) Να λύσετε την εξίσωση    2 2f x g x 1   για κάθε 
1

x
ln α

  και α e  . 

δ) Να αποδείξετε ότι        α 1 f 1 α 2 α 1 f α       για κάθε α 1  . 

ε) Για α e  , να αποδείξετε ότι η εξίσωση      2f x g x g x  έχει άπειρες λύσεις στο  1,  και  

    μάλιστα ακριβώς δύο από αυτές βρίσκονται στο  21,e . 
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Λύσεις Θέματα Β 
 

1.  Δίνεται συνάρτηση f :  για την οποία ισχύει ότι  f ln x ln x ln x  για κάθε x 0 . 

α) Να δείξετε ότι  f x x x , x  . 

β) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 

γ) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική  

    παράσταση της 1f  και στη συνέχεια να τις σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

δ) Να δείξετε ότι η εξίσωση  2 3 2f x x x 2x 1     έχει ακριβώς μια ρίζα στο διάστημα  0,1 . 

ε) Να λύσετε την ανίσωση    2 2 2020f ημx f x x  . 

 

Λύση 

 

α) Θέτω ln x u, u   και η σχέση  f ln x ln x ln x  γίνεται  f u u u ,u  , οπότε 

      f x x x , x  . 

β) Είναι  
2

2

x , x 0
f x

x , x 0

 
 

 
. Για κάθε x 0 είναι  f x 2x 0   και για κάθε x 0 είναι  

    f x 2x 0    , δηλαδή  f x 0   για κάθε x 0 . Επειδή η f είναι συνεχής στο 0, είναι γνησίως  

    αύξουσα στο , οπότε είναι 1-1 και αντιστρέφεται. 

    Για x 0 είναι   2f x y x y 0 x y       και για x 0 είναι  

   
2 2x y 0 x y x y x y              . 

   Είναι  1
y, y 0

f y
y, y 0


 

 
  

, οπότε  1
x, x 0

f x
x, x 0


 

 
  

. 

γ) Για κάθε x 0 είναι  

         1 2 4 4 3 3f x f x x x x x x x 0 x x 1 0 x 1 x 1                

     Για κάθε x 0 είναι    1 2 2 4 4f x f x x x x x x x x x 0                 

     3 3x x 1 0 x 1 x 1         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

δ)  2 3 2 4 3 2f x x x 2x 1 x x x 2x 1 0            

    Θεωρούμε τη συνάρτηση    4 3 2h x x x x 2x 1, x 0,1      . 

    Είναι  h 1 0 , οπότε από το σχήμα Horner η h γράφεται     3h x x 1 x x 1    . 

    Έστω    3π x x x 1, x 0,1    . Είναι    π 0 1, π 1 1   , δηλαδή    π 0 π 1 0  και επειδή η π είναι  
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    συνεχής ως πολυωνυμική, λόγω του θεωρήματος Bolzano, υπάρχει  1x 0,1  τέτοιο, ώστε  1π x 0 . 

    Η π είναι παραγωγίσιμη με   2π x 3x 1 0 π     1 , οπότε το 1x  είναι η μοναδική ρίζα της  

    εξίσωσης  π x 0 . 

            1h x 0 x 1 π x 0 x 1 ή π x 0 x x         , άρα η εξίσωση  h x 0   

    2 3 2f x x x 2x 1    έχει ακριβώς μια ρίζα στο  0,1 . 

ε)    2 2 2020 4 4 2020 4 4 2020f ημx f x x ημ x x x ημ x x x          (1) 

    Γνωρίζουμε ότι για κάθε x ισχύει ότι ημx x  και η ισότητα ισχύει μόνο για x 0 , άρα 

    4 4 4 4ημ x x ημ x x 0    . Όμως 2020x 0  και η ισότητα ισχύει μόνο για x 0 , άρα η (1) ισχύει  

     μόνο για x 0 . 

 

2. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με     
24x 4x 5 1

f g x , x και g x 2x 1 x
2x 1 2

 
    


. 

α) Nα δείξετε ότι  
2x 4

f x , x 0
x


   . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία  και τα ακρότατα. 

γ) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

δ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της f και με βάση τα προηγούμενα, να σχεδιάσετε πρόχειρα τη γραφική  

    της παράσταση . 

ε) Να βρείτε τα σημεία της fC στα οποία οι εφαπτομένες  είναι κάθετες στην y x  και στη συνέχεια   

    να δείξετε ότι είναι συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων.  

στ) Έστω  Μ x, y ,  x 0  ένα σημείο που κινείται πάνω στη fC  και η τετμημένη του  Μ μειώνεται    

       με ρυθμό 2 μονάδες το δευτερόλεπτο. Τη χρονική στιγμή που το Μ διέρχεται από το σημείο  

       4, 5  , να βρείτε : 

     i) τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του Μ . 

     ii) τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας Μ Ο x θ


  . 

Λύση 

α) Έστω  
u 1

g x u 2x 1 u x
2


      . Είναι 

1 u 1 1
x u 0

2 2 2


     . Τότε:  

      
24x 4x 5

f g x
2x 1

 
 


 

2
u 1

4 4
2

f u

 
 

 


2 u 1

2


5

2



u 1

2



4

1





2u 2u 1

4

 
2

2u 2 5
u 4

u u

  


 . 

  Άρα  
2x 4

f x , x 0
x


   

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με  
 2 2

2 2

2x x x 4 1 x 4
f x

x x

    
    

x       - 2          0           2         
2x 4  +        + 

2x  + + +    + 

f   +        + 

f < > > < 
 

     Για κάθε x 2   είναι  f x 0  και επειδή η f είναι συνεχής στο – 2, είναι γνησίως αύξουσα  

    στο  , 2  . Για κάθε  x 2,0   είναι  f x 0  και επειδή η f είναι συνεχής στο – 2, είναι γνησίως      

T.M. T.E. 
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    φθίνουσα   στο  2,0 .Για κάθε  x 0,2  είναι  f x 0  και επειδή η f είναι συνεχής στο  2, είναι  

    γνησίως  φθίνουσα   στο  0,2 . Για κάθε x 2  είναι  f x 0  και επειδή η f είναι συνεχής στο 2, είναι  

    γνησίως αύξουσα  στο  2, . Η f έχει τοπικό μέγιστο το  f 2 4    και τοπικό ελάχιστο το  

     f 2 4 . 

γ) Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  με  
2 3

4 8
f x 1

x x

 
    

 
. 

    Για κάθε x 0 είναι    f x 0 f ,0   4  και για κάθε x 0 είναι    f x 0 f 0,   3  

 

δ) Είναι      
2

2

x 0 x 0 x 0

x 4 1
lim f x lim lim x 4 4

x x    

  
       

 
 και  

           
2

2

x 0 x 0 x 0

x 4 1
lim f x lim lim x 4 4

x x    

  
       

 
 άρα η ευθεία x 0 , δηλαδή ο άξονας  

      y΄y, είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC  

      Είναι
 

2

2 2

2 2x x x x

x 4
f x x 4 xxlim lim lim lim 1

x x x x   




     και 

       
2 2

x x x

x 4 x
lim f x x lim x lim

x  

 
    

 

24 x 
0

x
 , άρα η ευθεία y x είναι πλάγια  

      ασύμπτωτη της fC στο  και κάνοντας την ίδια διαδικασία είναι και στο  . 

     Είναι  
2

x x

x
lim f x lim
 


x

    και  
2

x x

x
lim f x lim
 


x

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε) Έστω   0 0M x ,f x . Η εφαπτομένη στο Μ είναι κάθετη στην ευθεία δ: y x , αν και μόνο αν 

x           - 2                  0                2                

f 

 
    + + 

f   +     + 

f  
 

               Τ.Μ. 

   

 

 

 

              Τ.Ε. 
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      0 δf x λ 1    
2

2 2 2 20
0 0 0 0 02

0

x 4
1 x 4 x 2x 4 x 2 x 2

x


              

     Είναι  
 

2

2 4 6 6 2
f 2 3 2

22 2


     και  

 
2

2 4 6
f 2 3 2

2 2

 
     


. 

   Τα ζητούμενα σημεία είναι τα    Α 2,3 2 και Β 2, 3 2  . Επειδή το μέσο του τμήματος ΑΒ  

   είναι το  Ο 0,0 , τα σημεία Α και Β είναι συμμετρικά ως προς το Ο. 

στ) Έστω     Μ x t , y t ,   x t 0  ,     
 

 

2x t 4
y t f x t

x t


  . 

    Επειδή η τετμημένη του  Μ μειώνεται με ρυθμό 2 μονάδες το δευτερόλεπτο, είναι  x t 2   .  

    Αν 0t t  η χρονική στιγμή που το Μ διέρχεται από το σημείο  4, 5  , τότε  

       0 0x t 4 και y t 5    . 

    i) Ο ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του Μ είναι 

                 
 

 
 

2

2

x t 4
y t f x t f x t x t x t

x t


       και τη χρονική στιγμή 0t t είναι 

         
 

 
   

2

0

0 02

0

x t 4 16 4 3
y t x t 2

x t 16 2

 
      μ.μ./sec 

    ii) Είναι  
 

 

 
 

 

 

   

2

2

2 2

x t 4

y t x t x t 4 4
εφθ t 1

x t x t x t x t




      

        
 

 

   
 

2 2 3

θ t4 8
εφθ t 1 x t

x t συν θ t x t

         
 

 και τη χρονική  

     στιγμή 0t t :   
 

 
 0 2

0 03

0

8x t
θ t συν θ t

x t


   . 

 

       Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΓΜ τη χρονική στιγμή 0t t έχουμε: 

            
2 2

0OM t 4 5 41     , οπότε   
 

  
0

0

0

x t 4
συνθ t

ΟΜ t 41
    

     και  
 

 
2

0 3

8 4 4
θ t 2 rad / sec

41414

 
       

  
 

3. Δίνεται η συνάρτηση  f : 1,    με τύπο    xf x e ln x 1 2x 1 , x 1       . 

α) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 
1

1
x 1,

2

 
   
 

 τέτοιο ώστε  1f x 0   και να μελετήσετε την f  

    ως προς την μονοτονία  και τα ακρότατα.                                                                                          

β) Αν  2 1x 1,x   και  3 1x x ,0  είναι ρίζες της εξίσωσης  f x 0 ,να βρείτε το 3x  και να  

    προσδιορίσετε το πρόσημο του ακρότατου της f .                                           

γ) Να υπολογίσετε το όριο    
x
lim f x 1 f x


     .                                                                                   

δ) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC στο σημείο στο οποίο τέμνει τον άξονα y΄y, εφάπτεται και  

    στην   x 1h x e x, x   . 

ε) Να εξετάσετε αν υπάρχουν σημεία της fC στο 1ο τεταρτημόριο στα οποία οι εφαπτομένες να  

    είναι κάθετες. 
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Λύση 

 

α) Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

      παράγωγο   x 1
f x e 2,x 1

x 1
     


. 

     H f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

     παράγωγο  
 

x

2

1
f x e 0

x 1
   


 για κάθε x 1   άρα η f   είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 

     1,  . Ισχύει ότι  
1 1

x

x x

1
flim li

x 1
mx e 2

  

 
      

 
άρα κοντά στο -1 υπάρχει αριθμός  

      
1

1, : f 0
2

 
     

 
 και επίσης ισχύει 

1 1
f 0

2 e

 
    
 

 άρα έχουμε  
1

f f 0
2

 
    

 
 άρα από το  

     θεώρημα Bolzano υπάρχει  1 1

1
x 0, : f x 0

2

 
   

 
 και επειδή  f m στο  1,   τότε το 1x  είναι  

     μοναδικό.  

     Για    
f

1 11 x x f x f x 0


      
m

 και για    
f

1 1x x f x f x 0


    
m

με τις ισότητες να ισχύουν  

     μόνον για 1x x  και επειδή η f είναι συνεχής στο 1x x  τότε προκύπτει ο παρακάτω πίνακας  

     μονοτονίας: 

                x   

           1                             1x                     

                f                       

 

                f  

 

  2  1 

                                                                                                     O.Ε. 

      H f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 1x x  το   1 1x ,f x . 

 

2ος τρόπος:  Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

με παράγωγο   x 1
f x e 2,x 1

x 1
     


. 

     H f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

     παράγωγο  
 

x

2

1
f x e 0

x 1
   


 για κάθε x 1   άρα η f   είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 

     1,  . Ισχύει ότι  
1 1

x

x x

1
flim li

x 1
mx e 2

  

 
      

 
και  

     
x x

x 1
lim lif x e 2 0 2

x 1
m

 

 
          

 
 οπότε    f A ,     . 

    To  0 f A  οπότε υπάρχει  1 f 1x : f x 0
   και επειδή  f m στο  1,   τότε το 1x  είναι  

     μοναδικό.  

     Για    
f

1 11 x x f x f x 0


      
m

 και για    
f

1 1x x f x f x 0


    
m

με τις ισότητες να ισχύουν  

     μόνον για 1x x  και επειδή η f είναι συνεχής στο 1x x  τότε προκύπτει ο παρακάτω πίνακας  

     μονοτονίας: 

 

 

 

                x   

           1                             1x                     
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                f                       

 

                f  

 

  2  1 

                                                                                                     O.Ε. 

      H f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 
1x x  το   1 1x ,f x . 

β) Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  11,x  και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  

      1x ,  τότε προφανώς τα   2 1x 1,x   και  3 1x x ,0  είναι οι μοναδικές ρίζες της f  και  

     συγκεκριμένα η  2 1x 1,x  είναι η μοναδική ρίζα στο διάστημα  11,x και η  3 1x x ,0 είναι η  

     μοναδική ρίζα στο διάστημα  1x , . 

    Στο διάστημα  1x ,  η f έχει προφανή ρίζα το μηδέν άρα ισχύει ότι 3x 0 . 

     Επίσης επειδή η f είναι συνεχής και έχει δύο μοναδικές ρίζες τότε μεταξύ των ριζών θα διατηρεί  

     σταθερό πρόσημο. Το  2 3

1
x ,x

2
   και 

1 1
f ln 2 1 1 0

2 e

 
      
 

 γιατί έχουμε: 

    
1 1

1 0 1 e 1
e e
       που ισχύει  και ln 2 1 0 ln 2 1 2 e       ισχύει. 

     Άρα στο διάστημα   2 3x ,x  ισχύει ότι  f x 0  και  1 2 3x x ,x  άρα  1f x 0 .    

γ) Εφαρμόζουμε ΘΜΤ για την f στο διάστημα  x,x 1 και έχουμε ότι υπάρχει  x,x 1  τέτοιο ώστε  

        
   

   
f x 1 f x

f f x 1 f x
x 1 x

 
     

 
 

     1ος τρόπος: Από Β1 η f 1  στο  1,  και έχουμε: 

              
f

x x 11 1
x x 1 f x f f x 1 e 2 f x 1 f x e 2

x 1 x 2


                   

 

1

 

     Ισχύει x

x

1
lim e 2

x 1

 
    

 
 και  x 1

x

1
lim e 2

x 2





 
    

 
 άρα από κριτήριο παρεμβολής  

      ισχύει    
x
lim f x 1 f x


        

     2ος τρόπος:         x 1 x

x x
lim f x 1 f x lim e ln x 2 2x 2 1 e ln x 1 2x 1

 
                  

      x

x

x 1
lim e e 1 ln 2 0 2

x 2

  
          

  
 αφού 

x 1
u

x 2

x x , u 1
u 1

x 1
lim ln limln u 0

x 2






  



 


. 

                       
x x

x 1 x
lim lim 1

x 2 x 


 


 

 

δ) Επειδή  f 0 0  η fC διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

     Η εφαπτομένη της fC στο  O 0,0 είναι η ευθεία ε:  y f 0 x y 2x   . 

    Για να εφάπτεται η ε στη hC , αρχικά πρέπει να υπάρχει σημείο 4x  τέτοιο, ώστε  4h x 2  . 

    Είναι   x 1h x e 1    . Παρατηρούμε ότι  h 1 2  . Η εφαπτομένη της hC στο x 1  έχει εξίσωση 

        y h 1 h 1 x 1 y 2 2x 2 y 2x         , δηλαδή είναι η ε. 

 

ε) Αρκεί να υπάρχουν 5 6x ,x 0  τέτοια, ώστε    5 6f x f x 1    . 

     Επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα, για κάθε x 0 είναι    f x f 0 2   , άρα    5 6f x f x 0    

    και δεν υπάρχουν τέτοια σημεία. 
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4. Δίνεται η συνάρτηση   
2x βx γ

f x , x α
x α

 
 


 με β γ 1   για την οποία ισχύει ότι 

 
x 1
lim f x


   και   

x
lim f x x 0


  . 

α) Να δείξετε ότι α 1   και  β 1  . 

β) i) Να δείξετε ότι   
2x 3x γ 2

f g x , x 2
x 2

  
  


 , όπου  g x x 1   . 

 ii) Αν η γραφική παράσταση της f g  τέμνει τον y΄y στο σημείο 
3

Β 0,
2

 
 
 

 , να βρείτε τον τύπο της f 

Αν  
2x x 1

f x , x 1
x 1

 
  


 , τότε : 

γ) Να βρείτε την εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της f  που διέρχεται από το  Γ 1,0 . 

δ) i)Να εξετάσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

    ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.  

Λύση 

 

α) Η f έχει πεδίο ορισμού το     fΑ ,α α,    . 

Αν α 1  τότε   
x 1

1 β γ
lim f x

α 1

 
 


 άτοπο. 

Για α 1  έχουμε    
x 1 x 1

1
lim f x lim 1 β γ

x 1  

 
      

 οπότε α 1   . 

Έχουμε    
2 2 2

x x x

x βx γ x βx γ x x
lim f x x lim x lim

x 1 x 1  

        
       

    
   

 
x

β 1 x γ
lim .

x 1

   
 

 
     

 

Αν β 1 τότε   
 

x x

β 1 x
lim f x lim β 1

x 


     άτοπο. 

Για β 1 έχουμε   
x x

γ
lim f x lim 0

x 1 
 


οπότε β 1.  

 

β) Για α 1,β 1    έχουμε  
2x x γ

f x ,x 1, γ 0
x 1

 
   


 

       i) Έχουμε : 
 

g

f

x A x
x 2.

x 1 1g x A

 
    

   

 

            Άρα υπάρχει η f g  με  f gΑ 2   και τύπο  

               
 

2 2x 1 x 1 γ x 2x 1 x 1 γ
f g x f g x

x 2 x 2

        
   

 

2x 3x γ 2

x 2

  


. 

           

        ii) Η γραφική παράσταση της f g  τέμνει τον y΄y στο σημείο 
3

0,
2

 
 
 

 οπότε  

               
3 2 γ 3

f g 0 2 γ 3 γ 1
2 2 2


         και   

2x x 1
f x ,x 1

x 1

 
  


. 

 
 γ) H f είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο  

        
    

 

2 2

2

2x 1 x 1 x x 1 2x 2x x 1
f x

x 1

       
  



2x x 1  

 
2

x 1



 

 

2

2

x 2x
f x .

x 1


 


 

        Έστω   0 0Δ x ,f x  το σημείο επαφής της (ε) με την γραφική παράσταση της f . 
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        Η (ε) έχει εξίσωση :     
 

 
2 2

0 0 0 0
0 0 0 02

0 0

x x 1 x 2x
y f x f x x x y x x .

x 1 x 1

  
       

 
  

       H (ε) διέρχεται από το Γ οπότε  

       
2

0 0

0

x x 1

x 1

 


  

2

0 0

2

0

x 2x

x 1





 

2
2 0 0

0 0 0

0

x 2x
1 x x x 1

x 1


      


 0x 1     

       2

0x 2

0 0x 1 x   0 02x x 1   . 

       Επομένως η (ε) έχει εξίσωση :  
3 3 3 3

y x 1 y x .
2 4 4 4

            

            

δ) i) Έχουμε  
 

   
2

2

2

x 2x
f x 0 0 x 2x 0 x 2 ή x 0

x 1


          


 

        H f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στα  διαστήματα  
 

        
   , 2 , 0,   , γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα    2, 1 , 1,0   παρουσιάζει τοπικό μέγιστο  

        στο -2 το  f 2 3    και τοπικό ελάχιστο στο 0 το  f 0 1  

ii) Έχουμε    
2 2

x x x x x x

x x
lim f x lim lim x , lim f x lim lim x

x x     
        ,  

x 1
lim f x


   και 

 
x 1
lim f x


  . Έστω      1 2 3Α , 2 ,Α 2, 1 ,Α 1,0         και  4A 0,  . 

Λόγω της μονοτονίας στα  διαστήματα αυτά έχουμε:

           1
x x 2

f Α lim f x , lim f x ,f 2 , 3
 

       ,        2
x 1

f Α lim f x ,f 2 , 3


    


,

       3
x 1

f Α f 0 , lim f x 1,


  


 και            4
xx 0

f Α lim f x , lim f x f 0 , 1,
 

     . 

Άρα              1 2 3 4f A f A f A f A f A , 3 1,         . 

 

5.  Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου

f μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης f στο διάστημα  0,7 . 

Αν  η fC  διέρχεται από την αρχή Ο των αξόνων και ισχύουν οι 

σχέσεις:        f 2 f 0 f 4 f 2 3    
 
και    f 7 f 4 5  ,τότε: 

α) Να βρείτε τα      f 2 ,f 4 ,f 7 και στη συνέχεια να δείξετε ότι  

    υπάρχει  ξ 0,2 τέτοιο, ώστε   2020f ξ 10  . 

β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής  

    παράστασης της f στο σημείο της   A 2,f 2 . 

γ) Να βρείτε την μονοτονία και τα ακρότατα της f, καθώς και το σύνολο τιμών της. 

δ) Να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο 
 

x

x 4

xe
lim

f x 6



 
 .  

ε) Έστω g παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα  0,7  με    g x f x 2x 1     για κάθε 

       x 0,7 και g 2 5  .Να δείξετε ότι για την συνάρτηση h με      h x g fx x   ισχύει ότι  

       2h x x x 2 , x 0,7    . 

Λύση 

 

α) Επειδή η fC διέρχεται από το  O 0,0 , είναι  f 0 0 . Αντικαθιστώντας στη σχέση    f 2 f 0 3    

     προκύπτει  f 2 3   και αντικαθιστώντας στη σχέση    f 4 f 2 3    προκύπτει  f 4 6  . 
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     Αντικαθιστώντας στη σχέση    f 7 f 4 5   προκύπτει ότι  f 7 1  . Η f είναι συνεχής στο  0,2   

      επειδή είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα αυτό και    f 2 f 0 . Επειδή    2020f 2 10 f 0   , λόγω  

     του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών, υπάρχει  ξ 0,2 τέτοιο, ώστε    2020f ξ 10 
 

β) Από την γραφική παράσταση της  f έχουμε ότι f 2 4     και από το Β1 έχουμε ότι  f 2 3  , 

      οπότε η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της   A 2,f 2  

      είναι       y f 2 f 2 x 2 y 3 4 x 2 y 4x 5            

γ) Για κάθε  x 0,4  είναι  f x 0 
 
και επειδή η f είναι συνεχής στο  0,4 , είναι γνησίως φθίνουσα  

      στο διάστημα αυτό. Για κάθε  x 4,7  είναι  f x 0 
 
και επειδή η f είναι συνεχής στο  4,7 , είναι  

       γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

     Η f έχει τοπικό μέγιστο το  f 0 0 , ολικό ελάχιστο το  f 4 6   και τοπικό μέγιστο το  f 7 1  . 

     Επειδή    f 0 f 7 , το  f 0 0  είναι ολικό μέγιστο της f. 

     Επειδή η fείναι συνεχής στο  Α 0,7 , έχει ελάχιστο το  f 4 6   και μέγιστο το  f 0 0 , το  

     σύνολο τιμών της είναι το    f Α 6,0  . 

δ) Είναι    f x 6 f x 6 0      για κάθε    x 0,4 4,7   και   
x 4
lim f x 6 0


  , οπότε  

     
 

 f x 6 u

x 4 x 4 u 0
u 0

1 1
lim lim

f x 6 u



 

   


  


. Είναι 
   

 
x

x 4

x 4 x 4

xe 1
lim lim xe 4e

f x 6 f x 6


 

 

 
     

   
 

ε)                
ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ

ΘΜΤ
2 2x 0,7 έχουμεότι g x f x 2x 1 g x f x x x h΄ x x x

               
   

     
       2h x x x c .Για x 2 έχουμε : h 2 6 c g 2 f 2 6 c 8 6 c c 2              

   

       2Οπότε : h x x x 2 , x 0,7     

 

6.  Μια νέα γεώτρηση εξόρυξης πετρελαίου έχει ρυθμό άντλησης που δίνεται από τον τύπο 

  23
R t 20 10t t

4
    , όπου  R t  είναι ο αριθμός, σε χιλιάδες, των βαρελιών που αντλήθηκαν 

στους t πρώτους μήνες λειτουργίας της. 

α) Να βρείτε πόσα βαρέλια θα έχουν αντληθεί τους 8 πρώτους μήνες λειτουργίας της. 

β) Να βρείτε τη χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθμός άντλησης του πετρελαίου γίνεται μέγιστος. 

γ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική χρονική στιγμή 0t  στο πρώτο χρόνο λειτουργίας της γεώτρησης,  

    κατά την οποία ο ρυθμός άντλησης είναι 30.000 βαρέλια το μήνα. 

δ) Να δείξετε ότι σε λιγότερο από δύο χρόνια θα έχει εξορυχτεί το σύνολο του πετρελαίου της  

    συγκεκριμένης εξόρυξης. 

Λύση 

α) Είναι    2 2 33 1
R t 20 10t t R t 20t 5t t

4 4

 
         

 
  

      2 31
R t 20t 5t t c, c

4
      . 

    Τη χρονική στιγμή t 0  που ξεκινά η εξόρυξη του πετρελαίου δεν έχει ακόμη αντληθεί πετρέλαιο,  

    οπότε:  R 0 0 c 0    και   2 31
R t 20t 5t t

4
   . 

   Ο αριθμός των βαρελιών θα έχουν αντληθεί τους 8 πρώτους μήνες λειτουργίας της γεώτρησης, είναι: 

     2 31
R 8 20 8 5 8 8 160 320 128 352

4
          χιλιάδες βαρέλια. 

β) Η συνάρτηση  R t  είναι παραγωγίσιμη στο  0,  ως πολυωνυμική με  
3

R t 10 t
2

   . 
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    Είναι  
3 3 20

R t 0 10 t 0 10 t t
2 2 3

          .  

    Για κάθε 
20

t 0,
3

 
 
 

 είναι  R t 0   και επειδή η R  είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  

    
20

0,
3

 
 
 

. Για κάθε 
20

t ,
3

 
  
 

 είναι  R t 0   και επειδή η R  είναι συνεχής, είναι γνησίως  

    φθίνουσα στο 
20

,
3

 


 
. Η R  , δηλαδή ο ρυθμός άντλησης του πετρελαίου γίνεται μέγιστος τη  

    χρονική στιγμή 
20

t
3

 .  

γ) Η R  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 
1

20
Δ 0,

3

 
  
 

, άρα έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το 

       1

20 160
R Δ R 0 ,R 20,

3 3

    
       

    
 . Επειδή το 30 βρίσκεται στο εσωτερικό του  1R Δ , υπάρχει  

    χρονική στιγμή 1t  κατά την οποία  1R t 30  . Επειδή η R  είναι γνησίως αύξουσα στο 1Δ , το 1t  είναι  

    μοναδικό στο διάστημα αυτό. 

    Η R  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο 
2

20
Δ ,12

3

 
  
 

, άρα έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το 

       2

20 160
R Δ R 12 ,R 32,

3 3

    
       

    
 . Επειδή το 30 δεν περιέχεται στο  2R Δ , δεν υπάρχει στο  

    2Δ χρονική στιγμή για την οποία  R t 30  . Άρα υπάρχει μοναδική χρονική στιγμή 0t  στο πρώτο  

    χρόνο λειτουργίας της γεώτρησης, κατά την οποία ο ρυθμός άντλησης είναι 30.000 βαρέλια το μήνα. 

 

δ)   2 3 21 1
R t 0 20t 5t t 0 t t 5t 20 0

4 4

 
           

 
t 0  ή 

21
t 5t 20 0

4
      

    
2t 20t 80 0    . 

     Επειδή t 0  , θα έχει εξορυχτεί το σύνολο του  

     πετρελαίου της συγκεκριμένης εξόρυξης  τη  

     χρονική στιγμή t 10 6 5  . 

     Όμως   
2

210 6 5 24 6 5 14 6 5 14 180 196         ισχύει. 

    Επειδή t 10 6 5 24    σε λιγότερο από δύο χρόνια ( t 24 ) θα έχει εξορυχτεί το σύνολο του  

     πετρελαίου της συγκεκριμένης εξόρυξης.   

 

7. Δύο μολύβια ΑΒ και ΑΓ με μήκη 3 2 cm και 4 2 cm αντίστοιχα είναι τοποθετημένα στο δάπεδο 

έτσι ώστε να ακουμπάνε στο σημείο Α και η γωνία ΒΑΓ να είναι 180°. 

 

 

 

 

 

 

Τα πιάνουμε από το σημείο Α και τα ανασηκώνουμε κατακόρυφα προς τα πάνω με σταθερή 

ταχύτητα 0,2 cm/sec, έτσι ώστε οι άκρες Β και Γ να ακουμπάνε πάντα στο δάπεδο. Με τον τρόπο 

αυτό σχηματίζεται ένα μεταβλητό τρίγωνο ΑΒΓ . Αν AΔ x cm , x 0,3 2


, και Ε το εμβαδόν 

του τριγώνου ΑΔΓ . 

t 
 0      10 6 5       

2t 20t 80      + -  

B A Γ 

A 

B Γ Δ 

x 
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α) Να αποδείξετε ότι   21
E x x 32 x

2
   

β) Να βρείτε μετά από πόσα δευτερόλεπτα το τρίγωνο ΑΔΓ έχει μέγιστο εμβαδό.  

γ) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας ˆAΒΔ θ τη χρονική στιγμή που το τρίγωνο ΑΔΓ έχει  

    μέγιστο εμβαδό. 

δ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική χρονική στιγμή που το τρίγωνο ΑΔΓ έχει εμβαδό 5 2cm . 

Λύση 

 

α) Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ έχουμε: 

     2 2 2 2 2ΔΓ ΑΓ ΑΔ 32 x ΔΓ 32 x        και   21 1
E x ΔΓ ΑΔ x 32 x

2 2
     

β) 1ος τρόπος 

    Η συνάρτηση Ε είναι παραγωγίσιμη στο  0,3 2  με: 

      21 1 2
E x 32 x x

2 2


    

x

2

2 2 2

2 2 2

32 x x 32 2x

32 x 2 32 x 2 32 x

  
 

  
 

    
2

2 2

2

32 2x
E x 0 0 32 2x 0 x 16 x 4

2 32 x


          


. 

   Για κάθε  x 0,4  είναι  E x 0   και επειδή η Ε είναι συνεχής στο διάστημα  0,4 , είναι γνησίως  

   αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

   Για κάθε  x 4,3 2  είναι  E x 0   και επειδή η Ε είναι συνεχής στο διάστημα 4,3 2


, είναι  

   γνησίως φθίνουσα στο διάστημα αυτό. 

   Η Ε έχει μέγιστο για x 4cm . Επειδή τη χρονική στιγμή t 0 που ξεκινήσαμε να ανασηκώνουμε το    

   σημείο Α ήταν x 0 , αν t η χρονική στιγμή που x 4 τότε 
Δx 4 1 4

υ 0,2 t 20sec
Δt t 5 t

       , 

   δηλαδή μετά από 20 δευτερόλεπτα το τρίγωνο ΑΔΓ έχει μέγιστο εμβαδό. 

   2ος τρόπος 

   Είναι    x t 0,2 x t 0,2t c, c      . Είναι  x 0 0 c 0    άρα  x t 0,2t . 

        2 2 21 1
E t x t 32 x t 0,2t 32 0,04t 0,1t 32 0,04t

2 2
        

   Επειδή   x t 0,3 2


 είναι 0 0,2t 3 2 0 t 15 2      

   Είναι   2
0,08

E t 0,1 32 0,04t 0,1t


   

0,04

t

2

2 2 2

2 2 2

32 0,04t 0,04t 32 0,08t
0,1 0,1

32 0,04t 32 0,04t 32 0,04t

  
 

  
 

    
2

2 2

2

32 0,08t
E t 0 0,1 0 32 0,08t 0 t 400 t 20

32 0,04t


          


 

   Όταν  t 0,20  είναι    E t 0 E 0,20   1  και για  t 20,15 2  είναι  

      E t 0 E 20,15 2  


2 . 

    Το εμβαδόν Ε γίνεται μέγιστο τη χρονική στιγμή t 20sec  

    

γ) Είναι  
 x tΑΔˆημAΒΔ ημθ t

ΑΒ 3 2
    και  

     
 

   
 x t x t 0,2 2

ημθ t συνθ t θ t
303 2 3 2 3 2

            
 
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   Τη χρονική στιγμή t 20  είναι      
 

2 2
συνθ 20 θ 20 θ 20

30 30 συνθ 20
    


 

   Είναι  x 20 0,2 20 4cm    και  
2

2 2 2 2BΔ ΑΒ ΑΔ 3 2 4 2 ΒΔ 2       , 

   οπότε  
2 1

συνθ 20
33 2

   και  
2 2

θ 20 rad / sec
1 10

30
3

  



 

δ) Είναι  E 0 0 ,    2E 20 0,1 20 32 0,04 20 8      και     

         
2 15 4

E 15 2 0,1 15 2 32 0,04 15 2 2 32
10 10 0

       45 0   

       
3 2 3 2

E 15 2 14 2 7 3 7
2 2

     

     Στο διάστημα  1Δ 0,20  η Ε είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο  

     τιμών το    1Ε Δ 0,8 . 

    Στο διάστημα  2Δ 20,15 2  η Ε είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο  

     τιμών το    2Ε Δ 3 7, 8 . 

     Είναι 5 3 7  γιατί  
2

25 3 7 25 63   , οπότε το 5 περιέχεται στο  1Ε Δ  και δεν περιέχεται στο 

       2Ε Δ , οπότε υπάρχει μοναδική χρονική στιγμή  t 0,20  έτσι ώστε   2E t 5cm . 

 

8. Οι πολεοδόμοι μιας πόλης εκτιμούν ότι, όταν ο πληθυσμός  της πόλης είναι x εκατοντάδες 

χιλιάδες άτομα, θα υπάρχουν στην πόλη    2f x 10 2 x x x 0    χιλιάδες αυτοκίνητα.  

α) Να αποδείξετε ότι όταν αυξάνεται ο πληθυσμός της πόλης αυξάνεται και ο αριθμός των    

    αυτοκινήτων. 

β) i) Να βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f. 

    ii) Τι εκφράζει η αντίστροφη  της συνάρτησης f; 

    iii) Να βρείτε τον πληθυσμό της πόλης όταν ο αριθμός των αυτοκίνητων είναι 120000. 

γ) Αν ο πληθυσμός της πόλης αυξάνεται με ρυθμό  
1

x΄ t
2 t

  όπου t 1  ο χρόνος σε έτη και  

    τη χρονική στιγμή  t=1 ο πληθυσμός της πόλης είναι 500000, να βρείτε ποια χρονική στιγμή θα  

    υπάρχουν 120000 αυτοκίνητα. (Δίνεται 7225 85 ) 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
2

f x 10 
 2x 1

2



 

 

 2 2

10 2x 1
0

2 x x 2 x x


 

 
 και επειδή η f  

      είναι συνεχής στο  0, , είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. Επομένως ο αριθμός των  

     αυτοκινήτων στη πόλη αυτή διαρκώς αυξάνεται. 

 

β) i) Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, , είναι 1-1 και αντιστρέφεται. 

           
2

2 2 2 2 y
f x y 10 2 x x y, y 0 100 2 x x y x x

200
            

 

      

2
2 1 y 1

x x
4 200 4

       

2 2 21 y 50 1 y 50
x x

2 200 2 200

  
      

 
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2 21 y 50 y 50 1

x x
2 200 200 2

 
      

      Άρα  
2

1 y 50 1
f y , y 0

200 2

 
   , οπότε  

2
1 x 50 1

f x , x 0
200 2

 
   . 

 

     ii) Η 1f  εκφράζει τον πληθυσμό της πόλης σε εκατοντάδες χιλιάδες σε σχέση με τον αριθμό των  

         αυτοκινήτων της σε χιλιάδες. 

 

    iii)  
2

1 120 50 1 14.450 1 7.225 1 85 1 17 1
f 120 8

200 2 200 2 100 2 10 2 2 2

 
           , άρα ο πληθυσμός  

          της πόλης είναι  800.000 άτομα. 

 

γ) Για t 1  είναι        
1

x t x t t x t t c, c
2 t


        . 

      Είναι  x 1 5 1 c 5 c 4      , άρα  x t t 4, t 1   . 

      Επειδή η πόλη έχει 120.000 αυτοκίνητα όταν ο πληθυσμός της είναι 800.000 άτομα, είναι  

       x t 8 t 4 8     t 4 t 16   . 

 

9. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση δύο συναρτήσεων 

f, g και η ευθεία ε που εφάπτεται στις f gC , C . 

α) Να βρείτε την εξίσωση της ε και στη συνέχεια να δείξετε ότι  

       f 1 g 2    και ˆAΓΟ 45  . 

β) Να δείξετε ότι 
 2

x 2

x g x 4
lim 8

x 2





 . 

γ) Να δείξετε ότι 
       

2h 0

f 1 h g h 2 f 1 h 2g h 2 2
lim 1

h

      
  . 

δ) Έστω   x 1f x e 1   και   2g x x 3x 3    . 

    i) Να δείξετε ότι    f x g x   για κάθε x 1  . 

    ii) Να βρείτε τις δυνατές τιμές του ακέραιου c 15  που πρέπει να προστεθεί στην g, ώστε οι  

         γραφικές παραστάσεις των f, g να τέμνονται ακριβώς σε ένα σημείο στο διάστημα  1,2 . 

 

Λύση 

 

α) Η ευθεία ε διέρχεται από τα σημεία    Α 1,2 , Β 2, 1  , οπότε έχει συντελεστή διεύθυνσης  

     
1 2

λ 1
2 1

 
 
 

 και εξίσωση:  y 2 1 x 1 y x 1       

   Επειδή η ε εφάπτεται της fC στο Α, είναι  f 1 λ 1   . Επειδή η ε εφάπτεται της gC στο Β, είναι  

    g 2 λ 1    .  Είναι ˆ ˆεφAΓΟ λ 1 AΓΟ 45    
 

 

β)
        2 22 2 2 2

x 2 x 2 x 2

x g x 1 x 4x g x 4 x g x x x 4
lim lim lim

x 2 x 2 x 2  

     
  

  
 

    
        

2

x 2

x 2 x 2g x g 2
lim x

x 2

  


 x 2
   4 g 2 4 4 1 4 8

 
          
 
 
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γ) 
       

2h 0

f 1 h g h 2 f 1 h 2g h 2 2
lim

h

      
  

    
       

2h 0

f 1 h g h 2 1 2 g h 2 1
lim

h

     
  

   
         

   
2h 0 h 0

g h 2 1 f 1 h 2 g h 2 1 f 1 h 2
lim lim g 2 f 1 1 1 1

h h h 

         
         

 
 

 

δ) i) Είναι     x 1 x 1f x g x e 2x 3 e 2x 3 0            

          Θεωρούμε τη συνάρτηση   x 1h x e 2x 3, x 1     . 

          Η h είναι παραγωγίσιμη στο  1,   με   x 1h x e 2    

          Είναι  h x 0   για κάθε x 1   και επειδή η h είναι συνεχής στο  1,  , είναι γνησίως  

         αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

        Για κάθε x 1  είναι     2h x h 1 e 1 0    
 

 

     ii) Αναζητούμε ακέραιο c 14  για τον οποίο η εξίσωση        f x g x c f x g x c 0       έχει  

        τουλάχιστον  μια ρίζα στο διάστημα  1,2 . 

       Έστω        x 1 2φ x f x g x c e x 3x 4 c, x 1,2         . 

        Είναι   x 1φ x e 2x 3 0      για κάθε  x 1,2  και επειδή η φ είναι συνεχής, είναι γνησίως  

        αύξουσα στο  1,2 . 

        Είναι  φ 1 1 1 3 4 c 9 c 0         και  φ 2 e 4 6 4 c e 14 c        . 

       Επειδή η φ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  1,2  έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το  

                
x 1 x 2

φ 1,2 lim φ x , lim φ x 9 c,e 14 c
  

     . 

       Για να έχει η φ ακριβώς μια ρίζα στο  1,2 , αρκεί το μηδέν να περιέχεται στο σύνολο τιμών της. 

       Επειδή  φ 1 0 , πρέπει  φ 2 0 e 14 c 0 c 14 e        . Άρα 15 c 14 e   . 

       Επειδή e 2,718 και ο c είναι ακέραιος, είναι c 16 . 

 

10. Δίνεται η συνάρτηση  
 

 
2

2

ln x 1
f x ,x 1,1

x 1


  


. 

α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

    ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  
1

f x
4

  έχει δύο ακριβώς ρίζες μία θετική και μία  αρνητική. 

γ) Να δείξετε ότι υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστασης της f   στα οποία οι  εφαπτομένες της  

    γραφικής παράστασης της f έχουν αντίθετες κλίσεις.   

δ) Να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2ξ ,ξ 1,1  τέτοιοι ώστε 
   1 2

1 1 8

f ξ f ξ 2ln 2 1
 

  
. 

ε) Να υπολογίσετε το όριο 

   

   

 

2x 1 f x

2x 0

2

e 1
lim

x x 1 f x
συν 1

ln x 1









 
  
 
 

.  

 

Λύση 
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α)  Η f είναι παραγωγίσιμη με τύπο  
2

2x

x 1
f x


 

 2x 1   

 

  
 

2
2

2 2
2 2

2x ln x 1
2x 1 ln x 1

x 1 x 1

 
 


 

. 

       Έχουμε    2 2 21 ln x 1 0 ln x 1 1 lne x 1 e            

                    2x e 1 e 1 x e 1         ισχύει αφού  x 1,1  . 

 

 

             

  

 

 

 

 

 

 

    H f είναι συνεχής σαν πηλίκο συνεχών συναρτήσεων στο  1,1 άρα είναι γνησίως φθίνουσα στο  

     1,0 ,γνησίως αύξουσα στο  0,1  έχει ελάχιστο στο 0 το  f 0 0 ,  μέγιστα στα σημεία -1,1 τα  

       
ln 2

f 1 f 1
2

   . 

 

β) i) Θεωρούμε τα διαστήματα  1Α 1,0  και  2Α 0,1 . 

         Λόγω της μονοτονίας στα παραπάνω διαστήματα έχουμε : 

             1

ln 2
f A f 0 ,f 1 0,

2

 
       

 
  και          2

x 0

ln 2
f A lim f x ,f 1 f 0 ,f 1 0,

2

        
        

        Άρα η f έχει σύνολο τιμών το      1 2

ln 2
f A f A f A 0,

2

 
    

 
. 

        

     ii) Ισχύει 
1 ln 2

1 2ln 2 lne ln 4
4 2
      και 

ln 2
0

2
  άρα το 

1

4
 ανήκει στα    1 2f A ,f A  οπότε  

        υπάρχουν 1 1 2 2x A ,x A  τέτοιοι ώστε    1 2

1
f x f x

4
  .Η f είναι γνησίως μονότονη στα 1 2Α ,Α  

        άρα και 1-1 οπότε τα 1 2x ,x  είναι μοναδικά και η εξίσωση  
1

f x
4

  έχει δύο ακριβώς ρίζες ,μία  

       αρνητική και μία θετική όπως φαίνεται από τα διαστήματα στα οποία ανήκουν.(  
1

f 0 0
4

  ).    

  

 γ) Για την f ισχύει το ΘΜΤ στα διαστήματα  1,0 και  0,1  οπότε υπάρχουν    1 2θ 1,0 ,θ 0,1    

      τέτοιοι ώστε  
   

1

f 0 f 1 ln 2
f θ

0 1 2

 
   


 και  

   
 2 1

f 1 f 0 ln 2
f θ f θ

1 0 2


    


. 

 

 δ)  Για την f ισχύει το ΘΜΤ στα διαστήματα    2 21,x , x ,1  οπότε υπάρχουν    1 2 2 2ξ 1,x , ξ x ,1    

       τέτοιοι ώστε   
   

 
2 2

1

2 2 1

1 ln 2
f x f 1 4x 414 2f ξ

x 1 x 1 f ξ 1 2ln 2

  
    

  
 και  

         
   

 
2 2

2

2 2 2

ln 2 1
f 1 f x 4 4x12 4f ξ

1 x 1 x f ξ 1 2ln 2

  
    

  
. 

x 1           0              1 

2x               

 21 ln x 1                 

f (x)                + 

f (x)      2   O.Ε  1     
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        Επομένως 
   

2 2

1 2

4x 4 4 4x1 1 8

f ξ f ξ 2ln 2 1 2ln 2 1 2ln 2 1

  
   

    
 

 

ε)  

   

   

 

 2

2

x 1

x 1 f x

2x 0 x 0

2

e 1 e
lim lim

x x 1 f x
συν 1

ln x 1

 





 




 




 2

2

ln x 1

x 1





 2

1

x x 1
συν



   2ln x 1 

 2x 1  2ln x 1
1





 

        

 2ln x 1 2

x 0 x 0

e 1 x 1 1
lim lim

συνx 1 συνx 1 



 

  
 

 
  

       

   
 

   

22

2 2 2x 0 x 0

x συνx 1x
lim lim

συνx 1 x 1 1 συν x 1 x 1 1
  

 
 

       
 

         
 

 

2

2 22 2x 0 x 0

x συνx 1 1 συνx 1 2
lim lim 1 1

2ημx x 1 1ημ x x 1 1

x

  

  
       

     
 
 
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Λύσεις Θέματα Γ 
 

11. Δίνονται οι συναρτήσεις f :    και g :   για τις οποίες ισχύουν: 

  
2

3

x
f x , x 0

x x

 
 

 
  

    4 2 2g x αx x α 3β αβ , x       με  α,β 0,  . 

  Η g είναι γνησίως αύξουσα στο  ,0  και γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

α) Να αποδείξετε ότι  
 

 
2

3

g x
f x

x x
 

 
 για κάθε x 0 . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία σε καθένα από τα διαστήματα  ,0  και 

 0, .  

    Η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το πεδίο ορισμού της; 

γ) Για α 1  και 2   , να αποδείξετε ότι: 

   i)  
 

 

2 4 2

3
3

x x 9x 6 2
f x 2

x x

  
 


  για κάθε x 0  . 

   ii) η f είναι  κοίλη στο  ,0  και κυρτή στο  0, . 

   iii) η f αντιστρέφεται στο πεδίο ορισμού της και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφης. 

   iv) η αντίστροφη 1f   είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  ,0   

        και  0, .        

   v)        2 2 1 2 1 2f x f ημ x f ημ x f x    . 

Λύση 

 

α) Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως ρητή με παράγωγο: 

 
    

   

3 2 2 4 2 2 4 2 2 2

2 2
3 3

2 x x x x 3x 2 x 2 x 3 x x 3 x
f x

x x x x

                
   

   
  

 

 

 

 

 

 

4 2 24 2 2 2

2 2 2
3 3 3

x x 3 g xx x 3 x
,x

x x x x x x


          

   
     

 

 

β) Έχουμε για την συνάρτηση    4 2 2g x αx x α 3β αβ ,x       ότι είναι γνησίως αύξουσα στο 

 ,0  και γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

Επομένως η g έχει ολικό μέγιστο στο x 0  το  g 0    άρα ισχύει ότι  g x    για κάθε x  

δηλαδή  g x 0  για κάθε x αφού  α,β 0,   και 0 0     .  

Άρα ισχύει   4 2 2αx x α 3β αβ <0     για κάθε x  οπότε έχουμε ότι  f x 0   για κάθε x   

αφού ισχύει επίσης ότι   
2

3x x 0    κάθε x  . Επομένως η f είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα 

από τα διαστήματα  ,0  και  0, . 

Έστω  1 ,0    και  2 0,   . Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα 

διαστήματα 1  και 2 τότε:         1
xx 0

f A lim f x , lim f x ,0
 

    καθώς είναι 
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 
2 2

3 2
x 0 x 0 x 0

x x 1
lim f x lim lim

x x x x    

    
     

   
 και 

 

2

2

3x x x

x
x

lim f x lim lim
x x  

 
 

 

2

3

x

x

 
  
 

2

0

1
x


 

 
 

. Είναι         2
x x 0

f A lim f x , lim f x 0,
 

    καθώς 

είναι  
2

2
x 0 x 0

x 1
lim f x lim

x x  

  
    

  
 και  

2

2

3x x x

x
x

lim f x lim lim
x x  

 
 

 

2

3

x

x

 
  
 

2

0

1
x


 

 
 

. 

Άρα αν 
1x 0  και 2x 0  είναι    1 2 1 2x x f x f x    άρα η f δεν είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το 

πεδίο ορισμού της.  

 

γ) Για α 1  και 2   είναι   
2

3

x 2
f x ,x 0

x x


 


 και   

 

4 2

2
3

x 5x 2
f x ,x 0

x x

  
  


. 

i) Η συνάρτηση f   είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως ρητή με παράγωγο: 

 
      

 

2
3 3 4 2 3 2

4
3

4x 10x x x 2 x 5x 2 x x 3x 1
f x

x x

        
  


  

            
 3x x


     

 

3 3 4 2 2

4
3

4x 10x x x 2 x 5x 2 3x 1

x x

        
 


3

   

            
 

 

6 4 4 2 6 4 2 4 2

3
3

4x 4x 10x 10x 2 3x 15x 6x x 5x 2

x x

          
 


  

            
 

 

6 4 4 2 6 4 2

3
3

4x 4x 10x 10x 2 3x 16x 11x 2

x x

        
 


  

            

 

6 4 4 2 6 4 2

3
3

4x 4x 10x 10x 6x 32x 22x 4

x x

       
 


  

 

   

 

 

2 4 26 4 2 6 4 2

3 3 3
3 3 3

x x 9x 6 22x 18x 12x 4 x 9x 6x 2
2 2 ,x 0

x x x x x x

       
   

  
 

 

ii) 
4 2x 9x 6 0   , 

2x 0  και επίσης έχουμε ότι:  

 

   
3

3 2 3x x 0 x x 1 0 x 0 x x 0 x 0           

 και ομοίως ισχύει: 

    
3

3 2 3x x 0 x x 1 0 x 0 x x 0 x 0              

Άρα προκύπτει ο παρακάτω πίνακας: 

 Άρα η f είναι κοίλη στο  ,0  και κυρτή στο  0, . 

 

 

iii) Έχουμε ότι η συνάρτηση  
2

3

x 2
f x ,x

x x


 


 είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα 

διαστήματα  ,0  και  0, . 

 x           0         

 2x    + + 

  4 2x 9x 6    + + 

  2 4 2x x 9x 6 2     + + 

  
3

3x x   − + 

f   − + 

 

f  4 3 
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Είναι           
xx 0

f ,0 f x ,lim lim f x ,0
 

     και          
x x 0

f 0, f x ,lim li f x 0,m
 

     ,άρα  

     f ,0 f 0,     οπότε  η f είναι 1-1 στο πεδίο ορισμού της και άρα αντιστρέφεται. Είναι 

 1f
D f

   . 

 

iv) Έστω ότι υπάρχουν  1 2y , y ,0   με 1 2y y  τέτοια, ώστε    1 1

1 2f y f y  , τότε επειδή η f είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  ,0 , έχουμε:      1 1

1 2 1 2f f y f f y y y     άτοπο. Άρα για κάθε 

 1 2y , y ,0   με 1 2y y  είναι    1 1

1 2f y f y  , οπότε η 1f  είναι γνησίως φθίνουσα   στο  ,0 . 

Έστω ότι υπάρχουν  1 2y , y 0,   με 1 2y y  τέτοια, ώστε    1 1

1 2f y f y  , τότε επειδή η f είναι  

γνησίως φθίνουσα στο  0, , έχουμε:      1 1

1 2 1 2f f y f f y y y     άτοπο. Άρα για κάθε  

 1 2y , y 0,   με 1 2y y  είναι    1 1

1 2f y f y  , οπότε η 1f  είναι γνησίως φθίνουσα   στο  0, . 

 

v)                  2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2f x f ημ x f ημ x f x f x f x f ημ x f ημ x 1           

Πρέπει 
2x 0 x 0    και 2ημ x 0 . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση      1g x f x f x , x 0   . Για κάθε 1 2 1 2x ,x 0 με x x   είναι 

       1 1

1 2 1 2f x f x και f x f x   . Με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει ότι 

     1 2g x g x g 0,  2  

Η σχέση (1) γίνεται:    
 g 0,

2 2 2 2g x g ημ x x ημ x ημx x


    
2

 που ισχύει αφού x 0  

 

12. Δίνεται η συνάρτηση  f : 0,   με τύπο   2f x x x 1 , x 0     . 

α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και την κυρτότητα. 

β) Να δείξετε ότι  f x 0  για κάθε x 0 . 

γ) Να λυθεί η εξίσωση 4

3

3
x x

4 4
  .    

δ) Να μελετήσετε αν η f έχει ασύμπτωτες και να χαράξετε πρόχειρα την γραφική της παράσταση 

έτσι  

    ώστε να διακρίνεται το πρόσημό της, η μονοτονία της, η κυρτότητά της και οι τιμές τις κοντά 

στο   

    μηδέν.  

ε) Ένα σημείο υλικό σημείο Μ κινείται επί της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f και     

    απομακρύνεται από τον άξονα y΄y με ταχύτητα 1 m/sec. Την χρονική στιγμή t 1  sec διέρχεται  

    από το σημείο  1, 1  . Να βρείτε: 

    i) Τη χρονική στιγμή 0t 0  κατά την οποία το Μ έχει την μέγιστη τεταγμένη. 

    ii) Την ταχύτητα απομάκρυνσης από το σημείο  1,1  την χρονική στιγμή t 1  sec.   

Λύση 

 

α) Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

παράγωγο  
1 1 4x x

f x 2x ,x 0
2 x 2 x


     . 

  3
3

1 4x x 1 1 1
f x 0 0 4x x 1 x x x x

4 16 162 x


              
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  3
3

1 4x x 1 1 1
f x 0 0 1 4x x 0 x x x 0 x

4 16 162 x


                

  3
3

1 4x x 1 1 1
f x 0 0 1 4x x 0 x x x x

4 16 162 x


               

Επειδή η f είναι συνεχής στο μηδέν και στο 3
1

x
16

  είναι 3
1

f 0,
16

 
 
 

1  και 3
1

f ,
16

 
 

 
2 .                                                                                   

H f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 3
1

x
16

  το   

       

2 2

3 3 3 3 33 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 1

f 1 1 1 1
16 16 16 4 2 2 4 4 4 4 4

     
                    

     

. 

H f   είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο 

 

1

1x
f x 2 2 0

4x 4x x
         για x 0 , άρα η f είναι κοίλη στο  0, . 

β) Επειδή η f έχει μέγιστο στο 3
1

x
16

  ,για κάθε x 0  ισχύει ότι:  

   33
1 3 1

f x f 1 0
16 4 4

 
     

 
 αφού 

3
1

4
  και 3

1
1

4
 . 

γ) Η εξίσωση που δόθηκε είναι 4

3

3
x x

4 4
  4

3

3
x x 1 1

4 4
      

3

3
f x 1

4 4
   (1) 

Από ερώτημα Β2 ισχύει   3
3 1

f x 1
4 4

   για κάθε 3
1

x
16

  οπότε  η (1)  ισχύει μόνον για   

       3
1

x
16

 3
1

x
16

 

2

3
3

1 1
x

16 4 4

 
    

 

. 

δ) Η συνάρτηση f μπορεί να έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη στο μηδέν αφού είναι συνεχής στο πεδίο 

ορισμού της και το μηδέν είναι άκρο αυτού.  Έχουμε ότι    2

x 0 x 0
lim lim x  x 11f x

  
     άρα δεν έχει 

κατακόρυφες ασύμπτωτες.  Επίσης έχουμε ότι:

  2

2

2

x

2

x x x

x x 1
l

xx
im lim l xim l

x 1
x 1

xf

x x
im

x

x   

 
  

 








2x
 

2

1
1 0 1 0

xx

 
        

 
   

Άρα η f δεν έχει ούτε πλάγιες ούτε οριζόντιες ασύμπτωτες. 

 

Επίσης ισχύει  f 1 1   και  f x 0  για κάθε x 0  και έχουμε και τον διπλανό πίνακα μεταβολών 



                                                                                                                                         www.Askisopolis.gr 

39 

 

Και επίσης και με βάση ότι  
x 0
lim  f x 1


   μπορούμε να σχεδιάσουμε την f στο περίπου χωρίς 

ακριβέστατο προσδιορισμό της θέσεως του ακροτάτου αλλά σε σχέση 

με αυτά που μας ζητάει η εκφώνηση. Οπότε έχουμε: 

x  
 0            3

1

16
         

 f x   + - 

 f x   - - 

f  
6 8 

 

ε) i) Έστω     Μ x t , y t , όπου     y t f x t  

Απομακρύνεται από τον άξονα y΄y με σταθερή ταχύτητα 1 m/sec άρα έχουμε ότι  x t 1   για κάθε t 0 . 

Άρα ισχύει:     x t 1 x t t c, t 0,c       . 

Για t 1  διέρχεται από το σημείο  1, 1   άρα ισχύει  x 1 1  άρα τελικά c 0 . 

Άρα έχουμε  x t t, t 0   και       y t f x t f t  . Επομένως η τεταγμένη y παρουσιάζει μέγιστο όπου 

και η συνάρτηση f δηλαδή για 3
1

t
16

  sec το Μ έχει μέγιστη τεταγμένη.  

ii) Η απόσταση BΜ δίνεται από την συνάρτηση: 

               
22 2 2

d t x t 1 y t 1 x t 1 f x t 1 , t 0           

Η d είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση και πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο: 

                                     
             

      
22

x t 1 x t f x t 1 f x t x t
d t , t 0

x t 1 f x t 1

    
  

  

 

Για t 1  sec έχουμε:  
             

      

      

    
2 222

x 1 1 x 1 f x 1 1 f x 1 x 1 1 1 1 f 1 1 f 1 1
d 1

1 1 f 1 1x 1 1 f x 1 1

         
   

    

  

 

 

 
2

3 3
1 1 2

32 2

241 1

   
       

   
  

 

 m/sec 

13. Δίνεται συνάρτηση f ,  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  e, με 

 
 

x e
ln x e x 3

f x , x e
x e


  

  


 και  f e 1 0  . Να αποδείξετε ότι: 

α)      f x x 3 ln x e   , x e . 

β) υπάρχει  ξ 3,e 1  τέτοιο, ώστε  f ξ 0  . 

γ) η f παρουσιάζει ακρότατο στο x ξ . 
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δ)    f x e e 2 x e 2      για κάθε x 0 . 

 

Λύση 

 

α) 1ος τρόπος 

     

     

     . Είναι , οπότε , . 

     2ος τρόπος 

    Έστω η συνάρτηση . 

    Η h είναι παραγωγίσιμη στο ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

    

     

    . Είναι  

     για κάθε . 

 

β) Η f είναι συνεχής στο ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο  

     με . 

    Είναι , δηλαδή , 

    οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Rolle, υπάρχει τέτοιο, ώστε . 

 

γ) Η f ΄ είναι παραγωγίσιμη στο  με  

      άρα η   . 

    Για κάθε  είναι  και για κάθε  είναι . 

    Επειδή η f είναι συνεχής στο   , η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,γνησίως αύξουσα στο  

    οπότε έχει τοπικό ελάχιστο στο . 

 

δ)          f x e e 2 x e 2 x e 3 ln x e e e 2 x e 2 0                 

         x e 3 ln x e 2 x e 2 0        

      Θεωρούμε τη συνάρτηση      φ x x e 3 ln x e 2 x e 2, x 0        . 

     Η φ είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

       
   x e 3 e 2 x 1 e 2 x e 3x e 3

φ x ln x e 2 ln x ln x
x x x

        
           

     
   

 
3 e x 3 e x 1

φ x ln x ln x 3 e
x x

   
      . Παρατηρούμε ότι  φ 1 0  . 

 
   x e x eln x e x 3

f x
x e

   
  



 ln x e

x e




   

x 3 1
ln x e x 3

x e x e


     

 

             
1

f x x 3 ln x e x 3 f x x 3 ln x e
x e

             

     f x x 3 ln x e c, c      f e 1 0 c 0         f x x 3 ln x e   x e

       h x f x x 3 ln x e , x e    

 e,

       
     

x e
ln x e x 3 x e ln x e x 31

h x f x ln x e x 3
x e x e x e


      

        
  

       
   

x e x e
ln x e x 3 ln x e x 31

h x f x ln x e x 3 0
x e x e x e

 
     

         
  

 h x c, c           h e 1 f e 1 e 1 3 ln e 1 e 0 h x 0           

     f x x 3 ln x e   x e

 3,e 1

 3,e 1  
 

x e
ln x e x 3

f x , x e
x e


  

  


         f 3 3 3 ln 3 e 0, f e 1 e 1 3 ln e        1 e   0    f 3 f e 1 

 ξ 3,e 1   f ξ 0 

 e,

   
x 3 1 x

f x ln x e
x e x e

 
      

  

e x 

   
2 2

3 1 3 e
0

x ex e x e

 
  

 
f <

e x ξ     f x f ξ 0   x ξ    f x f ξ 0  

 e,  e,ξ

 ξ, x ξ
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     Είναι    
 

   
2 2

x x 11 1 1
φ x 3 e 3 e 0 φ 0,

x x x x

 
         1 . 

    Για κάθε      
φ

0 x 1 φ x φ 1 0 φ 0,1


      
1

2  και για κάθε x 1 είναι  

         φ x φ 1 0 φ 1,    1 . Η φ έχει ελάχιστο το  φ 1 0 , οπότε για κάθε x 0 είναι 

      φ x φ 1     x e 3 ln x e 2 x e 2 0        

 

14. Δίνεται συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο  0,  με  f 1 0  τέτοια ώστε σε κάθε σημείο 

  0 0Α x ,f x  έχει  εφαπτομένη την ε:    3 2 2 3

0 0 0 0 0 0 02x f x x x x y x f x x 0        . 

α) Να δείξετε ότι   2f x x ln x , x 0   . 

β) Να δείξετε ότι η εξίσωση  f x x 1  για κάθε x 0 .      

γ) Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση    h x f x λx λ , λ    . Να δείξετε ότι:  

    i)  h 1 0  . 

    ii) λ 1   

δ) Δίνεται η συνάρτηση   xg x e , x   . 

    i) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο  Α 1,0  εφάπτεται και στη gC . 

    ii) Να δείξετε ότι    f x g x  για κάθε x 0 . 

Λύση 

α) Η ε έχει συντελεστή διεύθυνσης 
  3

0 0 0

2

0

2x f x x
λ

x


 . Όμως η ε είναι εφαπτομένη της fC στο  

    σημείο Α, οπότε  
 

   
3

0 0 0 2 3

0 0 0 0 0 02

0

2x f x x
f x λ x f x 2x f x x

x


        

       2 3

0 0 0 0 0x f x 2x f x x   και επειδή η σχέση ισχύει για κάθε  0x 0 , είναι  

         2 3x f x 2xf x x , x 0    . 

    Είναι    
     

 
2

2 3

4 2

x f x 2xf x f x1
x f x 2xf x x ln x

x x x

            
 

 

   
 

  2 2

2

f x
ln x c f x x ln x cx , c

x
      . Είναι  f 1 0 c 0   οπότε   2f x x ln x, x 0  . 

 

β) Έστω      2k x f x x 1 x ln x x 1, x 0       . 

    Η k είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  k x 2x ln x x 1    . 

    Για κάθε x 1 είναι x 1 0, 2x ln x 0   , άρα  k x 0  , οπότε k<  1, . 

    Για κάθε 0 x 1  είναι x 1 0, 2x ln x 0   , άρα  k x 0  , οπότε k>  0,1 . 

    Η k έχει ελάχιστο το  k 1 0 , άρα    k x 0 f x x 1     για κάθε x 0 . 

 

γ) i) Παρατηρούμε ότι  h 1 0 . Είναι      h x 0 h x h 1    για κάθε x 0 , οπότε η h παρουσιάζει  

       ελάχιστο στο x 1 που βρίσκεται στο εσωτερικό του πεδίου ορισμού της. Επειδή η h είναι  

       παραγωγίσιμη, λόγω του θεωρήματος Fermat είναι  h 1 0  . 

      ii)  
       

x 1 x 1

h x h 1 h x h 1
h 1 0 lim lim 0

x 1 x 1  

 
    

   

     
    

               
x 1 x 1 x 1 x 1

f x λ x 1 f x λ x 1h x h 1 f x λ x 1
lim lim lim lim

x 1 x 1 x 1 x 1      

     
   

   
 



                                                                                                                                         www.Askisopolis.gr 

42 

 

            
     

 
x 1 x 1

f x f x f 1
lim λ lim λ f 1 λ 1 λ

x 1 x 1  


      

 
. Άρα 1 λ 0 λ 1      

    

δ) i) Η εφαπτομένη της fC στο Α έχει εξίσωση ε:   y 0 f 1 x 1 y x 1       

          Για να εφάπτεται η ε στη gC πρέπει αρχικά να υπάρχει 1x   τέτοιο, ώστε  

            1x

1 ε 1g x λ 1 e 1 x 0
       . 

          Η εφαπτομένη της gC στο 1x 0  έχει εξίσωση    y g 0 g 0 x y 1 x y x 1        , δηλαδή  

          είναι η ε. 

 

       ii) Αρχικά θα βρούμε τη σχετική θέση της gC  με την ε. 

          Θεωρούμε τη συνάρτηση       xk x g x x 1 e x 1, x        . 

           Η k είναι παραγωγίσιμη στο  με   xk x e 1   . 

           Είναι   x xk x 0 e 1 0 e 1 x 0 x 0              

          Για κάθε x 0 είναι  k x 0   και επειδή η k είναι συνεχής στο  ,0 , είναι γνησίως αύξουσα  

          στο διάστημα αυτό. 

          Για κάθε x 0 είναι  k x 0   και επειδή η k είναι συνεχής στο  0, , είναι γνησίως φθίνουσα  

          στο διάστημα αυτό. Η k έχει μέγιστο το  k 0 0 , οπότε    k x 0 g x x 1     για κάθε x  

          και το ίσον ισχύει μόνο για x 0 . 

          Από το Γ2 είναι  f x x 1   και το ίσον ισχύει μόνο για x 1 , άρα για κάθε x 0 είναι 

             f x x 1 g x   . 

          2ος τρόπος 

          x x xe x 1 e x 1 e x 1 g x x 1                

          Από το Γ2 είναι  f x x 1   και το ίσον  ισχύει μόνο για x 1 , άρα για κάθε x 0 είναι 

             f x x 1 g x   . 

 

15. Δίνεται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις  f ,g,h : 0,    για τις οποίες ισχύουν:  

   
   

2u 0

g x u g x u
h x lim

u

  
  

   
 g x

xf x e ,x 0  .  

     
3 2

3 x x
h x h x x

3 2
     

   2

2x

1
g 0 lim 2ln x ln(x 2020)

x x 1 x x

 
    

    
. 

α) Nα δείξετε ότι η h είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

β) Να βρείτε το πρόσημο της h και να δείξετε ότι  η g είναι γνησίως αύξουσα  στο  0, . 

γ) i) Να δείξετε ότι   g 0 0 . 

    ii) Να δείξετε ότι  η  g  είναι κυρτή και στη συνέχεια ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 

 

Αν  g 1 1  : 

δ) i) να δείξετε ότι υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιος ώστε  
1

g ξ
2

  
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            ii) να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2ξ ,ξ 0,1 τέτοιοι ώστε    1 2g ξ g ξ 2    

            iii) να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2θ ,θ 0,1 τέτοιοι ώστε 
   1 2

1 1
2

g θ g θ
 

 
. 

 

Λύση 

α) i) Έστω (1) η σχέση    
3 2

3 x x
h x h x x

3 2
    . 

           Με παραγώγιση της έχουμε :  

                    2 2 2 2

0

3h x h x h x x x 1 h x 3h x 1 x x 1



 
            
 
 

 

            
 

2

2

x x 1
h x 0

3h x 1

 
  


 αφού 2x x 1 0   ( (Δ 3 0)    άρα η h είναι γνησίως αύξουσα .         

β)  Από τη σχέση (1) έχουμε :           
3 2 3 2

3 2x x 2x 3x 6x
h x h x x h x h x 1

3 2 6

 
          

          
 

 
 

  

2 2

2

2

0

x 2x 3x 6 x 2x 3x 6
h x h x 1 h x 0

6 6 h x 1


     
     
  
 

 αφού x 0  και 

       22x 3x 6 0   ( Δ 39 0   ). 

       Όμως  
           

u 0 u 0

g x u g x u g x u g x g x u g x1
h x lim lim

2u 2 u u 

        
    

 
       

            
1

g x g x g x
2

    .Άρα  g x 0  για x 0 , η g συνεχής στο  0, οπότε η g είναι γνησίως  

      αύξουσα στο  0, . 

γ) i)   2

2x

1
g 0 lim [2ln x ln(x 2020) ]

x x 1 x x
   

   
=0 γιατί  

           2 2

x
lim [ln x ln(x 2020)]


  
2

2x

x
lim ln

x 2020


 ω 1
limln ω 0


  όπου 
2

2

x
ω

x 2020



  με  

          
2 2

2 2x x x

x x
lim lim lim 1 1

x 2020 x  
  


. 

          Ακόμη  
2x

1
lim

x x 1 x x     2x

1
lim

x x 1 (x x)


   

2

2 2 2x

x x 1 (x x)
lim

( x x 1) (x x)

   


   
   

            
2

2 2x

x x 1 x x
lim

x x 1 (x 2x x x)

   


    

2

x

x x 1 x x
lim

1 2x x

   


 x

x

lim



2

1 1 1
( 1 1 )

x x x

x

   

1
x( 2)

x x


 

            
2

x

1 1 1
1 1

1 2x x x
lim 0 0

1 2x 2
x x



   
 

     
 

 

ii) Η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο    g x h x 0    άρα η g είναι κυρτή. 

   Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο   
     g x

x
2

xg x g x
f x e

x

 
   . 

   Θεωρούμε τη συνάρτηση      α x xg x g x ,x 0   . 

   Η συνάρτηση α είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο   
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      α x g x     xg x g x    xg x 0  άρα η α είναι γνησίως αύξουσα  στο  0, . 

    Για        
α

x 0 α x α 0 α x 0 f x 0      
<

 , η f συνεχής στο  0,  άρα η f είναι γνησίως  

    αύξουσα  στο  0, . 

            

δ) i) Το     
1

g 0 ,g 1
2
 , η g  είναι συνεχής στο  0,1 οπότε από το θεώρημα ενδιάμεσων  

           τιμών υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιο ώστε  
1

g ξ
2

 . 

        ii) Ισχύουν οι προϋποθέσεις του ΘΜΤ στα  
1 1

0, , ,1
2 2

   
   
   

 άρα υπάρχουν  

          1 2

1 1
ξ 0, ,ξ ,1

2 2

   
    
   

 τέτοια ώστε  
 

 1 1

1
g g 0

12
g ξ g ξ 2g

1 2

2

 
 

       
 

 ,  

           
 

 2 2

1
g 1 g

12
g ξ g ξ 2 1 g

1 2
1

2

 
  

         
  

. 

          Επομένως    1 2

1 1 1 1
g ξ g ξ 2 1 g 2g 2 1 g g 2

2 2 2 2

          
                  

          
. 

 

    iii) Ισχύουν οι προϋποθέσεις του ΘΜΤ στα     0 00,x , x ,1  άρα υπάρχουν    1 2θ 0,ξ ,θ ξ,1   τέτοια  

      ώστε     
   

 
   

1 1

1 1

1
g ξ g 0 1 ξ 12g θ g θ 2ξ

1ξ ξ g θ g θ

2


       

 
 ,  

           
   

 
   

2 2

2 2

1
1g 1 g ξ 1 1 ξ 12g θ g θ 2 2ξ

11 ξ 1 ξ g θ g θ

2

 
        

  
. 

          Επομένως 
   1 2

1 1
2ξ 2 2ξ 2

g θ g θ
    

 
. 

 

16. Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει ότι      3xf x f x 2x    για κάθε 

x  και  f 1 1 . 

α)  Να δείξετε ότι   3f x x . 

β) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 

γ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f σε οποιοδήποτε σημείο της  

    3,   , α ≠ 0 έχει με αυτήν και άλλο κοινό σημείο Ν εκτός του Μ.  Στη συνέχεια να δείξετε 

   ότι στο σημείο Ν η κλίση της fC  είναι τετραπλάσια της κλίσης της στο Μ. 

δ) Αν x 0 , να βρείτε για ποια τιμή του  x 0,1  η κατακόρυφη απόσταση των γραφικών   

    παραστάσεων των 
1f και f 
γίνεται μέγιστη. 

ε) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης   4 2f x x 3x 7x 4     . 

Λύση 
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α)        3 3xf x f x 2x xf x f x 2x        (1) 

    Αν x 0  η (1) γίνεται  f 0 0 . 

    Αν x 0  η (1) γίνεται: 
     

 2

2

xf x f x f x
2x x

x x

    
    

 
 

  

 

 

 

 

2
31

1

3

2 2

2

f x
x c , x 0 f x x c x, x 0x

f x f x x c x, x 0
x c , x 0

x


       

 
     



, 1 2c ,c  . 

   Είναι   2 2f 1 1 1 1 c c 0      , οπότε  

3

1

3

x c x, x 0

f x 0 , x 0

x , x 0

  


 




 

   Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο , είναι παραγωγίσιμη και στο x 0 , οπότε 

   
        3 3

1

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 f x f 0 x c x x
lim lim lim lim

x x x      

  
  

2

x


x 0

x
lim



 2

1x c

x


10 c 0   . 

    Άρα    

3

3

3

x , x 0

f x f x 0 , x 0 x , x

x , x 0

 


    




 

β)  Είναι   2f x 3x 0    για x 0  οπότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  αφού  

    είναι συνεχής στο . Άρα είναι 1-1 οπότε αντιστρέφεται.   3f x y x y.     

    Αν y 0  τότε  13 3x y f y y    οπότε  1 3f x x  . 

   Αν y 0  τότε  13 3x y f y y      οπότε  1 3f x x    . 

   Άρα  
3

1

3

x ,x 0
f x

x ,x 0


 

 
  

 . 

γ) Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α είναι :  

         3 2 2 3y f f x y 3 x y 3 x 2                 . 

     2 3 3 2 3 3 2 2 3f x 3 x 2 x 3 x 2 0 x x 2 x 2 0                    

           2 2 2 2x x 2 x 0 x x x 2 x 0              

       2 2x x x 2 0 x 0 x ή                         

    2 2 2 2 2x x 2 0 x x 0            

       x x x 0           x x 2 0 x ή x 2          . 

    Είναι    
3 3f 2 2 8         . Άρα έχουν και άλλο κοινό σημείο εκτός από το Μ το  32 , 8     . 

   Είναι      
2 2 2f 2 3 2 3 4 4 3 4f              .   

    Άρα η κλίση της fC  είναι τετραπλάσια της κλίσης της στο Μ 

 

δ)    
x 0 x 0

1 3 9 83f x f x x x x x 1 x x 1
 

          . 

    Για κάθε  x 0,1  1f
C  βρίσκεται πάνω από την fC , οπότε η κατακόρυφη απόσταση των δύο καμπυλών  

    είναι        1 33d x f x f x x x , x 0,1     . 

    Είναι      1 2

3 2

1
d x f x f x 3x

3 x

      και  
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     
x 0

2 6 8

2 6 43 2

1 1 1 1
d x 0 3x 27x x x

27x 3 273 x



           

    Για κάθε 
4

1
x 0,

27

 
 
 

 είναι  
4

1
d x 0 d 0,

27

 
    

 
1  και για κάθε 

4

1
x ,1

27

 
 
 

 είναι  

     
4

1
d x 0 d ,1

27

 
   

 
2 . Η κατακόρυφη απόσταση d γίνεται μέγιστη για 

4

1
x

27
 . 

ε)    4 2 4 3 2f x x 3x 7x 4 5 x x 3x 7x 4 0            

     3x 1 x 3x 4 0      

   x 1  ή  3x 3x 4 0    

   Έστω   3g x x 3x 4, x    . 

   Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με   2g x 3x 3   . 

   Είναι   2 2g x 0 3x 3 0 x 1 x 1 x 1 ή x 1              

   Για κάθε  x , 1    είναι    g x 0 g , 1    1 . 

   Για κάθε  x 1,1   είναι    g x 0 g 1,1   2  και για κάθε  x 1,   είναι    g x 0 g 1,   1 . 

   Είναι    3 3

x x x x
lim g x lim x , lim g x lim x
   

      ,  g 1 6   και  g 1 2 . 

   Στο διάστημα  1 , 1     η g είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα 

          1
x

g lim g x ,g 1 ,6


    


. 

   Επειδή  10 g  , η εξίσωση  g x 0  έχει ακριβώς μια ρίζα στο 1 . 

   Στο διάστημα  2 1,1    η g είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα άρα        2g g 1 ,g 1 2,6       . 

   Επειδή  20 g   η εξίσωση  g x 0  είναι αδύνατη στο 2 . 

   Στο διάστημα  3 1,    η g είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα 

         3
x

g g 1 , lim g x 2,


   


. Επειδή  30 g   η εξίσωση  g x 0  είναι αδύνατη στο 3 . 

  Τελικά η (5) έχει 2 λύσεις. 

 

17. Δίνονται οι συναρτήσεις g,h : ,
2 2

  
  
 

 με τύπους  g x x , x ,
2 2

  
    

 
  και 

 h x x,x ,
2 2

  
    

 
. 

α) Να δείξετε ότι    g x xh x 1   για κάθε x ,
2 2

  
  
 

.  

β) Να δείξετε ότι    βg α αg β  για κάθε 
π

0 α β
2

   . 

γ) Να ορίσετε την συνάρτηση        f x g h x h g x   και να βρείτε την μονοτονία της. 

δ)  Αν  1 1     και 1
4


  , να δείξετε ότι η εξίσωση  

  
  

 
x

ln f x 1
x

   
  

    

   

     έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα 0,
2

 
 
 

. 

Λύση 

α) Έστω      
π π

φ x g x xh x ημx xσυνx, x ,
2 2

 
      

 
. 

     Είναι  φ x συνx συνx xημx xημx     . 

1 -1 -3  7 - 4 ρ=1 

  1  0 -3   4 

1  0 -3  4   0 
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    Για 
π

x 0,
2

 
 
 

 είναι  φ x 0   και για 
π

x ,0
2

 
  
 

 είναι ημx 0 xημx 0    άρα  φ x 0   για  

    κάθε 
π π

x ,0 0,
2 2

   
     
   

 και επειδή η φ είναι συνεχής στο 
π π

,
2 2

 
 
 

, είναι γνησίως αύξουσα στο  

    διάστημα αυτό. Για κάθε 
π π

x
2 2

    είναι      
π π

φ φ x φ 1 φ x 1 φ x 1
2 2

   
           
   

 

β)    
ημα ημβ

βg α αg β βημα αημβ
α β

      

      Θεωρούμε τη συνάρτηση  
ημx π

t x , x 0,
x 2

 
  

 
. Είναι  

 
2 2

φ xxσυνx ημx
t x

x x


   . 

     Για κάθε 
π

0 x
2

   είναι    φ x φ 0 0    
π

t x 0 t 0,
2

 
   

 
2 . 

    Είναι    
ημα ημβ

α β t α t β βημα αημβ
α β

        

γ) Έχουμε   
1 x 1

g h h gD
2

, / x , ,
2 2 2 2

x D / h x D x
2

            
         

 
      

      
 και επίσης    

       
1 x 1

h g g hD
2

, / x , ,
2 2 2 2

x D / g x D x
2

            
         

 
      

      
, άρα fD   ,

2 2

  
 
 

 

    Άρα                  f x g h x h g x g h x h g x x x           

 

      Μονοτονία της f. 

   

       1ος  τρόπος (Χωρίς παραγώγους): 

     Για κάθε 
1 2x ,x 0,

2

 
 
 

 με 1 2x x   

     -    
xx

1 2 1 2x x x x


         
m]

  (3)  γιατί  
2 10 x x 1

2


        

     -    
x x

1 2 1 2x x x x
 

         
m ]

  (4)  γιατί 
1 20 x x 1

2


       

            1 23 4 : f x f x f 0,
2

 
    

 
] . Για κάθε 

1 2x ,x ,0
2

 
  
 

 με     

     
 

       
1 2

Άf

1 2 1 2 1 2 1 2
x , x 0, /2

x x x x f x f x f x f x f ,0
2



   

 
             

 

2

1  

      (ΣΧΟΛΙΟ: Θα μπορούσαμε όπως δουλέψαμε στο διάστημα 0,
2

 
 
 

 να δουλέψουμε ομοίως και στο     

       διάστημα ,0
2

 
 
 

 όμως με το δεδομένο ότι είναι άρτια τελειώνουμε πολύ πιο γρήγορα). 

       Και επειδή είναι συνεχής στο μηδέν τότε το  f 0 1 1    είναι ολικό μέγιστο. 

       2ος  τρόπος (Με παραγώγους): 

      Η f είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση και πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο: 

     
       f x x x x x ,x ,

2 2

  
            

 
  

     Στο διάστημα 0,
2

 
 
 

 έχουμε ότι  x, x 0,1 0,
2

 
     

 
 και  

           x , x 0,1 0,
2

 
       

 
 άρα      x , x 0       αφού μέσα στους      



                                                                                                                                         www.Askisopolis.gr 

48 

 

     τριγωνομετρικούς αριθμούς έχουμε γωνίες 1ου τεταρτημορίου άρα ισχύει  f x 0   για κάθε x 0,
2

 
 
 

  

      και επειδή η f είναι συνεχής στο 0,
2

 
 
 

τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 0,
2

 
 
 

. 

    Για κάθε 
1 2x ,x ,0

2

 
  
 

 με     

      
 

       
1 2

Άf

1 2 1 2 1 2 1 2
x , x 0, /2

x x x x f x f x f x f x f ,0
2



   

 
             

 

2

1  

   (ΣΧΟΛΙΟ: Θα μπορούσαμε όπως δουλέψαμε στο διάστημα 0,
2

 
 
 

 να δουλέψουμε ομοίως και στο     

     διάστημα ,0
2

 
 
 

 όμως με το δεδομένο ότι είναι άρτια τελειώνουμε πολύ πιο γρήγορα). 

    Και επειδή είναι συνεχής στο μηδέν τότε το  f 0 1 1    είναι ολικό μέγιστο. 

 
     Επίσης το πρόσημο της παραγώγου θα μπορούσε να δειχτεί και με την παρακάτω πιο χρονοβόρα      

     διαδικασία: 

     Για κάθε 
1 2x ,x ,0 :

2

 
  
 

 

      - 1 x 0 0 x 1        , 0 x 1 1 x 0        ,  
x

1 x 0 x 0


       
m

 

      -     
x

0 x 1 0 1 x 1


         
]

  

     Για κάθε 
1 2x ,x 0,

2

 
 
 

 είναι   0 x 1 1 x 0        ,  0 x 1 1 x 0         

    -  
x

0 x 1 x 0


      
m

,    
x

0 x 1 0 1 x 1


         
]

  

     Άρα προκύπτει ο παρακάτω πίνακας: 

 x   
                    

2


                              0                              

2


               

 x                                   

 x                                 

  x                                  

  x                                  

  x x                                    

   x x                                    

  f x                                 

  

               f x     1   2 

 

δ) 
  
  

           
x

ln f x 1 ln x ln x f x 1 0
x

   
             

    

 

     Έστω η συνάρτηση            g x ln x ln x f x 1,x 0,
2

 
           

 
 

     Θα βρούμε την μονοτονία της g με δύο τρόπους: 

     1ος τρόπος (Χωρίς Παραγώγους): 
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      Για κάθε 
1 2x ,x 0,

2

 
 
 

 με 1 2x x   

     -     
x xx

1 2 2 10 x x 1 0 x x 1
2

 
               
m m]

        

                   
x ln x

2 1 2 10 x x 1 ln x ln x
2

 
                    
m m

  

        1 2ln x ln x           (5)   

    -    
x x

2 1 2 10 x x 1 0 x x 1
2 2

  
                 

m] ]

   

                  
ln xx

1 2 1 20 x x 1 ln x ln x


                 
m]

  

        1 2ln x ln x          (6) 

     -        
f

1 2 1 2f x f x f x 1 f x 1     
]

    (7) 

               1 25 6 7 :g x g x g 0,
2

 
     

 
]  

 

2ος τρόπος (Με Παραγώγους): 

     

 
   
  

   
  

 
x x

g x f x
x x

 
     

    
     

  

       

 

  
  

   
 

  
     

2 2

x x x
x

x x
x x x x

x x

   
  

    
        

     
 

 

     

   
    

     2 2

x xx x
x x x x

x x x x

     
        

          

  

     Ισχύει  g x 0   στο 0,
2

 
 
 

 επειδή    x, x, x , x 0,
2

 
      

 
 άρα επειδή η g είναι  

     συνεχής στο 0,
2

 
 
 

 τότε η g είναι γνησίως φθίνουσα. 

     Η g είναι συνεχής ως σύνθεση και πράξεις συνεχών συναρτήσεων και έχουμε: 

     -       
 

1
g 0 ln 1 ln 1 1 ln 1 0

1

 
              

   γιατί     

                         
   

1 1
1 1 1 ln 0

1 1

  
             

 και 1 0    

     -   g ln 1 1 1 0
2

 
       

 
   γιατί       0 1 1 1 ln 1 0

4


         

m

 και       

     1 1    

    Άρα από θεώρημα Bolzano υπάρχει  0 0x 0, : g x 0
2

 
  
 

  όμως η g είναι γνησίως φθίνουσα στο  

    0,
2

 
 
 

 άρα το xo είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης στο διάστημα αυτό. 
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18. Έστω η άρτια συνάρτηση f:  0,1 ,συνεχής στο και παραγωγίσιμη στο  της οποίας η 

γραφική παράσταση δίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω      a : ,0 με a x f x , x 0     και      b : 0, με b x f x , x 0    . Δίνεται 

επίσης η συνάρτηση     2g x f x x , x  
 
 και η ευθεία 1ε που είναι εφαπτομένη της a στο 

σημείο  A 0,1 . 

α) Να βρείτε την εφαπτομένη ημιευθεία 2ε της bC στο  A 0,1 για x 0 . Στη συνέχεια να 

εξετάσετε   

     αν η g είναι παραγωγίσιμη.                  

β) Χρησιμοποιώντας το σχήμα, να μελετήσετε τη συνάρτηση g ως προς τη μονοτονία και τα  

    ακρότατα. 

γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση  g x 0  έχει ακριβώς δύο ρίζες και στη συνέχεια να κάνετε  

    κατάλληλη γεωμετρική ερμηνεία της εξίσωσης. 

δ) Να δείξετε ότι υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιο, ώστε    f ξ 1 ξf ξ 1 1 4ξ     . 

ε) Να υπολογίσετε το όριο 
 

   x

ln f x
lim

ημf x f x 
.  

Λύση 

α) Η ευθεία  1ε έχει εξίσωση 
 

 
1 0

y 1 x 0 y x 1
0 1


     

 
 

      Επειδή η 1ε είναι εφαπτομένη της aC  στο Α, είναι  
     

1ε
x 0 x 0

a x a 0 a x 1
lim lim λ 1

x x  

 
   .  

    Επειδή η f είναι άρτια, η b είναι συμμετρική της a ως προς τον άξονα y΄y,  οπότε για κάθε x 0 είναι  

       b x a x  . 

    Είναι 
         

x u
x u

2
x 0 x 0 x 0 u 0 u 0

u 0

b x b 0 a x 1 a u 1 a u 1
λ lim lim lim lim 1

x x u u    



  


     



    
     


 

    Η εφαπτομένη ημιευθεία 2ε της bC στο  A 0,1 έχει εξίσωση:   2y b 0 λ x y x 1       

 

     Για κάθε x 0 η g είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

           2g x f x x f x 2x
     .  

     Για κάθε x 0 η g είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

           2g x f x x f x 2x
     .  Στο x 0 είναι  
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       2 2

x 0 x 0 x 0

g x g 0 f x x 1 a x 1 x
lim lim lim

x x x    

   
  

x
1

 
  

 
 και 

   
x 0

g x g 0
lim

x


  

     
   2 2

x 0 x 0

f x x 1 b x 1 x
lim lim

x x  

  
  

x
1

 
   

 
, οπότε η  g δεν είναι παραγωγίσιμη στο x 0 . 

β) Παρατηρούμε ότι    f ,0 και 0, 1 2 . 

    Για κάθε 1 2x x 0   είναι    1 2f x f x  και 2 2 2 2

1 2 1 2x x x x     , άρα    2 2

1 1 2 2f x x f x x     

         1 2g x g x g ,0  1 . 

    Για κάθε 1 20 x x   είναι    1 2f x f x  και 2 2 2 2

1 2 1 2x x x x     , άρα    2 2

1 1 2 2f x x f x x     

         1 2g x g x g 0,  2 . 

    Παρατηρούμε ότι η f έχει μέγιστο το 1 για x 0 , οπότε για κάθε x είναι    f x 1 f 0  . 

   Επειδή 2 2x 0 x 0    , είναι      2f x x 1 g x g 0    . Άρα η g έχει μέγιστο το 1 για x 0 . 

γ) Είναι     2

x x
lim g x lim f x x 0 ,
 

          2

x x
lim g x lim f x x 0
 

      . Η g είναι 

συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  1Δ ,0  , οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το 

   1g Δ ,1  . Επειδή το 0 περιέχεται στο  1g Δ , υπάρχει μοναδικό 1 1ρ Δ τέτοιο, ώστε  1g ρ 0 . 

   Η g είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  2Δ 0,  , οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο  

   τιμών το    2g Δ ,1  . Επειδή το 0 περιέχεται στο  2g Δ , υπάρχει μοναδικό 2 2ρ Δ τέτοιο, ώστε  

    2g ρ 0 . Τελικά η g έχει ακριβώς 2 ρίζες. 

        2 2g x 0 f x x 0 f x x      Γεωμετρικά η fC τέμνει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  

    2y x ακριβώς σε δύο σημεία, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

δ)           2f x 1 xf x 1 1 4x f x 1 xf x 1 1 4x 0 xf x 1 x 2x 0
                      

   Θεωρούμε τη συνάρτηση      2h x xf x 1 x 2x , x 0,1     . 

   Η h είναι συνεχής στο  0,1  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο  0,1  με 

       h x f x 1 xf x 1 1 4x       . 

   Είναι  h 0 0  και    h 1 f 0 1 2 0    , δηλαδή    h 0 h 1 , άρα λόγω του θεωρήματος Rolle 

   υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιο, ώστε  h ξ 0      f ξ 1 ξf ξ 1 1 4ξ     . 

 

ε) 
 

   
 

   
 

x x

ln f x 1
lim lim ln f x

ημf x f x ημf x f x 

 
         

 γιατί 

      
 f x u

x x u 0
u 0

lim ln f x lim ln u






  


    και 

   
    

 

 
f x u

x x u 0
u 0

lim ημf x f x lim ημu u 0






  


      γιατί για u 0  είναι ημu u u ημu u     . 
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19. Δίνεται η συνάρτηση   
x x

x x

3α β
f x με α 0 , β 0 και α β

α β


   


 

α) Nα δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία y x  σε ένα τουλάχιστον σημείο  

     Α λ,λ με  λ 0,3  . 

β) Αν υποθέσουμε ότι η  γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία y = x και σε ένα ακόμη 

σημείο  

    με τετμημένη μ 3 , να αποδείξετε ότι υπάρχει εφαπτομένη της  fC  η οποία διέρχεται από την   

    αρχή των αξόνων. 

γ) Έστω α β . 

    i) να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία  και να βρείτε το σύνολο τιμών της.  

    ii) να αποδείξετε ότι η εξίσωση    x x x x1
x 1 α x β α β ln x

3

 
     

 
 είναι αδύνατη. 

δ) Να αποδείξετε ότι η  fC  δεν έχει κρίσιμα σημεία. 

Λύση 

 

α) Αρκεί η εξίσωση  f x x να έχει τουλάχιστον μια λύση στο  0,3 . 

    Θεωρούμε τη συνάρτηση      g x f x x, x 0,3   . 

   Η g είναι συνεχής στο  0,3  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

   Είναι        
3 3 3

3 3

3α β 3α
g 0 f 0 2, g 3 f 3 3 3

α β


      



3 3β 3α  3 3

3 3 3 3

3β 2β
0

α β α β


  

 
, δηλαδή 

      g 0 g 3 0 , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano, υπάρχει  λ 0,3  τέτοιο, ώστε 

      g λ 0 f λ λ   . 

 

β) Έστω ότι  f μ μ, μ 3  . 

   Η εφαπτομένη της fC στο 0x x είναι η ευθεία ε:     0 0 0y f x f x x x   . 

   Η ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων όταν:         0 0 0 0 0 00 f x f x 0 x x f x f x 0       . 

   Θεωρούμε τη συνάρτηση  
 

 
f x

h x , x λ,μ
x

  . 

   Η h είναι συνεχής στο  λ,μ  ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο  λ,μ  

   με  
   

2

f x x f x
h x

x

 
  . Είναι  

 
 

 f λ f μλ μ
h λ 1, h μ 1

λ λ μ μ
      , δηλαδή    h λ h μ , 

   οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Rolle, υπάρχει  0x λ,μ  τέτοιο, ώστε  0h x 0    

       0 0 0x f x f x 0   . 

 

γ) i) Είναι  
     

 

x x x x x x x x

2
x x

3α ln α β lnβ α β 3α β α ln α β lnβ
f x

α β

    
  


 

            
 

 

x x

2
x x

2α β ln α lnβ
f x 0

α β


  


 γιατί α β , άρα f2 . 

          Είναι  

x

x x

β

lim f x lim
 



x

x

α
3 1

β

β

  
     

x
1

α
1

β


  
     

 και  

x

x x

α

lim f x lim
 



x

x

β
3

α

α

  
     

x
3

β
1

α


  
     

. 
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           Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο , έχει σύνολο τιμών το    f 1,3 . 

 

      ii)    x x x x1
x 1 α x β α β ln x

3

 
      

 

x x x x x x1
xα α xβ β α ln x β ln x

3
       

         x x x x x x3xα 3α 3xβ β 3α ln x 3β ln x      x x x x x x3xα 3xβ 3α ln x 3β ln x 3α β       

              x x x x3α x ln x 3β x ln x 3α β        x x x x3 x ln x α β 3α β      

               
x x

x x

3α β
3 x ln x f x 3 x ln x

α β


    


 (1) 

         Για κάθε x 0  είναι  ln x x 1 x ln x 1 3 x ln x 3         και  1 f x 3  , άρα η (1)  

         είναι αδύνατη. 

 

δ) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  και  f x 0   για κάθε x , η f δεν έχει κρίσιμα σημεία. 

 

20. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου της παραγωγίσιμης συνάρτησης  

f, η οποία έχει πεδίο ορισμού το  2,2 . 

Για τη συνάρτηση f επίσης δίνεται ότι :  

 Η γραφική της παράσταση έχει εφαπτομένη τον άξονα 

x΄x. 

 Το  f 2  είναι η θέση μεγίστου του εμβαδού  Ε x   

     ενός ορθογωνίου που έχει σταθερή περίμετρο 8. 

 Το 
 

x 1

f x 1
lim α

x 1


 


  είναι πραγματικός αριθμός. 

 Η παράγωγος είναι περιττή. 

α) Να αποδείξετε ότι η f είναι άρτια. 

β) Να αποδείξετε ότι    f 2 f 2 2     . 

γ) Να αποδείξετε ότι : 

    i)    f 1 f 1 1     και να βρείτε το α. 

    ii)  f 0 0  

δ) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.  

ε) Να υπολογίσετε το όριο   
   

   

  
      

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1e 7 2
lim ημf x

7f x ln f x f x
5 e 2

 

  

 
    

    
   

. 

Λύση 

 

α)  Η f   είναι περιττή συνάρτηση άρα    f x f x    για κάθε πραγματικό x οπότε 

               f x f x f x f x c,c                 . 

        Για x 0 έχουμε c 0  οπότε        f x f x f x f x       . 

        Το πεδίο ορισμού της f είναι το  2,2 οπότε γι κάθε f fx A , x A    άρα η f είναι άρτια  

        συνάρτηση. 

 

β)   Έστω x ,y  οι διαστάσεις του  ορθογωνίου και Π η περίμετρος του. 

         Τότε Π 2x 2y 2x 2y 8 x y 4 y 4 x           . 

         Το ορθογώνιο έχει εμβαδόν      2Ε x x y x 4 x 4x x ,x 0,4        . 

         Η συνάρτηση Ε είναι της μορφής  
2αx βx γ   με α 0 άρα έχει θέση μεγίστου 
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         το 
2

x 2
1

  


 άρα    f 2 2 f 2 2     . 

         Η f  είναι άρτια οπότε    f 2 f 2 2    . 

γ)   i) Έστω  
 

     
f x 1

g x ,x 1 f x x 1 g x 1
x 1


      


. 

            Τότε          
x 1 x 1
lim f x lim x 1 g x 1 f 1 1 f 1
 

            αφού η f είναι άρτια. 

            Επίσης 
     

 
x 1 x 1

f x 1 f x f 1
lim lim f 1 1

x 1 x 1 

  
   

 
 οπότε α 1 . 

    

        ii) Η γραφική παράσταση της f έχει εφαπτομένη τον άξονα x΄x οπότε ψάχνουμε τα σημεία για τα  

           οποία  f x 0  .Τα σημεία αυτά όπως φαίνεται από το σχήμα είναι τα 

               Α 2,f 2 ,Β 2,f 2   και   Ο 0,f 0 .  

          Για το σημείο Α και Β έχουμε τις οριζόντιες εφαπτόμενες    y f 2 2, y f 2 2        αντίστοιχα. 

          Επομένως ο άξονας x΄x είναι η οριζόντια εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Ο  

          οπότε  f 0 0 . 

δ) Από την γραφική παράσταση της παραγώγου που μας δίνεται έχουμε  ότι  f x 0   στο  2,0 , 

      f x 0   στο  0,2  οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο  2,0  και γνησίως φθίνουσα στο  0,2   

     αφού είναι συνεχής στο  2,2  

      Επομένως παρουσιάζει μέγιστο στο 0 το  f 0 0 και ελάχιστο στα -2,2 το    f 2 f 2 2    .  

ε) Η f  παρουσιάζει μέγιστο στο 0 το  f 0 0  οπότε      f x f 0 f x 0    

     και 
 x 0

1
lim

f x

 
    
 

 αφού  
x 0
limf x 0


  και  f x 0 κοντά στο 0. Άρα : 

     
   

   

  
      

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1e 7 2
lim ημf x

7f x ln f x f x
5 e 2

 

  

 
    

     
   

   

    
   

   

  
    

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1e 7 2
lim ημf x

f x 7 ln f x 1
5 e 2

 

  

 
    

          

 

   
 

 

   

   

  
  

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1ημf x e 7 2 5
lim 1 0 0

f x 77 ln f x 1
5 e 2

 

  

 
    

        
   

 αφού 
 

 

 u f x

x 0 x 0, u 0
u 0

ημf x ημu
lim lim 1

f x u



  


   ,  

   
   

   

 

1 1 1
u uf x f x u uf x

2 3 2u 3ux 0 x 0, u u
f x f x u

e 7 2 e 7 2 e
lim lim lim

5e 2 8
5 e 2

  

    


     
   

  
 

u

0
2

1 7
e

 
  

 


0

u
2e

5
8

 
 
 

0

7
0 0

5

1

 
    

 


και  

   
  
  

 u f x k ln u

x 0 x 0, u 0 u 0, k k
u 0 k

5 ln f x 1 5ln u 1 5k 1 5k 5
lim lim lim lim

7ln u 1 7k 1 7k 77 ln f x 1

 

     
 

    
   

   
. 
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21. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο  0,π  για την οποία ισχύει ότι      f x ημx f x συνx f x ημx    

για κάθε  x 0, π  με 
π

2
π

f e
2

 
 

 
. 

α) Να δείξετε ότι    xf x e ημx, x 0,π   . 

β) i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα στο διάστημα  0,π . 

    ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f 

    iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης   f x α  για τις διάφορες τιμές του  

         πραγματικού αριθμού α. 

γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδική εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  , η οποία  

    είναι παράλληλη στην ευθεία 
π

2y e x 2020    και να βρεθεί η εξίσωση της. 

δ) Να δείξετε ότι  υπάρχουν  1 2ξ ,ξ 0,π τέτοια ώστε    1 22f ξ 3f ξ 0   . 

Λύση 

 

α)  1ος τρόπος:      
       ημx 0 στο 0,π

2

f x ημx f x συνx f x
f x ημx f x συνx f x ημx

ημ x ημx

  
       

     
 x x

f x f x f x
ce ,c f x ce ημx

ημx ημx ημx

 
       

 
. 

Για 
π

x
2

  έχουμε 
π π π

2 2 2
π

f ce e ce c 1
2

 
     

 
 οπότε    xf x e ημx,x 0,π   . 

Η f είναι συνεχής στο  0,π  οπότε      
x 0
lim f x f 0 f 0 0


    και      

x π
lim f x f π f π 0


   . 

Άρα    xf x e ημx,x 0,π   . 

 

2ος τρόπος: Θεωρούμε τη συνάρτηση  
 

 x
f x

g x e ,x 0,π
ημx

   . 

H g είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο  
     x

2

f x ημxημx f x συνx f x
g x e

ημ x

  
   

2ημ
 xe g x

x
   

οπότε   xg x ce ,c  . Για 
π

x
2

  έχουμε 
π π π π

2 2 2 2
π

g ce e e ce c 0
2

 
      

 
 οπότε

 
   

   x x x
f x f x

g x 0 e 0 e f x e ημx,x 0,π
ημx ημx

           

Η f είναι συνεχής στο  0,π  οπότε      
x 0
lim f x f 0 f 0 0


    και      

x π
lim f x f π f π 0


   . 

Άρα    xf x e ημx,x 0,π   . 

 

β) i) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,π με    xf x e ημx συνx    . 

            Για το πρόσημο της παραγώγου έχουμε : 

            
xe 0 3π

f x 0 ημx συνx 0 ημx συνx εφx 1 x
4



              αφού  x 0,π . 

           Για 
π

x
2

  είναι 
π π

2 2
π π π

f e ημ συν e 0
2 2 2

   
        
   

 και  

          για x π  είναι    π πf π e ημπ συνπ e 0       .  

          Επομένως  f x 0   στο 
3π

0,
4

 


 
  και  f x 0  στο 

3π
,π

4

 
 
 

. 

        



                                                                                                                                         www.Askisopolis.gr 

56 

 

 

          Η f είναι συνεχής στο  0,π  άρα η f <  στο 
3π

0,
4

 
 
 

, η f >  στο 
3π

,π
4

 
 
 

 , 

          Η f έχει ολικό μέγιστο το 

3π

43π 2e
f

4 2

 
 

 
 ,ολικό ελάχιστο στα σημεία 0,π το    f 0 f π 0  . 

  i) Θεωρούμε τα διαστήματα 1

3π
Α 0,

4

 
  
 

και 2

3π
Α ,π

4

 
  
 

. 

     Λόγω της μονοτονίας στα παραπάνω διαστήματα έχουμε : 

       

3π

4

1

3π 2e
f A f 0 ,f 0,

4 2

 
           

  

  και    

         

3π

4

2
3π

x
4

3π 2e
f A f π , lim f x 0,f 0,

4 2



  
              

        

    Άρα η f έχει σύνολο τιμών το      

3π

4

1 2

2e
f A f A f A 0,

2

 
   
 
  

. 

      iii) Αν α 0 ή 

3π

42e
α

2
 η εξίσωση είναι αδύνατη αφού  α f A . 

           Αν 

3π

42e
α

2
   έχει μοναδική ρίζα την  0

3π
x

4
 . 

          Αν 

3π

42e
α 0,

2

 


 

  έχει δύο ακριβώς ρίζες  αφού  1α f A και  2α f A  οπότε  

          υπάρχουν 1 2 1 2x ,x A ,A  αντίστοιχα τέτοια ώστε    1 2f x f x 0   . 

         Οι ρίζες είναι μοναδικές αφού η f είναι γνησίως μονότονη στα διαστήματα 1 2Α ,Α .       

γ)  Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει συντελεστή διεύθυνσης 

π

2λ e  .   

       Αν   0 0Α x ,f x  το σημείο επαφής της με την γραφική παράσταση της f τότε   
π

2
0f x e  . 

        Η f   είναι παραγωγίσιμη στο  0,π με      x x xf x e ημx συνx e συνx ημx 2e συνx      . 

        Για κάθε 
π

x 0,
2

 
 
 

 είναι  f x 0   και επειδή η f  είναι συνεχής στο 
π

0,
2

 
 
 

, είναι γνησίως  

        αύξουσα στο διάστημα αυτό.  

        Για κάθε 
π

x ,π
2

 
 
 

 είναι  f x 0   και επειδή η f  είναι συνεχής στο 
π

,π
2

 
 
 

,  

     

 x 0            
3π

4
                 1 

  ( )f x                    

   ( )f x                     1    O.Μ  2    

                                     ΟΕ                                ΟΕ 
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       είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. Άρα η f   παρουσιάζει μέγιστο στο 
π

2
 το 

π
f 0

2

 
  
 

 και  

       0

π
f x f

2

 
   

 
 με το ίσον να ισχύει μόνο 

π
x

2
 .  Άρα υπάρχει μοναδική εφαπτομένη με εξίσωση   

      
π π π π π

2 2 2 2 2
π π π π π

y f f x y e e x y e x e e
2 2 2 2 2

      
                 

      
. 

δ) Για την f ισχύει το ΘΜΤ στα διαστήματα 
2π

0,
5

 
 
 

και 
2π

,π
5

 
 
 

 οπότε υπάρχουν 

1 2

2π 2π
ξ 0, ,ξ ,π

5 5

   
    
   

τέτοιοι ώστε  
 

1

2 2 2
f f 0 f 5f

5 5 5
f ξ

2 2 2
0

5 5

     
     

        



 και 

   
 

2

2π 2π 2π
f π f f 5f

5 5 5
f ξ

2π 3π 3π
π

5 5

     
      

          



. 

Επομένως     1 22f ξ 3f ξ 2  

2π
5f

5

2

 
 
 

3
π



2π
5f

5

3π

 
 
 

2π 2π
5f 5f

5 5
0

π

   
   

   
  . 

 

22. Δίνεται η συνάρτηση   3 2f x x , x .  

α) Να βρείτε την παράγωγο της f.   

β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Δείξτε ότι για κάθε εφαπτόμενη της fC   υπάρχει ακριβώς μία εφαπτόμενη κάθετη σε αυτή.   

δ) Έστω τα σημεία   A x,f x  και   B x,f x  , x 1 .Αν το σημείο Α ξεκινά από τη θέση  

    x 1 να απομακρύνεται από τον άξονα y΄y με ταχύτητα 0,4t  μονάδες μήκους το δευτερόλεπτο,  

    όπου tο χρόνος σε sec.Τη χρονική στιγμή που το Α διέρχεται από το σημείο  8,4 , να βρείτε : 

   i) το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ, 

   ii) την ταχύτητα με την οποία απομακρύνεται από τον άξονα x΄x. 

Λύση 

α) Είναι   

 

2

3

2
3

2

3

x , x 0

f x x 0, x 0

x , x 0





  


  

 .  

     Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,   ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  
1

3x  και 2x  με  

      τύπο  
1

3

3

2 2
f x x

3 3 x



   .  

      Η f είναι παραγωγίσιμη στο  ,0   ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  2x  και  
1

3x   

      με τύπο    
1

3
3

2 2
f x x

3 3 x


     


.  

      Στο x 0 είναι    
      3 2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 f x x
lim lim lim

x 0 x x    


 


 

3 2

33 3x 0 x 0

x 1
lim lim

xx
  

     συνεπώς η  

      f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x 0 . 
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β) Για x 0  είναι  
1

3

3

2 2
f x x 0

3 3 x



    και επειδή η f είναι συνεχής στο 0, είναι γνησίως αύξουσα  

      στο  0, . Για x 0  είναι    
1

3
3

2 2
f x x 0

3 3 x


      


και επειδή η f είναι συνεχής στο 0, είναι  

      γνησίως φθίνουσα  στο  ,0 . Η f έχει ελάχιστο το  f 0 0 . 

 

γ) Πρέπει να δείξουμε ότι για κάθε 
*

1x   υπάρχει μοναδικό
*

2x   ώστε    1 2f x f x 1       

   Αν 1 2x ,x 0  τότε 1 2f (x )f (x ) 0    απορρίπτεται. 

   Αν 1 2x ,x 0  τότε 1 2f (x )f (x ) 0    απορρίπτεται 

   Αν 1 2x ,x  ετερόσημοι έστω 1 2x 0, x 0    τότε     1 2
3 3

1 2

2 2
f x f x 1 1

3 x 3 x
         


  

   3 3
1 23 x 3 x 4     

3
3

3 3
1 2 1 2 1 2 2

1

4 4 64 64
x x x x x x x

9 9 729 729x

 
           

 
άρα για κάθε  

   
*

1x   υπάρχει μοναδικό
*

2x   ώστε    1 2f x f x 1    .  

 

δ) Είναι      2 2x t 0,4t 0,2t x t 0,2t c, c
       . 

    Επειδή το Α ξεκινά να κινείται από το x 1 , είναι  x 0 1 c 1    , άρα   2x t 0,2t 1  . 

    Όταν το Α βρίσκεται στη θέση  8,4  είναι    

       2 2

0 0 0 0x t 8 0,2t 1 8 t 35 t 35 sec         

 

    i) Είναι      
2 3 23f x x x f x     , οπότε το τρίγωνο  

        ΟΑΒ έχει εμβαδό: 

              3 21 1
E x AB OZ 2x f x x x , x 1

2 2
      .  

       Έστω            
2 5

2 3 33E t x t x t x t x t x t , t 0     

       Είναι      
2

3
5

E t x t x t
3

  ,  

      οπότε      
2 2

233 3
0 0 0 0

5 5 2 8 35
E t x t x t 8 0,4t 64 35 μ.μ. / sec

3 3 3 3
        

        

    ii) Η απόσταση του Α από τον άξονα x΄x είναι το μήκος  f x , οπότε η ταχύτητα με την οποία  

       απομακρύνεται από τον άξονα x΄x, είναι το  f x . 

       Είναι         
2

2 233f x t x t άρα f t 0,2t 1 , t 0     και  
23

2 0,4t
f t

3 0,2t 1
  


, οπότε 

        
3

2 0,4 35 2 35
f 35 μ.μ. / sec

3 158
     
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23. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f και g για τις οποίες ισχύουν : 

●   fΑ 2,8   

●   gΑ 1,5  

●   g 3 2  

α) i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης      α x f x g x  . 

    ii) Αν οι συναρτήσεις  f και g είναι γνησίως αύξουσες στο  2,5 να δείξετε ότι η συνάρτηση α  

        είναι γνησίως αύξουσα στο  2,5 . 

β) Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα  και ισχύει      2 2g x f x 4,x 3,5   , να δείξετε ότι  

    i) η g είναι γνησίως αύξουσα στο   3,5 . 

    ii) η συνάρτηση  
   

1
β x

f x g x



είναι γνησίως φθίνουσα στο  3,5  . 

γ) Αν οι συναρτήσεις f  και g  είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο  3,4  και η συνάρτηση  

     
 

 

g x
γ x

f x
   έχει πεδίο ορισμού το      γΑ 2,3 3,4 4,5   . Να δείξετε ότι : 

    i)      f 2 f 3 f 4 0   . 

    ii)  η f   έχει οριζόντια εφαπτομένη 

    iii) η εξίσωση 
   f x 1 g x

0
x 4 x 3


 

 
 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  3,4 . 

Λύση 

 

α) i)  α f gΑ Α A 2,5   . 

 

     ii) Έστω  1 2x ,x 2,5  με 1 2x x .Οι συναρτήσεις f και g είναι γνησίως αύξουσες οπότε 

           1 2f x f x  (1) και    1 2g x g x (2). 

        Με πρόσθεση των σχέσεων (1) και (2) έχουμε : 

                  1 1 2 2 1 2f x g x f x g x α x α x      άρα η  α είναι γνησίως αύξουσα στο   

        2,5 . 

 

β) i) Από τη σχέση    2 2g x f x 4   έχουμε    2g x 0 g x 0    αφού   2f x 4 0  . 

          H g είναι συνεχής στο  3,5 ,  g x 0 άρα η g διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  

          διάστημα αυτό. 

         Όμως  g 3 2 άρα  g x 0 στο  3,5 . 

        Από τη σχέση    2 2g x f x 4   έχουμε :  

                  2 2 2 2g 3 f 3 4 4 f 3 4 f 3 0 f 3 0         . 

          Για        
f

3 x 5 f 3 f x f 5 f x 0      
m

. 

          Έστω  1 2x ,x 3,5  με  

                     
f

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x f x f x f x f x f x 4 f x 4         
<

. 

           

              1 2g x g x  οπότε η g είναι γνησίως αύξουσα.. 

 

      ii)   Έστω  1 2x ,x 3,5  με     
 

   

f x 0f

1 2 1 2

1 2

1 1
x x f x f x (1)

f x f x



    
<

 . 
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             Επίσης    
   

g

1 2 1 2

1 2

1 1
x x g x g x (2)

g x g x
    

<

 

             Με πολλαπλασιασμό  των σχέσεων (1) και (2) έχουμε : 

            
       

   1 2

1 1 2 2

1 1
β x β x

f x g x f x g x
  

 
  

            άρα η  β είναι γνησίως φθίνουσα στο  3,5 . 

         

γ) i) Η συνάρτηση γ έχει πεδίο ορισμού το 

                            γ f g g gΑ Α A x A / f x 0 2,5 x A / f x 0         . 

         Για να είναι      γΑ 2,3 3,4 4,5    πρέπει οι 2, 3,4 να είναι ρίζες της εξίσωσης   

          f x 0 οπότε      f 2 f 3 f 4 0   . 

    

     ii) H f είναι συνεχής στα  2,3 ,  3,4  ,παραγωγίσιμη στα  2,3 ,  3,4  ,    f 2 f 3 0  , 

            f 3 f 4 0    άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle  οπότε υπάρχουν  

            1 2x 2,3 ,x 3,4   τέτοιοι ώστε    1 2f x f x 0   . 

         H f   είναι συνεχής στο  1 2x ,x  ,παραγωγίσιμη στo  1 2x ,x  ,    1 2f x f x 0   ,άρα ισχύουν οι  

         προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle  οπότε υπάρχει  1 2ξ x ,x τέτοιο ώστε   f ξ 0  . 

          Άρα η f   έχει οριζόντια εφαπτομένη. 

 

    iii) Έχουμε 
   

        
f x 1 g x

0 f x 1 x 3 x 4 g x 0
x 4 x 3


         

 
. 

       Θεωρούμε τη συνάρτηση           h x f x 1 x 3 x 4 g x       . 

       Η h είναι συνεχής στο  3,4  γιατί έχει τύπο που αποτελείται από πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

         h 3 g 3 0   ,    h 4 f 4 1 1 0     οπότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano   

       δηλαδή υπάρχει  ξ 3,4 τέτοιος ώστε  

                 
   f ξ 1 g ξ

h ξ 0 f ξ 1 ξ 3 ξ 4 g ξ 0 0
ξ 4 ξ 3


           

 
. 

 

24. Ο ρυθμός μεταβολής των φορέων ενός ιού, παγκόσμια λόγω επιδημίας, δίνεται σε δεκάδες 

εκατομμύρια ανά μήνα από τη σχέση  

t π
εφ

2 4
k t , 0 t 2π

t π4
συν

4

 
 
      

 
 
 

, όπου t 0 είναι η 

χρονική στιγμή που ξεκινά η μετάδοση του ιού. 

α) Να βρείτε πιο χρονικό διάστημα ο ρυθμός μεταβολής των φορέων του ιού είναι θετικός. 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση k της εκτίμησης του πλήθους των φορέων του ιού παγκοσμίως και να  

    αποδείξετε ότι στο τέλος της χρονικής περιόδου ο ιός έχει εξαλειφθεί. 

γ) Να βρείτε πότε ο αριθμός των φορέων είναι μέγιστος. 

δ) Αν η εκτίμηση για τον αριθμό των φορέων που δεν θα καταφέρουν να αναρρώσουν από τον ιό  

    είναι 1%, να βρείτε πόσοι από τους φορείς του ιού θα καταφέρουν να αναρρώσουν, όταν ο  

    αριθμός των φορέων του ιού είναι μέγιστος. Δίνεται ότι 2 1,41 . 

Λύση 
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α) Για  t 0,2π είναι:  

t π t π
εφ εφ

2 4 4
k t 0 0 0

t π t π4
συν συν

4 4

    
   
           

    
   
   

 

       
2

t π
ημ

t π4
0 ημ 0 1

t π 4
συν

4

 
 

  
   

   
 
 

.  

       Θέτουμε 
t π

y
4


 . Είναι 

π t π π π π
0 t 2π π t π π y

4 4 4 4 4


               . 

     Η (1) γίνεται: 

π π
y ,

4 4 π
ημy 0 y 0

4

 
  
 

     
π t π

0 π t π 0 0 t π
4 4


            

      Οπότε για  t 0, π , ο ρυθμός μεταβολής θα είναι θετικός. 

     2ος τρόπος: Είναι :   

t π t π
εφ εφ

2 4 4
k t 0 0 0

t π t π4
συν συν

4 4

    
   
           

    
   
   

 

      
 t 0,2π

2

t π
ημ

t π t π4
0 ημ 0 κπ,κ t 4kπ π

t π 4 4
συν

4



 
 

   
          

   
 
 

t π . 

       Είναι  κ 2π 1 0    οπότε   κ t 0   στο  π,2π  και  κ 0 1 0   οπότε   κ t 0   στο  0,π . 

      Επομένως  για  t 0, π , ο ρυθμός μεταβολής θα είναι θετικός. 

 

β) Για  t 0,2π είναι:  

t π
εφ

2 4
k t

t π4
συν

4

 
 
     

 
 
 

 
2

t π
ημ

2 4
k t

t π4
συν

4

 
 
     

 
 
 

 

     
2 2

t π1 t π
συνημ

4 14 4
k t 2 2 2

t π t π t π
συν συν συν

4 4 4

      
      

              
        

      
      

 

     
1

k t 2 c, c
t π

συν
4

    
 

 
 

. 

    Τη χρονική στιγμή t 0 που αρχίζει η εξάπλωση του ιού είναι  

     
1

k 0 0 2 c 0 c 2
π

συν
4

       
 
 
 

, άρα  
2

k t 2 ,
t π

συν
4

 
 

 
 

 t 0,2π . 

     Το τέλος της χρονικής περιόδου είναι t 2π , οπότε 

      
2 2 2

k 2π 2 2 2 2 2 0
π2π π 2συνσυν
44 2

        
 

 
 

, δηλαδή δεν υπάρχει πλέον φορέας  

     του ιού. 
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γ) Από το Γ1 ερώτημα έχουμε : 

       Για κάθε  t 0, π  είναι  k t 0   και επειδή η k είναι συνεχής στο  0,π , είναι γνησίως αύξουσα  

       στο διάστημα αυτό. 

       Για κάθε  t π,2π  είναι  k t 0   και επειδή η k είναι συνεχής στο  π,2π , είναι γνησίως  

       φθίνουσα στο διάστημα αυτό. 

       Για t π  η k έχει μέγιστο, οπότε μετά από π μήνες εκτιμάται ότι ο αριθμός των φορέων θα είναι  

       μέγιστος. 

 

δ) Ο μέγιστος αριθμός φορέων του ιού παγκόσμια, είναι  

      
2

k π 2 2 2
π π

συν
4

   
 

 
 

 δεκάδες εκατομμύρια, οπότε θα αναρρώσει το 99% των φορέων,  

      δηλαδή το 
 

 
99 2 2

0,99 2 1,41 0.99 0,59 0,58
10


     δεκάδες εκατομμύρια ή 5,8  περίπου  

       εκατομμύρια φορείς. 

 

25. Δίνεται η συνάρτηση   2 2λ
f x x ln x x , λ

2
    . 

α) Να βρείτε για ποια τιμή του λ , ισχύει  
λ

f x , για κάθε x 0
2

   . 

β) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της f. 

γ) Να βρείτε την μεγαλύτερη τιμή του λ ώστε   
3e

f x
2

  . 

δ) Για λ = 4 : 

    i) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων    2 2λ
g x x ln x και h x x

2
       

       έχουν δυο ακριβώς κοινές  εφαπτόμενες . 

    ii) Να βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης    

x 1

2

e 3 , x 1

x f x
, x 1

x

  


  




. 

    iii) Να βρείτε τη συνάρτηση 
1φ h

 . 

    iv) Να βρείτε το όριο 
  1

x
2x 0

g x
lim ημ e

x





  
   

  

 . 

Λύση 

α)      
λ

Για κάθε x 0 : f x f x f 1
2

      

     

 

 

 

το 1 είναι εσωτερικό στο 0,

η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 1 και

η f είναι παραγωγίσιμη στο 1 με f ΄ x 2x ln x x λx

άρα σύμφωνα με το θεώρημα Fermat f ΄ 1 0 λ 1.

 



   

  

 

 

β) Είναι    f ΄ x 2x ln x x λx x 2ln x 1 λ        

      
λ 1 λ 1

2 2f ΄ x 0 x e και f ΄ x 0 x e
 

       
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   Για κάθε 

λ 1

2x e


  είναι  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής στο 
λ 1

20,e
 

 
 

, είναι γνησίως φθίνουσα  

   στο διάστημα αυτό. Για κάθε 

λ 1

2x e


  είναι  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής στο 
λ 1

2e ,
 


 
, είναι  

   γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

   Άρα η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 
λ 1 λ 1 λ 1

2 2
e

x e το f e
2

   
   

 
. 

γ)       
3 3 λ 1 3e e e e

Για κάθε x 0, ισχύει f x min f x λ 4,
2 2 2 2



             άρα λ 4.  

 

δ) i) Έχουμε    2 2g x x ln x ,x 0 και h x 2x ,x    με    g΄ x 2x ln x x και h΄ x 4x   . 

      Έστω ότι  υπάρχει κοινή εφαπτομένη ε και εφάπτεται στη  

          g hC στο σημείο Α α,g α και στη C στο σημείο Β β,h β  , τότε  

              2 2ε :y g α g΄ α x α ε : y 2αln α α x α ln α α ,α 0 1          και  

            2ε :y h β h΄ β x β ε : y 4βx 2β ,β 2        

      Οι 1, 2 ταυτίζονται άρα    2 2 22αln α α 4β 3 και α ln α α 2β 4      , οπότε με απαλοιφή του β:  

      2 2

1,2

2 11
4ln α 4ln α 7 0 , θέτουμε ω ln α : 4ω 4ω 7 0 ω

4


            . 

      Άρα υπάρχουν δύο κοινές εφαπτόμενες των g hC και C . 

   ii)  
x 1e 3 , x 1

φ x
ln x 2 , x 1

  
 

 
 .  Είναι      

x 1 x 1
lim φ x 2 lim φ x φ 1

  
    , οπότε η φ είναι συνεχής στο 1 

     και επειδή είναι συνεχής στα διαστήματα  ,1 και  1, ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων,  

     είναι συνεχής στο . 

      Για    x 1 1
x 1 φ΄ x e 0 και για x 1 φ΄ x 0 φ 1 1

x

        1  . 

      Στο           1 1
x x 1

Δ ,1 η φ είναι συνεχής και άρα φ Δ lim φ x , lim φ x 3, 2
 

     1  . 

      Στο          2 2
x

Δ 1, η φ είναι συνεχής και άρα φ Δ φ 1 , lim φ x 2,


     


1 . 

      Άρα        1 2φ Α φ Δ φ Δ 3,    , οπότε η φ αντιστρέφεται. 

      Για      x 1: φ x y x 1 ln y 3 , y 3, 2          

      Για    y 2x 1: φ x y x e , y 2,        

      Άρα  
   

 
1

x 2

1 ln x 3 , x 3, 2
φ x

e , x 2,





     
 

  

. 

  iii) Θα βρούμε το πεδίο ορισμού  Α΄ της 
1φ h

 : 

-     1 hΑ΄ x D / h x 3, 2        

-     2 hΑ΄ x D / h x 2,       

       Άρα Α΄= και         2h x 21 1 2x 2φ h x φ h x e e , x
      . 

 

   iv) 
  1

x
2x 0

g x
lim ημ e

x





  
   

  

=  
 1

x
1

x 0 x 0
x

ημ ln x
lim ημ ln x e lim 0 γιατί

e
 



 

 
   

 
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   x o

1 1 1 1 1 1

x x x x x x

ημ ln x ημ ln x1 1 1 1
,άρα ,

e e e e e e



    

1
ω

x

1 ωωx 0
x

1 1
lim lim 0

e
e






   

     οπότε σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής το όριο είναι 0.  

 

26. Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  0, ln 2  για την οποία ισχύει: 

     2x x 2x xf x e 3e 2 f x 2e 3e       , για κάθε  x 0, ln 2  . 

α) Να αποδείξετε ότι    f 0 f ln 2 0 . 

β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα τουλάχιστον σημείο  

    με τετμημένη  0x 0,ln 2 . 

γ) Αν      2x x 2x xf x e 3e 2 f x 2e 3e      για κάθε  x 0, ln 2  , τότε να αποδείξετε ότι η  

    συνάρτηση  
 

 
2x x

f x
h x , x 0,ln 2

e 3e 2
 

 
 είναι 1-1. 

Λύση 

 

α) Από τη σχέση (1) έχουμε για x = 0 : f (́0) (1 3 1 2) f (0) (2 3)         f (0) f (́0) 0 f (0) 0     . 

   Από τη σχέση (1) παίρνουμε για x = ln2 έχουμε:    

   
2ln 2 ln 2 2ln 2 ln 2f (́ln 2)(e 3e 2) f (ln 2)(2e 3e ) f (́ln 2)(4 6 2) 2f (ln 2)          

   f (ln 2) 0.Οπότε: f (0) f (ln 2) 0  
 

 

β)     Έστω ότι f x 0 για κάθε x 0,ln 2 

 

.    

   

2x x 2x x 2x x 2x x

2x x 2x x 2x x

2

2x x

(1) f (x)(2e 3e ) f (́x)(e 3e 2) 0 (e 3e 2)́ f (x) f (́x)(e 3e 2) 0

(e 3e 2)́ f (x) (e 3e 2)f (́x) e 3e 2
0 ( )́ 0

(f (x)) f (x)

e 3e 2
Έστωησυνάρτηση g(x) ,x [0,ln 2]

f (x)

Hgείναι συνεχήςστοδιάστ

            

      
   

 
 

2x x 2x x

2

ημα[0,ln 2]ως πηλίκοσυνεχώνσυναρτήσεων

f (x)(2e 3e ) f (́x)(e 3e 2)
Ηgείναι παραγωγίσιμηστο(0,ln 2)μεg (́x)

(f (x))

g(0) g(ln 2) 0

Από το Θεώρημα Rolleέχουμεότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ (0,ln 2) τέτοιοώστεg (́ξ) 0

   


 

  

2ξ ξ 2ξ ξ
2ξ ξ 2ξ ξ

2

2ξ ξ 2ξ ξ

f (ξ)(2e 3e ) f (́ξ)(e 3e 2)
0 f (ξ)(2e 3e ) f (́ξ)(e 3e 2) 0

(f (ξ))

f (ξ)(2e 3e ) f (́ξ)(e 3e 2) ,άτοπολόγωτηςσχέσης (1).

   
       

   

  

   Άρα    o oυπάρχει x 0,ln 2 :f x 0   δηλαδή η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα  

    x΄x σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη  0x 0,ln 2 . 

 

γ) 
2x x 2x x (2)

2x x 2

f (́x)(e 3e 2) f (x)(2e 3e )
Γιακάθε x (0,ln 2) έχουμε : h (́x) 0

(e 3e 2)

   
   

 
     

    ηh είναι γνησίωςφθίνουσαστο(0,ln 2),άραείναι 1 1.
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27. Δίνεται η συνάρτηση  f x ln x  ,      x x 1 ln x x ln x 1g   
 
και   β x x eln x   .  

α) Να βρείτε την μονοτονία και το πρόσημο της συνάρτησης β.  

β) Να αποδείξετε ότι η  g x 0  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  2,e . 

γ) Να βρείτε το  
x
lim g x


 . 

δ) Να βρείτε την μονοτονία της  g x και  το πρόσημό της.  

ε) Έστω  Α x,ln x  και   x 1,ln x 1Β    δύο σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  

    f με x e . Να δείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ με Ο(0,0) είναι    
1

Ε x g x
2

  και να  

    βρείτε την ελάχιστη τιμή του. 

Λύση 

α) Είναι  
e x e

β x 1
x x


      οπότε για  x e,   η β γνησίως αύξουσα και για  x 0,e  η β είναι 

γνησίως φθίνουσα. Η β έχει ολικό ελάχιστο για x e , οπότε  για κάθε x 0  είναι    β x β e και η 

ισότητα ισχύει μόνον για x e . 

  

 β) Η g είναι συνεχής στο  2,e ,  g 2 3ln2 2ln3 ln8 ln9 0      και                                                  

         g e e 1 eln e 1 β e 1 β e 0         οπότε από ΘΒ η g έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (2,e).    

 Άρα υπάρχει  0x 2,e ώστε  0g x 0 . 

 

γ) Είναι    
x 1 x

g x ln x ln x 1
x x 1


     


 και      

 
x
lim g x


 =
x

x x 1 x
lim ln 0

x 1 x x 1

  
    

   
 γιατί 

x θ 1

x
lim ln limlnθ 0

x 1 

 
  

 
 όπου θ=

x

x 1
 ,  

x x x

x 1 x
lim lim lim 1 1

x x  


    και 

x x x

x x
lim lim lim 1 1

x 1 x  
  


 

 

δ)

 

 
 

22

1 1 1 1
g x

x x x 1 x 1
    

 
=

 

2

22

x x 1
0

x x 1

  



,  άρα η g΄ είναι γνησίως φθίνουσα. 

Επειδή η g΄ είναι γνησίως φθίνουσα  και συνεχής στο  0, έχει σύνολο τιμών:                                                        

          
x x 0 x 0

g΄ 0, lim g x , lim g x 0, lim g x
   

     οπότε  g x 0   συνεπώς η g είναι γνησίως  

αύξουσα.  Για κάθε 0x x  είναι  g x 0
 
και για  00 x x   είναι  g x 0 . 

 

ε) Για x e  έχουμε:   

 
1

E x det(OA,OB)
2

 =
 

x ln x1

x 1 ln x 12  
=    

1
x ln x 1 x 1 ln x

2
   =

 

            
     

1 1 1
g x g x g x

2 2 2
    γιατί για κάθε 0x e x   είναι  g x 0 . 

Επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα για κάθε x e  η E είναι γνησίως αύξουσα και άρα η ελάχιστη  

τιμή του εμβαδού είναι      
1

Ε e  eln
2

e 1 e 1      . 
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28. Δίνεται η συνάρτηση  
3

3

x ,x 0
f x

x,x 0

 
 

  

  

α) Να εξετάσετε την f ως προς την  μονοτονία και να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 

β) Να βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f. 

 

Αν είναι  1 3f x x   με x  τότε: 

γ) Να βρείτε την εφαπτομένη της fC στο 
1

x
3 3

  και αφού δείξετε ότι έχει εξίσωση  
2

y x
3 3

    

    να δείξετε ότι εφάπτεται και στην 1f
C  . Στη συνέχεια να εξετάσετε αν υπάρχουν άλλες κοινές  

   εφαπτομένες.  

δ) Σημείο  Μ x, y κινείται πάω στη συνάρτηση    g x xf x   με  x t 0   και τη χρονική στιγμή  

    0t  διέρχεται από το σημείο  (0,0). Να βρείτε σε ποιο σημείο της gC  η ταχύτητα απομάκρυνσης  

    του Μ από τον x΄x  μηδενίζεται. 

Λύση 

 

α)   3

x 0 x 0
lim f x lim x 0

  
     και   3

x 0 x 0
lim f x lim x 0

  
  άρα    

x 0
limf x 0 f 0


  , οπότε η f είναι  

    συνεχής στο 0. 

Για x 0 είναι   
1 2

3 3 3

3 2

1 1
f x ( x ) (x ) x

3 3 x



       >0  

Για x 0 είναι  
1 2

3 3 3

3 2

1 1
f x ( x) ( ( x) ) ( x)

3 3 x



            > 0  

Επειδή η f είναι συνεχής στο 0 είναι γνησίως αύξουσα άρα 1-1 οπότε αντιστρέφεται. 

 

β) Για x [0, )  η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα οπότε f ([0, )) [0, )   .  

Για x ( ,0)  η  f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα οπότε f (( ,0)) ( ,0)    

Θέτουμε  f x y με x 0 , y 0  και έχουμε 3y x
3x y  . 

Θέτουμε  f x y με x 0 , y 0 και έχουμε 3y x  
3x y  , δηλαδή  1 3f x x  . 

         

γ) Για α 0  είναι η εφαπτομένη της fC  στο   Α α,f α είναι      y f α x f α α f α     με  

 
3 2

1
f x

3 x
   

  Όμως 3 3
1 1 1 1

f ( )
3 3 3 3 27 3

    και 

3

1 1
f ( ) 1

3 3 1
3

27

    άρα η εφαπτομένη είναι 

1 1
y x

3 3 3
  

2
y x

3 3
   . Για να εφάπτεται στην 1f

C   πρέπει να υπάρχει α πραγματικός ώστε 

 

 

1

1

(f ) α 1

2
f α α

3 3





 



 


2

3

3α 1

2
α α

3 3

 


 
 


3

1
α

3

2
α α

3 3


 


 

  

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Για 
1

α
3

   η δεύτερη σχέση του συστήματος είναι
1 1 2

3 3 3 3 3
     

1 1

3 3
   ισχύει οπότε 

εφάπτεται της 1f
C    

Για 
1

α
3

  είναι 
1 1 2

3 3 3 3 3
  αδύνατο και απορρίπτεται.  

Για α 0  είναι η εφαπτομένη της fC  στο   Α α,f α  είναι      y f α x f α α f α     και η εφαπτομένη 

της 1f
C  στο   1Β β,f β  , β  είναι      1 1 1y (f ) β x (f ) β x (f ) β       .  

Για να έχουν κοινή εφαπτομένη πρέπει  

 

1

1 1

f (α) (f ) (β)

f (α)α f (α) (f ) (β)β (f )(β)



 

  


     

2

3 2

2 33

3 2

1
3β

3 α

1
α α 3β .β β

3 α





 

    


2

3 2

3

3 2

1
3β

3 α

2α
2β

3 α





 

  
  

2

3 2

33

1
3β

3 α

α 3β







 

8
β 0

33

1
β

81

α 3β







  

β 0

33

1
β

3

α 3β



 


  

β 0

1
β

3

1
α

3 3




 



 


άρα κοινή εφαπτομένη είναι η 
2

y x
3 3

 

 

λόγω του ότι η f, 1f   είναι περιττές θα είναι κοινή εφαπτομένη και η συμμετρική της ε ως προς x΄x 

δηλαδή 
2

y x
3 3

  . 

δ)    

4

3 3

4

3 3

x x x , x 0
g x xf x

x x ( x) ,x 0


 

  
    

 τότε  για x 0  είναι   34
g x x

3
   και για  t > 0t ,  

3
4

g (t) x(t) x (t) 0
3

    απορρίπτεται. Για x 0  είναι   34
g x x

3
     και για   0  t < 0t , 

3
4

g (t) x(t) x (t) 0
3

      απορρίπτεται. 

4

3
3

x 0 x 0 x 0

g(x) g(0) x
lim lim lim x 0

x x    


  , 

4

3
3

x 0 x 0 x 0

g(x) g(0) ( x)
lim lim lim x 0

x x    

 
    , συνεπώς g (0) 0  και 

για  t= 0t , 0g (t ) 0  . Συνεπώς η ταχύτητα απομάκρυνσης από το x΄x μηδενίζεται στο σημείο (0,0). 

 

29. Έστω ΑΒΓ τρίγωνο εγγεγραμμένο σε ημικύκλιο διαμέτρου 

ΒΓ= 4. Αν ΑΓ= x και ΑΔ το ύψος του τότε: 

α) Με την βοήθεια των ομοίων τριγώνων ΑΔΓ και ΑΒΓ να  

     δείξετε ότι ΔΓ=
2x

4
. 

β) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του ύψους ΑΔ ως προς  

    την πλευρά ΑΓ, όταν η γωνία 
π

AΓΔ
3

 . 

γ) Nα δείξετε ότι ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ισοσκελές  όταν ο ρυθμός μεταβολής του ύψους  

    ΑΔ ως προς την πλευρά ΑΓ μηδενίζεται.  

δ) Αν  x x t
 
και ο ρυθμός μεταβολής του  x t  είναι  x t 2μ / sec  βρείτε το ρυθμό  

    μεταβολής του ύψους τη χρονική στιγμή που x 1 μ. 

Λύση 
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α) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΑΒΓ είναι ορθογώνια με την γωνία Γ κοινή άρα είναι όμοια οπότε  

ΑΓ ΔΓ

ΒΓ ΑΓ


x ΔΓ

4 x
 

2x
ΔΓ

4
  .  

 

β) Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ ισχύει ότι   

 
4

2 x
AΔ f x x

16
    

2 416x x

4


  με  x 0,4 οπότε ζητάμε το  

 
df

f x
dx

 
3

2 4

1 32x 4x

4 2 16x x





2

2 4

1 4x(8 x )

4 2 16x x






2

2 4

x(8 x )

2 16x x





.  

Όταν όμως η γωνία Γ είναι 
π

3
 τότε 

2x

π 4συν
3 x


1 x

2 4
  x 2  και άρα  

1
f 2

3
  . 

 

γ) Ο ρυθμός μεταβολής μηδενίζεται όταν   f x 0 
2

2 4

x(8 x )
0

2 16x x


 



x 0

x 2 2


   οπότε τότε οι     

πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ είναι ΑΓ x 2 2  , ΒΓ=4 και  ΑΒ= 16 8 2 2   δηλαδή το τρίγωνο  

είναι ισοσκελές. 

 

δ) Έστω ψ(t) 
2 416x (t) x (t)

4


 . Είναι   )ψ (t

2

2 4

x(t)(8 x (t))
x (t)

2 16x (t) x (t)






2

2 4

x(t)(8 x (t))

16x (t) x (t)





, άρα  

0  )ψ (t
2

0 0

2 4

0 0

x(t )(8 x (t )) 7

1516x (t ) x (t )


 


 

 

30. Ένα ορθογώνιο την χρονική στιγμή 0t 0  έχει μήκη πλευρών
 0 0x x(t ) 5   cm  και 

 0 0y y t 3  cm , από την χρονική στιγμή αυτή και μετά η πλευρά x αυξάνεται με ρυθμό 0,1 

cm/sec και η πλευρά y αυξάνεται με ρυθμό 0,2 cm/sec. 

α) Να  βρείτε τη περίμετρο και το εμβαδό του ορθογωνίου ως συνάρτηση του t. 

β) Ποιο χρονικό διάστημα η πλευρά x(t) είναι μεγαλύτερη από την πλευρά  y t ; 

γ) Να βρείτε τη χρονική στιγμή κατά την οποία το ορθογώνιο είναι τετράγωνο και να υπολογίσετε  

    το εμβαδό του τετραγώνου. 

δ) Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του t την ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του ορθογωνίου  

    και στη συνέχεια να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου την χρονική  

    στιγμή που αυτό είναι τετράγωνο. 

Λύση 

 

α) Για t 0  έχουμε ότι x(t) 5 0,1 t και y(t) 3 0,2 t ,οπότε ηπερίμετρος είναι       

     

 

2

2

Π(t) 2x(t) 2y(t) Π(t) 2(5 0,1t) 2(3 0,2t) Π(t) 16 0,6t και τοΕμβαδόν

είναι  E t x(t)y(t) E t (5 0,1t)(3 0,2t) E t 15 t 0,3t 0,02t

E t 0,02t 1,3t 15

         

          

  

 

 

β) Για t 0 έχουμε : x(t) y(t) 5 0,1t 3 0,2t 0,1t 2 t 20         
 

Άρα το χρονικό διάστημα στο οποί ο η πλευρά  x(t) είναι μεγαλύτερη από την πλευρά y(t)   

είναι το [0,20)
 
.
 

 

γ) Το ορθογώνιο είναι τετράγωνο όταν x(t) y(t) 5 0,1 t 3 0,2 t 0,1 t 2           t 20  . 

Οπότε την χρονική στιγμή 1t 20sec  το ορθογώνιο είναι τετράγωνο και το εμβαδόν του τετραγώνου  

είναι   2

1 1 1E t 0,02t 1,3t 15       2E 20 0,02 20 1,3 20 15          
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    2E 20 8 26 15 E 20 49 cm    
 

2ος τρόπος:  
2 2 2

1 1 1 1x(t ) y(t ) x(20) y(20) 7cm και Ε(t ) x (t ) 7 49 cm        

 

δ) Αν δ(t) η διάμετρος του περιγεγραμμένου κύκλου του ορθογωνίου τότε από το Πυθαγόρειο Θεώρημα  

έχουμε: 2 2 2 2 2δ (t) x (t) y (t) δ(t) x (t) y (t)       

2 2δ(t) (5 0,1 t ) (3 0,2 t)        

2 2 2δ(t) 25 t 0,01t 9 1,2t 0,04t δ(t) 0,05t 2,2t 34           

οπότε 
20,05t 2,2t 34

ρ(t)
2

 
  και     

2
2 20,05t 2,2t 34

E(t) π ρ (t) E(t) π ( )
2

 
     

20,05t 2,2t 34
E(t) π .

4

 
   

Άρα 1
1

0,1t 2,20,1t 2,2
E (́t) π E (́t ) π

4 4


       

20,1 20 2,2 4,2
E (́20) π E (́20) π E (́20) 1,05π cm / sec

4 4

 
        

  

31. Δύο διάδρομοι πλάτους 1m τέμνονται κάθετα.                        

Θέλουμε να μεταφέρουμε μία σκάλα ΑΒ από την μία μεριά του 

διαδρόμου στην άλλη, με την σκάλα να σχηματίζει με τα 

ευθύγραμμα τμήματα ΟΕ και ΒΔ γωνία 0,
2

 
 

 
 , όπως φαίνεται 

στο σχήμα α. (Υποθέτουμε ότι το πάχος της σκάλας είναι αμελητέο). 

α) Να εκφράσετε τα ΟΑ και ΟΒ συναρτήσει της γωνίας 
π

θ 0,
2

 
 
 

 και στη συνέχεια να αποδείξετε  

    ότι    
1 1

f ΑΒ , 0,
ημθ συνθ 2

 
     

 
. 

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f έχει μοναδικό κρίσιμο σημείο. 

γ) Να βρείτε το μεγαλύτερο δυνατό μήκος της σκάλας ΑΒ, ώστε να μπορεί να μεταφερθεί και να  

    στρίψει στην γωνία του διαδρόμου όπως στο σχήμα α. 

δ) Δίνεται η συνάρτηση  
2 2

π
f θ 2 2

4
g θ

1 θ συν θ

 
  

 


 
. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της g  

    δεν τέμνει τον άξονα x΄x. 

Λύση 

 

i) Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΑΕ και ΟΓΒ έχουμε: 

 

   
 

ΟΕ 1 1
συνθ ΟΑ

ΟΑ ΟΑ συνθ
      και  

 

   
 

ΟΓ 1 1
ημθ ΟΒ

ΟΒ ΟΒ ημθ
     

Είναι        
1 1 π

f θ ΑΒ ΟΑ ΟΒ ,θ 0,
ημθ συνθ 2

 
      

 
. 

  ii) Η συνάρτηση f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με παράγωγο: 

  
3 3

2 2 2 2

συνθ ημθ ημ θ συν θ π
f θ ,θ 0,

ημ θ συν θ ημ θ συν θ 2

   
     

  
 

Τα μοναδικά πιθανά κρίσιμα σημεία της f είναι οι ρίζες της παραγώγου της. 
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 
3 3

3 3 3 3

2 2

ημ θ συν θ
f θ 0 0 ημ θ συν θ 0 ημ θ συν θ

ημ θ συν θ


         



π
θ 0,

2 π
ημθ συνθ εφθ 1 θ

4

 
 
 

      

Άρα το μοναδικό κρίσιμο σημείο της f είναι το 
π π π

Κ ,f Κ ,2 2
4 4 4

    
    

    
. 

 

iii) Έστω η συνάρτηση   3 3 π
ν θ ημ θ συν θ,θ 0,

2

 
   

 
, η οποία είναι συνεχής και από το προηγούμενο      

ερώτημα έχει μοναδική ρίζα την 
π

θ
4

 , οπότε σε καθένα από τα διαστήματα 
π

0,
4

 
 
 

 και 
π π

,
4 2

 
 
 

 η ν  

διατηρεί πρόσημο. 
3 3 33

π 1 3 1 3 1 3
ν 0

6 2 2 8 8 8

     
                

 άρα στο 
π

0,
4

 
 
 

 έχουμε  ν θ 0 . 

3 3 33
π 3 1 3 1 3 1

ν 0
3 2 2 8 8 8

     
              

 άρα στο 
π π

,
4 2

 
 
 

 έχουμε  ν θ 0 . 

Επίσης ισχύει ότι 
2 2ημ θ συν θ 0   στο 

π
0,

2

 
 
 

. Άρα αφού  
 

2 2

ν θ π
f θ ,θ 0,

ημ θ συν θ 2

 
   

  
 ισχύει ότι  

στο 
π

0,
4

 
 
 

  είναι  f θ 0   και στο 
π π

,
4 2

 
 
 

 είναι  f θ 0  . 

Άρα αφού η f είναι συνεχής στο 
π

θ
4

  τότε 
π

f 0,
4

 
 
 

2  και 
π π

f ,
4 2

 


 
1  οπότε η f παρουσιάζει ολικό       

ελάχιστο στο 
π

θ
4

  το 
π π π

Κ ,f Κ ,2 2
4 4 4

    
    

    
. 

Επομένως το ελάχιστο μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ είναι 2 2  m, άρα το μέγιστο μήκος της  

σκάλας ώστε να μπορεί να περάσει είναι 2 2  m. 

 

iv)  
2 2

π
f θ 2 2

4
g θ ,θ A

1 θ συν θ

 
  

 
 

 
. Για το πεδίο ορισμού της g πρέπει: 

2 2 2 2 2 2

π π π π π π π π
θ 0, θ , θ , θ ,

4 2 4 4 4 4 4 4

και και και και

ημθ θ1 θ συν θ 0 1 θ συν θ 0 ημ θ θ

   
   
      

      
 

    



  
              

       


   

 
 

     





 

π π
θ ,

4 4

και

θ 0

 
 






 















 . 

(Ισχύει ημθ θ  για κάθε θ  με την ισότητα να ισχύει μόνον για θ 0 .) Άρα 
π π

Α ,0 0,
4 4

   
     
   

. 

Από το προηγούμενο ερώτημα αφού η f έχει ολικό ελάχιστο το 2 2  οπότε  f 2 2   για κάθε  

0,
2

 
 

 
 με την ισότητα να ισχύει μόνον για 

4


  . 

Το 0, ,
4 4 4 2

      
      

   
 άρα f 2 2

4

 
   
 

  οπότε  f 2 2 0 g 0
4

 
       
 

 

άρα η γραφική της παράσταση δεν τέμνει τον άξονα x΄x. 
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32. Δίνονται οι συναρτήσεις   3f x 3 x ,  x 0  και  g x ln x, x 0  . 

α) Να βρείτε την παράγωγο της f. 

β) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την 1f  . 

γ) Να  βρείτε τα σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f, g στα οποία η  

    κατακόρυφη απόσταση τους γίνεται ελάχιστη. 

δ) Να αποδείξετε ότι     
1

g f x ln3 g x
3

   για κάθε x > 0. 

ε) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει εφαπτομένη της gC που να είναι κάθετη σε εφαπτομένη της fC . 

Λύση 

α) Για κάθε x > 0 είναι  
1 1 2

1
3 3 3

2 3 2
3

1 1
f x 3x x x

x
x

 
 

      
 

. 

Στο x = 0 είναι 
   

1
1 23 1
3 3

3 2x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 3x 3
lim lim lim3x lim3x lim

x x x

 

    


      , οπότε η f δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο x = 0. 

 

β) Για κάθε x > 0 είναι  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής στο  0, , είναι γνησίως αύξουσα στο 

διάστημα αυτό, οπότε είναι 1-1 και αντιστρέφεται. 

 
3 3y 0

3 3 y y y
f x y 3 x y x x x

3 3 27

  
         

 
, άρα  

3
1 y

f y , y 0
27

    οπότε 

 
3

1 x
f x , x 0

27

   . 

 

γ) Η κατακόρυφη απόσταση των f, g είναι       3d x f x g x 3 x ln x , x 0     . 

Έστω   3h x 3 x ln x, x 0   . 

Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με      
3

3 2

1 1 x 1
h x f x g x

x xx


        

 
3

3 3x 1
h x 0 0 x 1 0 x 1 x 1

x


           . 

Για κάθε  x 0,1 είναι  h x 0  και επειδή η h είναι συνεχής στο  0,1  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

διάστημα αυτό. Για κάθε  x 1,  είναι  h x 0  και επειδή η αι συνεχής στο  1,  είναι γνησίως 

αύξουσα στο διάστημα αυτό. Η h έχει ελάχιστο για x = 1.  

Είναι    3h 1 3 1 ln1 3 0    , οπότε    h x h 1 0   και      d x h x h 1  , άρα η κατακόρυφη 

απόσταση γίνεται ελάχιστη στο σημείο  1,3  της fC και το  1,0  της gC . 

 

δ) Για το πεδίο ορισμού της g f έχουμε:

        3

g f f gΑ x Α / f x Α x 0 / 3 x 0 x 0 / x 0 0,           , τότε 

       
1

3 3
1

g f x g f x ln 3 x ln3 ln x ln3 ln x
3

        
1

ln3 g x
3

  

 

ε) Αρκεί να δείξουμε ότι δεν υπάρχουν 1x 0  και 2x 0  τέτοια ώστε    1 2f x g x 1    . 

Όμως    1 2f x 0 και g x 0   , δηλαδή    1 2f x g x 0 1      άρα δεν υπάρχουν τέτοιες εφαπτομένες. 
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33. Δίνονται οι συναρτήσεις  
2

ln x
f x , x 0

ln x 1
 


 και   xg x e , x  . 

α) Να αποδείξετε ότι     
2

x
f g x φ x , x

x 1
  


. 

β) Να μελετήσετε την φ ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Να αποδείξετε ότι η fC έχει τρία σημεία καμπής από τα οποία τα δύο είναι συμμετρικά ως προς  

    το τρίτο. 

δ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της φ και να κάνετε τη γραφική της παράσταση. 

ε) Αφού αποδείξετε  ότι  
1

φ x
2

  για κάθε x στη συνέχεια να αποδείξετε ότι     

     22 ημx ln x 1 ln x 0     για κάθε x 0 . 

Λύση 

 

α) Είναι     x

f g g fΑ x Α / g x Α x / e 0        

     
 

x

2 2
x

ln e x
f g x f g x

x 1lne 1
  


 

β) Η φ είναι παραγωγίσιμη στο  ως  πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

 
   

2 2

2 2
2 2

1 x x 2x 1 x
φ x

1 x 1 x

   
  

 
 

 
 

 
2

21 x 02
2 2

2
2

1 x
φ x 0 0 1 x 0 x 1 1 x 1

1 x

 


            


. 

Για κάθε x 1 ή x 1    είναι  φ x 0   και επειδή η φ  είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα 

από τα διαστήματα  , 1   και  1, . Για κάθε  x 1,1   είναι  φ x 0   και επειδή η φ είναι 

συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  1,1 .Παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο -1 το  
1

φ 1
2

    και  

τοπικό μέγιστο στο 1 το  
1

φ 1
2

 . 

γ)  
 

2

2
2

1 x
φ x

1 x

 
   

 
 

  
   

3 3 3

3 3
2 2

2x 2x 4x 4x 2x 6x
φ x

1 x 1 x

    
  

 
 

 
 

3
3

3
2

2x 6x
φ x 0 0 2x 6x 0

1 x


       


 

 22x x 3 0   3 x 0 ή x 3    . 

Η φ είναι κοίλη στα διαστήματα  , 3 , 0, 3   
  

 

 και κυρτή  στα διαστήματα 3,0 , 3,   
  

 . 

  Η f έχει σημεία καμπής τα 

   3
Α 3,f 3 3,

4

 
      

 
 ,  O 0,0  και  

   3
B 3,f 3 3,

4

 
    

 
            

Τα σημεία Α και Β έχουν αντίθετες συντεταγμένες άρα είναι συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων το 

τρίτο σημείο καμπής. 

x    3        0       3           

x                        

2x 3                 

φ               

φ 
  4                   4     

                        Σ.Κ.    Σ.Κ.     Σ.Κ. 

 

3 3
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δ) Επειδή η φ είναι συνεχής στο δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

Είναι  
2x x x

x x
lim φ x lim lim

x 1  
 

 2x x

1
lim 0

x
   και  

2x x x

x x
lim φ x lim lim

x 1  
 

 2x x

1
lim 0

x
  , 

οπότε η y = 0, δηλαδή ο άξονας x΄x είναι οριζόντια ασύμπτωτη της φC . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε)  
1

φ x
2

  2

2 22

x xx 1 1 1
2 x 1 x

1 x 2 2 1 x 21 x
        

 
  

    
22

1 2 x x 0 1 x 0        ισχύει. 

       2 2

2

ln x
2 ημx ln x 1 ln x 0 2 ημx ln x 1 ln x 2 ημx 2 ημx φ ln x

ln x 1
             


 

Επειδή  
1

φ x
2

  για κάθε x , είναι και    
1 1 1

φ ln x φ ln x
2 2 2

      για κάθε x 0 . 

Για κάθε x , είναι 1 ημx 1 1 ημx 1 1 2 ημx 3            , άρα  
1

2 ημx 1 φ ln x
2

      

 2 ημx φ ln x  . 

 

34. Δίνεται η συνάρτηση   3 2f x 3x αx βx 3    , x , α,β . 

α) Να βρείτε τα α,β , ώστε η f , να έχει τοπικά ακρότατα στα 1x 1 και 
2

5
x

9
  . 

Για α 2  και β 5   : 

β) να εξετάσετε την f ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα 

γ) να βρείτε το πλήθος ριζών της εξίσωσης  f x 2021 . 

δ) να εξετάσετε την f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

ε)  να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f. 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με παράγωγο   2f x 9x 2αx β     άρα και στα   

εσωτερικά  σημεία 1x 1 και 2

5
x

9
   ,τα οποία είναι ακρότατα οπότε ισχύει το θεώρημα Fermat   

επομένως   f 1 0 9 2α β 0 β 2α 9          (1) και   

x     3             -1                0                1              3             

φ               +       +                  + 

φ                      +       +            

 

φ 
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 25 10α 9 2α 9 0 25 10α 18α 81 0          28α 56 α 2   . 

Από την (1) έχουμε β 4 9 5     

  

β)Για α 2,β 5    έχουμε   3 2f x 3x 2x 5x 3     και   2f x 9x 4x 5    . 

Έχουμε :    2 5
f x 0 9x 4x 5 0 x ή x 1

9

 
          

 
. 

H f είναι συνεχής στο ,  f x 0   στα διαστήματα  
5

, , 1,
9

 
   
 

 ,  f x 0   στο   

διάστημα 
5

,1
9

 
 
 

 άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα  
5

, , 1,
9

 
   
 

 ,γνησίως φθίνουσα 

στο διάστημα 
5

,1
9

 
 
 

 οπότε παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο 
5

9
  ,το 

5 329
f

9 243

 
   
 

  και τοπικό 

ελάχιστο στο 1,το  f 1 7  .      

γ) Έστω 
1 2

5 5
Α , ,Α ,1

9 9

   
       
   

 και  3Α 1, .   

Λόγω της μονοτονίας στα διαστήματα αυτά έχουμε: 

    

     1
x 5

x
9

190
f Α lim f x , lim f x ,

81


 
         

 

,    2

5 329
f Α f 1 ,f 7,

9 243

    
        

    
 και  

        3
xx 1

f Α lim f x , lim f x 7,
 

     αφού  

   3 3

x x x x
lim f x lim 3x , lim f x lim 3x
   

       ,    
5 5

x x
9 9

5 329
lim f x lim f x f

9 243 

 

 
     

 
 και 

     
x 1 x 1
lim f x lim f x f 1 7

  
    . 

Το   32021 f A ,2021     1 2f A ,f A άρα υπάρχει μοναδικό (η f γνησίως αύξουσα στο 3Α ) 1 3x A  

τέτοιος ώστε  1f x 2021 . 

 

δ) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο με δεύτερη παράγωγο  f x 18x 4   . 

 Έχουμε :  
2

f x 0 18x 4 0 18x 4 x
9

         . 

H f είναι συνεχής στο ,  f x 0   στο διάστημα 
2

,
9

 
 

 
 ,  f x 0   στο διάστημα 

2
,
9

 
 
 

 

άρα η f είναι κυρτή στο διάστημα 
2

,
9

 


 
 ,κοίλη  στο διάστημα 

2
,
9

 
 
 

 άρα έχει σημείο καμπής το  

2 2 2 1018
Α ,f Α ,

9 9 9 243

    
     

    
. 

 

ε) Η f είναι πολυωνυμική 3ου βαθμού άρα δεν έχει ασύμπτωτες. 

        

 

 

5
f 0 9

9

 
    
  9

25

81


 110α

β 25 10α 9β 0
9

      
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x 
       

5

9
                  

2

9
                 1              

 f x      + + 

 f x          

 f x     6ΤΜ  8   ΣΚ 

                              7ΤΕ 5  
 

Από τον παραπάνω πίνακα τιμών έχουμε την γραφική παράσταση  
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Λύσεις Θέματα Δ 
 

35. Έστω μία συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

●        
2 2αx βxe 3 x 1 2 f x e 3 x 1 2, α,β         , x  

●    f 0 0  και 

●    f 0 5    

α) Να δείξετε ότι    
2xf x e 3 x 1 2 , x     . 

β) Να δείξετε ότι η f έχει δύο κρίσιμα σημεία.  

γ) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  f x 0 . 

δ) Αν 1 2x x , να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2 1 2ξ ,ξ x ,x τέτοια, ώστε   2ξ

1 1 2f ξ e 3x 3x 6     . 

ε) Να δείξετε ότι    
2x 2 2e e 18 x 3 x 1 9 e       για κάθε x 2 . 

Δίνεται ότι 4e 54,5 , 5e 312 . 

Λύση 

α)      
2 2αx βxe 3 x 1 2 f x e 3 x 1 2          

                
2 2αx αxe 3 x 1 2 f x e 3 x 1 2 f x 0 1             και  

               
2 2βx βxf x e 3 x 1 2 f x e 3 x 1 2 0 2           για κάθε x  

      Έστω      
2αxφ x e 3 x 1 2 f x , x      . Είναι    φ 0 1 3 2 f 0 0     , οπότε η σχέση (1)  

      γράφεται:    φ x φ 0 για κάθε x , συνεπώς η φ έχει μέγιστο στο x 0 . 

     Επειδή η φ είναι παραγωγίσιμη στο με      αxφ x αe 6 x 1 f x     , σύμφωνα με το θεώρημα  

     Fermat, είναι    φ 0 0 α 6 f 0 0 α 6 5 0 α 1            . 

    Έστω      
2βxh x f x e 3 x 1 2, x      . Είναι    h 0 f 0 1 3 2 0     , οπότε η σχέση (2)  

     γίνεται:    h x h 0 για κάθε x , συνεπώς η h έχει μέγιστο στο x 0 . 

     Επειδή η h είναι παραγωγίσιμη στο με      βxh x f x βe 6 x 1     , σύμφωνα με το θεώρημα  

     Fermat, είναι    h 0 0 f 0 β 6 0 5 β 6 0 β 1             . 

    Τότε      
2 2αx βxe 3 x 1 2 f x e 3 x 1 2              

2 2x xe 3 x 1 2 f x e 3 x 1 2          

      
2xf x e 3 x 1 2    , x  

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με     xf x e 6 x 1     και   xf x e 6   . 

 

   Είναι   x xf x 0 e 6 0 e 6 x ln6          

   Για κάθε  είναι  

    και για κάθε 

   είναι     f x 0 f ln6,   1 . 

   Είναι  f ln 6 6ln 6    και 

   
 
. 

      

   Στο διάστημα  η είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο  

   τιμών το . Επειδή , υπάρχει μοναδικό τέτοιο, ώστε  1f ρ 0  . 

   Είναι   4f 4 e 30 24,5 0     , οπότε    f ln 6 f 4 0   και επειδή η f  είναι συνεχής, υπάρχει  

      2ρ ln 6,4 ln 6,    τέτοιο, ώστε   2f ρ 0  . Επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  ln 6,  

x ln 6

   f x 0 f ,ln 6   2

x ln 6

    x

x x
lim f x lim e 6 x 1
 

     

 1Δ ,ln 6  f 

   1f Δ 6ln 6,     10 f Δ 1 1ρ Δ

x               ln6                    

                          + 

   

 

  

f < 
 

> 
 

 

> 

 

< 

 1ρ 2ρ 

f  

f 

-6ln6 

+ 
  

+ 
  
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   η ρίζα αυτή είναι μοναδική στο διάστημα αυτό. 

   Επειδή η είναι παραγωγίσιμη και η εξίσωση έχει δύο ρίζες, η f έχει δύο κρίσιμα σημεία. 

γ) Για κάθε ,  

   για κάθε , 

   για κάθε  και τέλος για κάθε  

    

   Είναι , οπότε  γιατί . 

   Είναι  και  
x
lim f x


  , οπότε στο διάστημα   1 1Δ ,ρ   η f έχει  

   αντίστοιχο σύνολο τιμών το     1 1f Δ ,f ρ  . Επειδή το 0 περιέχεται στο  1f Δ , η f έχει ακριβώς  

   μία ρίζα  1 1x Δ . 

  
Είναι . 

   Επειδή  f 0 0 ,   1 20 ρ ,ρ  και η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα αυτό, το 0 είναι η  

   μοναδική ρίζα της f στο διάστημα αυτό. 

  Είναι   5f 5 e 76 312 76 236 0      , οπότε    2f ρ f 5 0  και επειδή η f είναι συνεχής,    

  λόγω του Θ.Bolzano η εξίσωση  f x 0  έχει  τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα 

   2 2 2x ρ ,5 ρ ,   .    

  Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  2ρ , , η ρίζα είναι μοναδική στο διάστημα αυτό. 

Τελικά η f έχει τρείς ρίζες, τις . 

 

δ) Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ για την f υπάρχει  1 1 2ξ x ,x  τέτοιο, ώστε  
   2 1

1

2 1

f x f x
f ξ

x x


  


 

     
 2

2x

2

1

e 3 x 1 2
f ξ

  
 

 1
2x

1e 3 x 1 2    2 1x x 2

2 2

2 1

e e 3x 6x 3

x x

   




2

1 13x 6x 3  

2 1x x



 

      
    

 
2 1 2 1

x x x x
2 1 2 1 2 1

1 2 1

2 1 2 1

e e 3 x x x x 6 x x e e
f ξ 3 x x 6

x x x x

      
      

 
   

      
2 1x x

1 2 1

2 1

e e
f ξ 3x 3x 6

x x


    


(3) 

    Θεωρούμε τη συνάρτηση    x

1 2t x e , x x ,x  . Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ. για την t, υπάρχει  

     2 1 2ξ x ,x  τέτοιο, ώστε  
    2 1

2

x x
2 1 ξ

2

2 1 2 1

t x t x e e
t ξ e

x x x x

 
   

 
. Τότε η σχέση (3) γίνεται: 

       2ξ

1 2 1f ξ e 3x 3x 6      

ε)
  

       
2 2x 2 2 x 2 2e e 18 x 3 x 1 9 e e 3 x 1 2 e 18 x 11 e              

 

   
   2 2f x e 18 x 11 e     

   Η εφαπτομένη της fC στο x 2 έχει εξίσωση     y f 2 f 2 x 2     

      2 2y e 25 e 18 x 2       2 2y e 18 x e 11     

   Επειδή  f ln 6, 1  η f είναι κυρτή οπότε βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της στο  

      2, ln 6,   , δηλαδή    2 2f x e 18 x 11 e     για κάθε x 2  

f  f x 0 

     
f

1 1 1x ρ f x f ρ 0 f ,ρ


      
2

1

     
f

1 1 1ρ x ln 6 f x f ρ 0 f ρ ,ln 6


      
2

2

     
f

2 2 2ln6 x ρ f x f ρ 0 f ln 6,ρ


      
1

2

     
f

2 2 2x ρ f x f ρ 0 f ρ ,


      
1

1

 f 0 5 0    1ρ 0   0 f ,0 

 

   
1f ρ ,ln 6

1 1ρ 0 f ρ f 0 0   
2

 

   
1 2f ρ ,ρ

2 2ρ 0 f ρ f 0 0   
2

1 2x ,x ,0
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36. Δίνεται η συνάρτηση  
2x 1

f (x) 2x 1 e 2x 3


     , x . Να αποδείξετε ότι:  

α)    
2x 1

f x e 2x 3


    και στη συνέχεια να βρείτε τη μονοτονία της f  . 

β) H συνάρτηση f έχει μοναδικό ακρότατο στο 
0

3
x

2
  .   

γ)  0f x 0   

δ) H συνάρτηση f έχει ακριβώς δυο ρίζες 1 2x ,x  . 

ε) 1 2x x 1    

Λύση 

 

α) Είναι    
2x 1

f x e 2x 1 2


     και    
2x 1

f x e 2x 3


   . 

      f x 0  
3

x
2

   και   f x 0  
3

x
2

   άρα η f   είναι γνησίως φθίνουσα στο 
3

,
2

 
  
 

 και    

      γνησίως αύξουσα στο 
3

,
2

 
 
 

. 

β) Η f΄ είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα  στο 
3

,
2

 
  
 

  άρα  
x

3 3
f , f , lim f x

2 2 

      
         
      

   

    =
2

2 , 2
e

 
   
 

  αφού  
3 2

f 2
2 e

 
     
 

     και    
2x 1

x x
lim f x lim e 2x 1 2 2



 

      
  

 γιατί 

      
x

u 2x 12x 1 u

x x , u
u lim

lim e 2x 1 lim u e



 

  


   
   uu DLH

u
lim

e

 
 
 




uu

2
lim 0

e




 

   Συνεπώς  f x 0  στο 
3

,
2

 
  
 

  άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 
3

,
2

 
  
 

 . 

    Η f΄ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα  στο 
3

,
2

 
  
 

  άρα  

      
x3

x
2

3
f , lim f x , lim f x

2  


 
            

 

  =
2

2,
e

 
   
 

αφού   
3

x
2

3 2
lim f x f 2

2 e



 
      

 
 και  

       
2x 1

x x
lim f x lim e 2x 1 2



 

      
  

. 

   Συνεπώς  υπάρχει  
0

3
x

2
   :   0f x 0    και επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα  άρα η f είναι γνησίως    

   φθίνουσα στο 0

3
,x

2

 
 
 

και γνησίως αύξουσα στο  0x , . 

   Επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  0, x  και γνησίως αύξουσα στο  0x , .  

    Συνεπώς η f έχει μοναδικό ακρότατο (ελάχιστο) για  
0

3
x

2
  . 

 

γ) Αφού  f 0 e 3 0     το ελάχιστο  0f x 0 . 

 

δ) Η f είναι συνεχής στο  0, x και γνησίως φθίνουσα άρα  

            0 0
x

f ,x f x , lim f x


 


=   0f x ,   γιατί   
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         
2x 1

x x
lim f x lim e 2x 1 2x 3



 

      
  

 αφού  

     

    
x

u 2x 12x 1 u

x x , u
u lim

lim e 2x 1 lim u 1 e



 

  


    
   uu DLH

u 1
lim

e

 
 
 






uu

2
lim 0

e




 

     Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα  στο  0x ,   άρα  

          
0

0
xx x

f x , lim f x , lim f x
 

 
   

 
=   0f x ,   αφού     

2x 1

x x
lim f x lim e 2x 1 2



 

     
  

 

     Συνεπώς η f έχει ακριβώς δυο ρίζες 1 2x ,x μία στο  0, x την 1x  όπου η f είναι γνησίως φθίνουσα  

      και  μία 2x στο  0x , όπου η f είναι γνησίως αύξουσα αφού  0f x 0 .  

 

ε) Έστω 1x η μία ρίζα οπότε  1f x 0   
12x 1

1 12x 1 e 2x 3 0


     τότε  

     1f 1 x  =  
 

 
12 1 x 1

1 12 1 x 1 e 2 1 x 3
  

          =  
11 2x

1 13 2x e 1 2x
 

    =   

                       
1

1
11 2x

3 2x
1 2x

e


 
  =

 
1

1

2x 1

1 1

2x 1

2x 1 e 2x 3
0

e





  
  άρα η άλλη ρίζα θα είναι η 11 x    

     δηλαδή 2 1 2 1x 1 x x x 1       . 

 

37. Έστω η συνάρτηση  
x x

x

λe e
f x , λ.μ

e μ


 


. 

α) Να βρείτε τα λ, μ για τα οποία η γραφική παράσταση της f έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη τον  

    άξονα y΄y και οριζόντια ασύμπτωτη στο   την ευθεία y 1 . 

Έστω λ 1 και μ 1    

β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να δείξετε ότι υπάρχει  0x ,0   στο οποίο η  

    f  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο. 

γ) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης    0f x f x 0  . 

δ) Να υπολογίσετε το όριο  
x 1
limf ln x x 1


  . 

Λύση 

 

α) Για να ορίζεται η f πρέπει x xe μ 0 e μ      (1) 

     Αν μ 0 τότε η (1) είναι αληθής για κάθε x και fD  . 

    Στη περίπτωση αυτό η f είναι συνεχής στο ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και δεν έχει  

    κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

    Αν μ 0 τότε η (1) γίνεται  x ln μ   και   fD ln μ   . 

    Αν η fC έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη, αυτή θα είναι η  x ln μ  . Επειδή η f έχει ασύμπτωτη την  

    x 0 , πρέπει  ln μ 0 μ 1 μ 1         

    Είναι  
xx x

xx x x

eλe e
lim f x lim lim

e μ



  


 



 2x

x

λ e

e



 x

λ 0
λ

1 μ 01 μe


 

 
. 

    Επειδή η f έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο   την ευθεία y 1  είναι  
x
lim f x 1


 , άρα λ 1 . 

      Τότε  
x x

x

e e
f x

e 1





 και      x x

x
x 0 x 0

1
lim f x lim e e 2

e 1 



 
     


 γιατί 

      

xe 1 u

x
x 0 x 0 u 0

u 0

1 1
lim lim

e 1 u  



 

   



  


. Άρα η τιμή μ 1  είναι δεκτή. 
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β) Για κάθε x 0  είναι  
    

 

x x x x x x 2x

2
x

e e e 1 e e e e
f x

e 1

    
  



x x 2xe 1 e e   

 
2

x

1

e 1





 

       
     

 

 

2x x
x

2x xx x x x

2 2 2 2
x x x x x

1 e 1 2e
e 2 e 2e 1e e 2 e ef x

e 1 e 1 e 1 e e 1



  
       

    
   

 

    Το πρόσημο της f   εξαρτάται από το πρόσημο της παράστασης 2x xe 2e 1  .  

    Έστω   2x xh x e 2e 1, x 0    . 

    Είναι    2x xh x 2e 2e 0 h ,0     1 .  

    Είναι    2x x

x x
lim h x lim e 2e 1 1
 

      και  h 0 2 .  

    Επειδή η h είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Δ ,0   έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το  

      f Δ 1,2  . Επειδή  0 f Δ  υπάρχει μοναδικό 0x Δ τέτοιο, ώστε  0h x 0 . 

    Για κάθε 0x x  είναι        0 0h x h x 0 f x 0 f ,x     1 . 

    Για κάθε 0x x 0   είναι        0 0h x h x 0 f x 0 f x ,0     2 . Οπότε η f παρουσιάζει μέγιστο  

     στο 0x . 

γ)        0 0f x f x 0 f x f x      (1) 

    Στο διάστημα  ,0  η f παρουσιάζει μέγιστο στο 0x , οπότε    0f x f x  για κάθε x 0  και η  

    ισότητα ισχύει μόνο για 0x x . Άρα η (1) έχει μοναδική ρίζα το 0x  στο διάστημα  ,0 . 

   Είναι  
x
lim f x 1



 
και      

x x
x x

x x
x 0 x 0 x 0

e e 1
lim f x lim lim e e 2

e 1 e 1  




  

  
         

. 

   Για κάθε x 0 είναι        h x h 0 2 f x 0 f 0,     2  

   Στο διάστημα  Δ 0,   η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών  

   το    f Δ 1,  .  

    Για να έχει λύση η εξίσωση (1) στο Δ πρέπει το  0f x να βρίσκεται στο    f Δ 1,  . 

    Είναι  
0 0

0

x x

0 x

e e
f x

e 1







. Επειδή 0x 0 είναι 0 0x x
e 1 e 1 0     και 0 0x x

e e 0


   άρα  0f x 0 ,  

    οπότε      0f x f Δ 1,    και η (1) είναι αδύνατη στο  0, . 

δ) Θέτουμε ln x x 1 u   . Είναι  
x 1 x 1
limu lim ln x x 1 0
 

    , και επειδή για κάθε x 0 είναι  

    lnx x 1   με την ισότητα να ισχύει μόνο για x 1 , είναι lnx x 1  για κάθε x πολύ κοντά στο 1, 

     οπότε    
x 1 u 0
limf ln x x 1 lim f u

 
     . 

 

38. Έστω συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  1,  για την οποία ισχύει ότι: 

●        
 f x

2

2

e
2f x x f x xf x

x



       για κάθε x 1  ,  

●   f e 1    και 

●  f e 0    

α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση    f x
g x xe ln x, x 1    είναι σταθερή και να βρείτε την τιμή της. 

β) Να δείξετε ότι    f x ln ln x ln x   και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι  f x 0  για κάθε 

x 1 . 

γ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της fC  . 

δ) Να δείξετε ότι η fC τέμνει την ευθεία y x   ακριβώς σε ένα σημείο. 
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ε) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν σημεία της fC  στα οποία οι εφαπτομένες έχουν αντίθετες κλίσεις. 

Λύση 

 

α) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  1,  ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

               f x f x f x1 1
g x e xf x e e 1 xf x

x x
         . Η g  είναι παραγωγίσιμη στο  1, με 

                  f x f x

2

1
g x e f x 1 xf x e f x xf x

x
           

                2f x

2

1
g x e f x x f x f x xf x

x
           

                
 f x

2f x f x

2 2 2 2 2

1 e 1 1 1
g x e 2f x x f x xf x e 0

x x x x x

 
                

     

   

 g x c, c     

   Είναι       f e 1 1 1
g e e 1 ef e 0 c 0

e e e
          άρα     1 1g x 0 g x c , c      . 

   Είναι      f e

1

1
g e ee lne, e 1 1 1 0 c 0 g x 0

e
           για κάθε x 1 . 

β)          f x f x f x ln x ln x
g x 0 xe ln x 0 xe ln x e f x ln

x x

 
           

 
  

      f x ln ln x ln x   

    Για κάθε x 1  είναι      0 ln x x 1 x ln ln x ln x ln ln x ln x 0 f x 0             

γ) Είναι       
ln x u

x 1 x 1 u 0 u 0
lim f x lim ln ln x ln x lim ln u u

   



   
       , άρα η x 1  είναι κατακόρυφη  

     ασύμπτωτη της fC  . 

         
ln x u

x x u u u

ln u
lim f x lim ln ln x ln x lim ln u u lim u 1

u



    

  
         

  
 γιατί 

   
u DLH u

1

ln u ulim lim 0
u 1

 
 
 

 
   , άρα η fC  δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη. 

 

    

Είναι

 

   
 

x x DLH x x

1 ln x
f x ln ln x ln x 1 1x ln xlim lim lim lim 1 0 0 1 0

x x 1 x ln x

 
 
 

   


   

        
  

 άρα η fC  δεν  

    έχει πλάγια ασύμπτωτη. 

δ) Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε x 1  η εξίσωση    f x x ln ln x ln x x 0       έχει ακριβώς μια  

     ρίζα. Θεωρούμε τη συνάρτηση    h x ln ln x ln x x, x 1    . 

    Η h είναι παραγωγίσιμη στο  1,  ως σύνθεση και πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

     
1 1 1 ln x x ln x

h x 1
x ln x x x ln x

 
     . 

   Θεωρούμε τη συνάρτηση  φ x 1 ln x x ln x, x 1    . 

   Η φ είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με  
1 x 1

φ x ln x 1 ln x
x x


       . 

   Για κάθε x 1  είναι  φ x 0   και επειδή η φ είναι συνεχής στο  1, , είναι γνησίως αύξουσα στο  

   διάστημα αυτό. Για κάθε  x 1  είναι    φ x φ 1 1 0       h x 0 h 1,   1 . 

   Είναι     
x 1 x 1
lim h x lim ln ln x ln x x 0 1

  
          γιατί  

ln x u

x 1 u 0
lim ln ln x lim ln u

 



 
   , οπότε  
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   υπάρχει θετικός και πολύ μικρός θετικός αριθμός α, τέτοιος, ώστε  h α 0 . 

   Παρατηρούμε ότι    h e ln ln e ln e e ln1 1 e e 1 0         , οπότε    h α h e 0  κι επειδή η h  

   είναι συνεχής, λόγω του θεωρήματος Bolzano υπάρχει    ρ α,e 1,    τέτοιο, ώστε  

      h ρ 0 f ρ ρ    . Επειδή η h είναι γνησίως αύξουσα το ρ είναι μοναδικό. 

ε) Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχουν 1 2x ,x 1  με 1 2x x  τέτοια, ώστε    1 2f x f x 0     

   Είναι  
 

2

2

ln x ln x 1
f x

x ln x

 
   . 

   Το τριώνυμο 2ω ω 1   έχει ρίζες 
1,2

1 5
ω

2


  . Όμως με ω ln x 0   για x 1  , είναι  

   
2ω ω 1 0    για κάθε 

1 5
ω 0,

2

 
  
 

 και 
2ω ω 1 0    για κάθε 

1 5

2
0

1 5
ω x e x

2




    . 

   Άρα για κάθε  0x 1,x  είναι    0f x 0 f 1,x   2  και για κάθε 0x x  είναι  

      0f x 0 f x ,   1  . 

   Είναι  
 

 
2

20 0
0 0 0 0 02

0 0

ln x ln x 1
f x 0 0 ln x ln x 1 0 ln x ln x 1 1

x ln x

 
           

 

    

0

0

1
ln x 1

ln x
   . Τότε   0 0

0 2

0 0 0 0 0 0

1

1 ln x ln x 1
f x 0

x ln x x ln x x ln x




       . 

      
x 1 x 1 x 1

1 ln x 1 ln x 1
lim f x lim lim 1

x ln x x ln x    

  
        

 
 . 

 
 x x DLH x

1 ln x 1
lim f x lim lim 0

x ln x x ln x 1





  


     


 

   Στο διάστημα  1 0A 1,x  η f   είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών  

    το     1 0f A f x ,    . 

   Στο διάστημα  2 0A x ,   η f   είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα έχει αντίστοιχο σύνολο  

   τιμών το     2 0f A f x ,0   . 

   Έστω   0α f x ,0  , τότε   0α 0, f x    . Επειδή  2α f A  υπάρχει 1 2x Α  τέτοιο, ώστε  

    1f x α   . Επειδή  1α f A   υπάρχει 2 1x Α  τέτοιο, ώστε   2f x α    . Είναι    1 2f x f x 0   . 

 

39. Έστω οι παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f, g για τις οποίες ισχύουν οι σχέσεις: 

●            f x f x g x g x g 2x    , x  

●       f 0 0, g 0 1   

α) Να δείξετε ότι      2 2f x g x g 2x , x   .  

β) Αν  
x xe e

g x
2


 , να βρείτε ποια μπορεί να είναι η f. 

γ) Έστω  
x xe e

f x
2


 . Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 

δ) Να λύσετε στο την ανίσωση         2 4 2 4g kx g kx k g x g x , k 1     .  

Λύση 
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α) Για κάθε x ισχύει ότι:                  2 22f x f x 2g x g x 2g 2x f x g x g 2x
          

          2 2f x g x g 2x c, c     

     Για x 0 είναι      2 2f 0 g 0 g 0 c 1 1 c c 0        , οπότε      2 2f x g x g 2x , x    

β)  Είναι      2 2f x g x g 2x    
2

x x 2x 2x
2 e e e e

f x
2 2

   
   
 

 

      
2x 2x 2x 2x

2 e 2 e e e
f x

4 2

   
    

2x 2x 2x 2x
2 e e e 2 e

f x
2 4

   
    

       
2

2x 2x 2x 2x 2x 2x x x
2 2e 2e e 2 e e 2 e e e

f x
4 4 2

          
    

 
 

x xe e
f x

2


   (1) 

      Η f έχει μοναδική ρίζα το x 0  γιατί για 
x x

x x e e
x 0 2x 0 x x e e 0

2


 

           και 

     για 
x x

x x e e
x 0 2x 0 x x e e 0

2


 

          , οπότε για x 0 είναι  f x 0  

     ή 

      Είναι    
x x

x x x x
e e

f x 0 f x 0 0 e e 0 e e x x 2x 0 x 0
2



 


                  

      Κατά συνέπεια η f ως συνεχής στο διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα που οι  

      ρίζες της χωρίζουν το πεδίο ορισμού της, δηλαδή διατηρεί πρόσημο στα διαστήματα  ,0  και  

      0, . Έτσι έχουμε 4 περιπτώσεις: 

x          0            

1)  f x    + 

2)  f x  +   

3)  f x  + + 

4)  f x      

     

     Άρα έχουμε για κάθε περίπτωση: 

   1)  
x xe e

f x
2


 , x     2)  

x xe e
f x

2

 
 , x  

   3)  

x x

x x

x x

e e
, x 0e e 2

f x
2 e e

, x 0
2







 
 

  
 



   4)  

x x

x x

x x

e e
, x 0e e 2

f x
2 e e

, x 0
2







 
 

   
 



 

γ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με  
x xe e

f x 0
2


    άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο , οπότε  

       είναι 1-1. 

      Αρχικά θα βρούμε το πεδίο ορισμού της 1f  που είναι το σύνολο τιμών της f. 

     Είναι    
x x x x

x x x x

e e e e
lim f x lim , lim f x lim

2 2

 

   

 
      . 

     Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο , οπότε         
x x

f A lim f x , lim f x ,
 

      

     Για κάθε x A  έστω  f x y, y  

xx x e
x x 2x xe e

y e e 2y e 1 2ye
2

 


         

      
2

2x x 2 2 x 2 x 2e 2ye y 1 y e y 1 y e y 1 y             
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     Άλλα για κάθε x  είναι 
x x x x

x x e e e e
e y e 0

2 2

  
     , άρα    

     x 2e y 1 y    x 2e y 1 y     (2) 

     Είναι 2 2 2 2 2 2 2 2y y 1 y y 1 y y 1 y 1 y y 1 y y 1 0                   

    Οπότε για κάθε
 
y  από τη σχέση (2) προκύπτει ότι  2x ln y 1 y    

    Οπότε   1f :f A   

  
1f :   με 

                              1 2f x ln x 1 x     

δ) Έστω η συνάρτηση      φ x g kx k g x , x   . 

     Η φ είναι παραγωγίσιμη στο ως αποτέλεσμα πράξεων και σύνθεσης παραγωγίσιμων συναρτήσεων  

     με            φ x kg kx k g x k g kx g x         

    Αλλά      
x x x x x xe e e e e e

g x g x g x 0 g
2 2 2

    
         1  

    Οπότε για 
 

            
k 1 0 g

x 0 k 1 x 0 kx x g kx g x k g kx g x 0 φ x 0
  

                 
1

 

    και επειδή η φ είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

    Είναι         2 4 2 4g kx g kx k g x g x , k 1      

         2 2 4 4g kx kg x g kx kg x              

      
 φ 0,

2 4φ x φ x


 
1

 2 4 2 4 2 2x x x x 0 x 1 x 0           x 1,0 0,1    

 

40.  Δίνεται η  συνεχής συνάρτηση f :    για την οποία ισχύει      2 2 x xf x 2xf x x e e 2    για 

κάθε x ,    
2

2
f 1 e, f 2

e
      και η ευθεία ε : y x 1   . 

α) Nα δείξετε ότι   xf x x e ,x   .  

 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f και η ευθεία ε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β) Nα βρείτε την ελάχιστη κατακόρυφη απόσταση μεταξύ της γραφικής παράστασης της f και της  

    ευθείας ε. 
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γ) Nα βρείτε την ελάχιστη απόσταση μεταξύ της γραφικής παράστασης της f και της ευθείας ε .  

δ) Να αποδείξετε ότι :
5 7

6 5 e 7 e
e

12

  
  . 

Λύση 

α)            2 2 x x 2 2 2 x x 2f x 2xf x x e e 2 f x 2xf x x x e e 2 x           

               
22 22 2x 2 x 2 x xf x x x e 2x e x f x x xe x f x x x e 1             (1) 

    Έστω    g x f x x  , x , τότε      x xg x 0 x e 1 0 x 0 ή e 1 x 0          

   Για κάθε x 0 είναι x xe 1 e 1 0    οπότε  xx e 1 0   και για κάθε x 0 είναι  

    x xe 1 x e 1 0    , οπότε η (1) γίνεται:    xg x x e 1   (2). 

   Για κάθε x 0  είναι  g x 0 και επειδή η g είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα από  

   τα διαστήματα  ,0  και  0, . 

   Είναι    
2

2
g 2 f 2 2 2 0

e
        , άρα  g x 0  για κάθε x 0 , οπότε η (2) γίνεται: 

            x x xg x x e 1 f x x x e 1 f x xe , x 0          

   Είναι    g 1 f 1 1 e 1 0     , άρα  g x 0  για κάθε x 0 , οπότε η (2) γίνεται: 

            x x xg x x e 1 f x x x e 1 f x xe , x 0          

   Επειδή η f είναι συνεχής στο x 0 , ισχύει ότι      
x 0 x 0

f 0 lim f x lim f x 0
  

   , οπότε τελικά 

     xf x xe , x  . 

 

β) Η κατακόρυφη απόσταση της fC από την ε είναι    d f x x 1   . 

   Θεωρούμε τη συνάρτηση     xh x f x x 1 xe x 1, x       . Η h είναι παραγωγίσιμη στο  με  

      x x xh x e xe 1 e x 1 1        και      x x xh x e x 1 e e x 2      . 

   Είναι    xh x 0 e x 2 0 x 2 0 x 2           . 

   Για κάθε x 2   είναι  h x 0   και επειδή η h  είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 2  . 

   Για κάθε x 2   είναι  h x 0   και επειδή η h  είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  2,  . 

   Είναι  
1

h 2 1 0
e

      ,    x x x

x x x
lim h x lim xe e 1 lim f x e 1 1
  

                γιατί  

   από το σχήμα προκύπτει ότι  
x
lim f x 0


 . 

   Παρατηρούμε ότι  h 0 0  , οπότε για κάθε 

     
h

2 x 0 h x h 0 0 h 2,0


        
1

2 . Επειδή η h  

   είναι συνεχής στο x 2  , είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 .  

   Για κάθε      
h

x 0 h x h 0 0 h 0,


      
1

1 . 

   Η h έχει ελάχιστο το    h 0 f 0 1 1   , άρα  

  
     h x h 0 1 0 f x x 1      , οπότε      d f x x 1 h x     και mind 1  

    Παρατηρήσεις για το   x

x x
lim f x lim xe
 

  

    Το όριο θα μπορούσε να υπολογιστεί και με το θεώρημα του De L’ Hospital: 

     x

x xx x DLH x

x 1
lim xe lim lim 0

e e

 
 
 

   
  


 

    Ακόμη σε μια εργασία του κυρίου Γιώργου Πολύζου με τίτλο αξιοσημείωτα όρια έχει τον εξής τρόπο  
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     για το συγκεκριμένο όριο: 

     

ue
t

x u u
x

ux ux x x u u u t
u t

x u 1 1
lim xe lim lim lim lim 0

ee e t

u


 

      
 

  
       γιατί για u 0  είναι 

      

2
u 2 2

2
2

u

u u ue 1
e u2 2 4

u u u u u 4

     
     

     
      και 

u

u
lim

4
  , οπότε και 

u

u

e
lim

u
   

 

 

 γ) Έστω  M x, y  σημείο της fC . Τότε xy xe , x  . Είναι ε: y x 1 x y 1 0      . 

   Η απόσταση του Μ από την ε, είναι: 

    
 

     
x

h x 1

22

x xe 1 h xx y 1 h x
d M,ε

2 2 21 1

   
   

 
 

   Για κάθε x είναι    
 

 
h x 1 1

h x h 0 1 d M,ε
2 2 2

        

   άρα  
min

1
d M,ε

2
 για x 0 , άρα όταν  M 0,0 .  

δ) Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα 

   5,6 , 6,7 , οπότε υπάρχουν  

      1 2ξ 5,6 , ξ 6,7   τέτοια, ώστε       6 5

1f ξ f 6 f 5 6e 5e      και       7 6

2f ξ f 7 f 6 7e 6e      

   Είναι    x xf x xe x και f x xe x 1 0        για κάθε  x 5,7 , άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα  

   στο   5,7 . Είναι    
7 5f

6 5 7 6 6 7 5 6

1 2 1 2

7e 5e
ξ ξ f ξ f ξ 6e 5e 7e 6e 12e 7e 5e e

12

 
            

1

 

 

41. Δίνονται οι δύο φορές  παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f, F   για τις  οποίες ισχύει : 

 
   

 o 0

0
h 0

F x h F x h
lim 2f x

h

  
  για κάθε πραγματικό αριθμό x0. 

          F 1 0 F 2 , F 3 2 F 4 , F 5 0     . 

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση 
   F x 1 F x 2 2

0
x 2 x 1

  
 

 
 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  1,2 . 

β) Να δείξετε ότι    F x f x   για κάθε πραγματικό αριθμό x. 

γ) Αν  η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  2,3 .Να δείξετε ότι     f 3 2 f 2  . 

δ) i)  Να δείξετε ότι η εξίσωση  f x 0 έχει τρεις τουλάχιστον ρίζες.  

    ii) Να δείξετε ότι η  εξίσωση  f x 0   έχει μία τουλάχιστον ρίζα. 

ε) Έστω        
2 2 2

f x x α x β x 5     όπου α, β 5  δύο από τις ρίζες της εξίσωσης του  

    ερωτήματος δ) i) . Να δείξετε ότι ο άξονας x΄x εφάπτεται της γραφικής παράστασης της f στα  

    σημεία    Α α,0 ,Β β,0  και  Γ 5,0 . 

Λύση 

α) Για κάθε x 1, 2  έχουμε   

      
   

         
F x 1 F x 2 2

0 x 1 F x 1 x 2 F x 2 2 0
x 2 x 1

  
         

 
. 

       Θεωρούμε τη συνάρτηση            g x x 1 F x 1 x 2 F x 2 2       ,   x 1,2 . 
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       H g είναι συνεχής στο  1,2  σαν πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

       Επίσης     g 1 F 3 2 4 0      ,    g 2 F 2 1 0    οπότε 

          g 1 g 2 0   άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano δηλαδή υπάρχει  

         0x 1,2  τέτοιος ώστε  0g x 0 .  

  

β) 
           o 0 o 0 0 0

h 0 h 0

F x h F x h F x h F x F x F x h
lim lim

h h 

       
   

       
       

 o 0 o 0

0
h 0

F x h F x F x h F x
lim 2F x

h h

     
  

 
 αφού  

       
       

 
u h

o 0 o 0

0
h 0 h 0, u 0

u 0

F x h F x F x u F x
lim lim F x

h u



  


   
  


. 

       Επομένως         0 0 0 02F x 2f x F x f x     για κάθε πραγματικό αριθμό x0 οπότε 

          F x f x   για κάθε πραγματικό αριθμό x. 

 

γ)  Για την F ισχύει το Θ.Μ.Τ στο  2,3  άρα υπάρχει  κ 2,3  τέτοιος ώστε  

        
   

 
F 3 F 2

F k f k 2
3 2


   


 οπότε            

f

2 k 3 f 2 f k f 3 f 3 2 f 2       
f >

. 

δ) i) Η F είναι συνεχής στο  1,2 ,παραγωγίσιμη στο  0,1  ,    F 1 0 F 2   άρα ισχύουν οι υποθέσεις  

           του θεωρήματος Rolle οπότε υπάρχει  α 1,2  τέτοιος ώστε    F α 0 f α 0    . 

           Όμοια ισχύουν οι υποθέσεις  του θεωρήματος Rolle στο  3,4  οπότε υπάρχει  β 3,4  τέτοιος  

           ώστε    F β 0 f β 0    . 

           Άρα  η εξίσωση  f x 0 έχει τρεις τουλάχιστον ρίζες. τις α,β και 5 αφού    F 5 0 f 5 0    . 

 

     ii) Η f είναι συνεχής στο  α,β ,παραγωγίσιμη στο  α,β  ,    f α f β 0   άρα ισχύουν οι υποθέσεις  

          του θεωρήματος Rolle οπότε υπάρχει  1c α,β  τέτοιος ώστε  1f c 0  . 

          Όμοια ισχύουν οι υποθέσεις  του θεωρήματος Rolle στο  β,5  οπότε υπάρχει  2c β,5  τέτοιος  

          ώστε  2f c 0  . 

          Η f   είναι συνεχής στο  1 2c ,c ,παραγωγίσιμη στο  1 2c ,c  ,    f α f β 0   άρα ισχύουν οι  

          υποθέσεις  του θεωρήματος Rolle οπότε υπάρχει  0 1 2c c ,c  τέτοιος ώστε  0f c 0  . 

 

ε)   Έχουμε                
2 2 2 2 2 2

f x x α x β x 5 f x x α x β x 5 0           (1)  

         Θεωρούμε τη συνάρτηση          
2 2 2

h x f x x α x β x 5 .      

         Με κατάλληλη αντικατάσταση έχουμε.      h α h β h 5 0    οπότε η σχέση (1)  

         ισοδυναμεί με τις σχέσεις        h x h α ,h x h β   και    h x h 5 . 

         Επομένως η h έχει τρεις θέσεις μεγίστου στα α,β,5  ,είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτά 

         άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Fermat οπότε 

              h α h β h 5 0     . Όμως  

                            
2 2 2 2 2 2

h x f x 2 x α x β x 5 2 x α x β x 5 2 x α x β x 5               

         οπότε:  

 

 

 

 

 

 

h α 0 f α 0

h β 0 f β 0

h 5 0 f 5 0

    
 
    

 
   

.    
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         Επειδή      f α f β f 5 0    η 
fC   εφάπτεται του άξονα x΄x στα σημεία     Α α,0 ,Β β,0 και  

          Γ 5,0 .   

 

42. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο  για την οποία ισχύει ότι    2 2f x x 2ημxσυνx 1 2xf x     

για κάθε  x 0,π ,  f 0 1  και  f π π 1  . 

α) Να δείξετε ότι    f x x ημx συνx, x 0,π    . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα στο διάστημα  0,π . 

γ) Να βρείτε το σημείο της fC  με τετμημένη στο διάστημα  0,π , στο οποίο η εφαπτομένη έχει τη  

    μικρότερη κλίση. 

δ) Να δείξετε ότι  f x 3x 2π 1    για κάθε  x 0,π . 

ε) Έστω ότι  f x x ημx συνx, x    . Να αποδείξετε ότι η f έχει σύνολο τιμών το . 

Λύση 

 

α)    2 2f x x 2ημxσυνx 1 2xf x        2 2f x 2xf x x 1 2ημxσυνx      

            
2 2 22 2f x x ημ x συν x 2ημxσυνx f x x ημx συνx        

 

     
 f x x ημx συνx    (1) 

      Έστω      g x f x x, x 0,π   . Είναι  g x 0 ημx συνx 0      

     ημx συνx 0 ημx συνx    
 x 0,πημx π

1 εφx 1 x
συνx 4



     . 

     Για κάθε 
π π

x 0, ,π
4 4

   
   
   

 είναι  g x 0 και επειδή η g είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο  

     σε καθένα από τα διαστήματα 
π

0,
4

 


 
 και 

π
,π

4

 
 
 

. 

      Είναι    g 0 f 0 1 0    άρα  g x 0  για κάθε 
π

x 0,
4

 
 
 

 και η (1) γίνεται: 

        f x x ημx συνx f x x ημx συνx       . 

    Είναι    g π f π π 1 0      άρα  g x 0  για κάθε 
π

x ,π
4

 
 
 

, οπότε η (1) γίνεται: 

       f x x ημx συνx f x x ημx συνx        . 

      Για 
π

x
4

  η (1) γίνεται 
π π π π

f 0 f
4 4 4 4

   
      

   
, οπότε  

π
x ημx συνx , x 0,

4

π π
f x , x

4 4

π
x ημx συνx , x ,π

4

  
    

 


 

  

    
 

 

      Για 
π

x
6

  είναι 
π π 1 3

ημ συν 0
6 6 2 2
     άρα ημx συνx 0   για κάθε 

π
x 0,

4

 
 
 

, οπότε 

        
π

f x x ημx συνx, x 0,
4

 
    

 
. 

       Για 
π

x
2

  είναι 
π π

ημ συν 1 0
2 2
    άρα ημx συνx 0   για κάθε 

π
x ,π

4

 
 
 

, οπότε 
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        
π

f x x ημx συνx, x ,π
4

 
    

 
. Τελικά    f x x ημx συνx, x 0,π    . 

 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,π με  f x 1 συνx ημx     και  f x ημx συνx    

    Για κάθε 
π

x 0,
4

 
 
 

 είναι  f x 0   και επειδή η f  είναι συνεχής στο 
π

0,
4

 
 
 

, είναι γνησίως φθίνουσα  

    στο διάστημα αυτό. Για κάθε 
π

x ,π
4

 
 
 

 είναι  f x 0   και επειδή η f  είναι συνεχής στο 
π

,π
4

 
 
 

,  

    είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

    Για κάθε 
π

0 x
4

   είναι    f x f 0 0    και επειδή η f είναι συνεχής στο 
π

0,
4

 
 
 

, είναι γνησίως  

    φθίνουσα  στο διάστημα αυτό. Παρατηρούμε ότι 
π

f 0
2

 
  
 

. 

    Για κάθε 
π π

x
4 2
   είναι  

π π π
f x f 0 f ,

2 4 2

   
      

   
2 . Επειδή η f είναι συνεχής στο 

π
x

4
 , είναι  

    γνησίως φθίνουσα στο 
π π π π

0, , 0,
4 4 2 2

     
      

     
. Για κάθε 

π
x ,π

2

 
 
 

 είναι  
π

f x f 0
2

 
   

 
και  

    επειδή η f είναι συνεχής στο 
π

,π
2

 
 
 

είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

   Η f έχει τοπικό ελάχιστο το 
π π

f 1
2 2

 
  

 
 και τοπικά μέγιστα τα  f 0 1 και  f π π 1  . 

 

γ) Επειδή η f  έχει ελάχιστο στο 
π

x
4

 , το σημείο της fC  με τη μικρότερη κλίση είναι το  

      
π π π π

,f ,
4 4 4 4

    
    

    
 

 

δ) Έστω      h x f x 3x 2π 1 x ημx συνx 3x 2π 1 συνx ημx 2x 2π 1, x 0,π                 

    Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,π με  h x ημx συνx 2      

    Για κάθε  x 0, π  είναι 0 ημx 1 1 ημx 0        και 1 συνx 1 1 συνx 1        , οπότε 

    2 ημx συνx 1 4 ημx συνx 2 1               h x 0   και επειδή η h είναι συνεχής στο  

      0,π είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα αυτό. 

     Για 0 x π   είναι    h x h π 0    f x 3x 2π 1 0      f x 3x 2π 1   . 

ε) Είναι   
x x

ημx συνx
lim x ημx συνx lim x 1

x x 

  
        

  
γιατί για κάθε x 0  είναι 

    
ημxημx 1 1 ημx 1

x x x x x x
      . Επειδή 

x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   

 
, λόγω του κριτηρίου παρεμβολής  

      είναι και 
x

ημx
lim 0

x
 . Όμοια και 

x

συνx
lim 0

x
  

 

    Είναι   
x x

ημx συνx
lim x ημx συνx lim x 1

x x 

  
        

  
γιατί για κάθε x 0  είναι 

    
ημxημx 1 1 ημx 1

x x x x x x
       . Επειδή 

x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   

 
, λόγω του κριτηρίου  
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     παρεμβολής είναι και 
x

ημx
lim 0

x
 . Όμοια και 

x

συνx
lim 0

x
 . 

    Επειδή η f είναι συνεχής στο ,  
x
lim f x


   και  
x
lim f x


  , έχει σύνολο τιμών το  

 

43. Δίνεται η συνάρτηση  f : 0,   με 
1

f 0
π

 
 

 
 για την οποία ισχύει η σχέση

       
20202 21 1

f x f y x ημ y ημ x y για κάθε x, y 0,
x y

        , καθώς και η συνάρτηση  

 g : 0,   με  
 f x , x 0

g x
0 , x 0

 
 


 . 

α) Nα δείξετε ότι    2 1
f x x ημ , x 0,

x
   . 

β) Να δείξετε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  και ότι ο άξονας x΄x είναι η εφαπτομένη της  

    gC  στην αρχή των αξόνων. 

γ) Να δείξετε ότι  ο άξονας x΄x έχει με την gC  άπειρα κοινά σημεία. 

δ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία στο διάστημα 
2

,
π

 


 
. 

ε) Να δείξετε ότι υπάρχει  
1 1

ξ ,
2021π 2020π

 
 
 

 τέτοιο ώστε 
1

σφ 2ξ
ξ
  . 

Λύση 

α) Έστω     2 1
h x f x x ημ , x 0

x
   , τότε η σχέση      

20202 21 1
f x f y x ημ y ημ x y

x y
      

      γίνεται:      
2020

h x h y x y    και για 0y x  είναι      
2020

0 0h x h x x x     

         
2020

0 0h x h x x x    και για 0x x είναι  

     
       2019 20190 0

0 0

0 0

h x h x h x h x
x x x x

x x x x

 
     

 
 

    
   2019 20190

0 0

0

h x h x
x x x x

x x


    


 

     Είναι  
0 0

2019 2019

0 0
x x x x
lim x x 0 lim x x
 

     , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι και 

   
   

 
0

0

0
x x

0

h x h x
lim 0 h x 0

x x


  


 για κάθε 0x 0 .  

    Άρα για κάθε x 0 είναι    h x 0 h x c, c     .  

    Είναι 

2
1 1 1

h f ημπ 0 c 0
π π π

     
         

     
 και     2 1

h x 0 f x x ημ
x

   για κάθε x 0 . 

 

β) 
   

2

x 0 x 0

xg x g 0
lim lim

x 




1
ημ

x

x

1
u

x

x 0 x 0 u
u

1 1
lim xημ lim ημu 0

x u



   


    γιατί για u 0 είναι 

     
1 1 1 1 1 1

ημu ημu ημu
u u u u u u

      , 
u u

1 1
lim 0 lim

u u 

 
   

 
, οπότε από το κριτήριο παρεμβολής  
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    είναι και 
u

1
lim ημu 0

u
 . Επομένως  g 0 0   και ο άξονας x΄x είναι η εφαπτομένη της gC  στην αρχή  

    των αξόνων. 

 

γ) Ένα κοινό σημείο είναι το  O 0,0 . Για x 0  είναι  

        2 1 1 1 1
g x 0 x ημ 0 ημ 0 κπ x , κ

x x x κπ

          .  

      Επειδή υπάρχουν άπειρες τιμές του μη μηδενικού φυσικού αριθμού κ, η gC  έχει άπειρα κοινά σημεία 

     με τον άξονα x΄x. 

 

δ) Για κάθε 
2

x
π

  είναι  
1 1

f x 2xημ συν
x x

   . 

      Στη παράσταση 
1 1

2xημ συν
x x
  θέτουμε 

1
ω

x
  και γίνεται: 

2 2ημω ωσυνω
ημω συνω

ω ω


  με 

      
2 1 π π

x 0 0 ω
π x 2 2

       . 

     Θεωρούμε τη συνάρτηση  
π

φ ω 2ημω ωσυνω, ω 0,
2

 
   

 
. 

    Η φ είναι παραγωγίσιμη στο 
π

0,
2

 
 
 

 με  φ ω 2συνω συνω ωημω συνω ωημω       

    για κάθε 
π

ω 0,
2

 
 
 

 είναι  φ ω 0   και επειδή η φ είναι συνεχής στο 
π

0,
2

 
 
 

, είναι γνησίως αύξουσα  

    στο διάστημα αυτό. Για κάθε 
π

0 ω
2

   είναι    φ ω φ 0 0  , άρα και 
2ημω ωσυνω

0
ω


   

 

     
1 1

2xημ συν 0 f x 0 f
x x

     1
2

,
π

 


 
, ως συνεχής στο διάστημα αυτό. 

 

ε)  

1
συν

1 1 1 1 1xσφ 2x 2x συν 2xημ 0 2xημ συν f x 0
1x x x x x

ημ
x

           

    Η f είναι συνεχής στο 
1 1

,
2021π 2020π

 
 
 

 και παραγωγίσιμη στο 
1 1

,
2021π 2020π

 
 
 

 με 

     
1 1

f x 2xημ συν
x x

   . 

    Είναι 

2 2
1 1 1 1

f ημ ημ2021π 0
12021π 2021π 2021π

2021π

     
       

     
 και 

    

2 2
1 1 1 1

f ημ ημ2020π 0
12020π 2020π 2020π

2020π

     
       

     
, δηλαδή 

1 1
f f

2020π 2022π

   
   

   
 

    οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Rolle, υπάρχει  
1 1

ξ ,
2021π 2020π

 
 
 

 τέτοιο ώστε   

      f ξ 0  
1

σφ 2ξ
ξ
   
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44. Δίνονται οι συναρτήσεις f ,g :   για τις οποίες ισχύει ότι: 

●  η f είναι συνεχής 

●           2 x x 2 x 2 2x 2x 2xf x 2xf x e 2f x e ημ f x x 1 e x e 2xe e             για κάθε 

x  

● 

 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 x xx x

e 2 g x e e 1
6 2


 

             για κάθε x . 

α) Να δείξετε ότι     xf x x 1 e  , x . 

β) Να δείξετε ότι  
3 2

xx x
g x e

6 2

 
  
 

, x . 

γ) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση 

     φ x f x g x , x   . 

δ) Αν για τη συνάρτηση h :  ισχύει:    
 3

h x

x 0

h x
lim e h x 1

6

 
    

 

, να βρείτε το  
x 0
limh x


. 

Λύση 

 

α)           2 x x 2 x 2 2x 2x 2xf x 2xf x e 2f x e ημ f x x 1 e x e 2xe e               

               2 x 2 2x 2x 2x 2 xf x 2f x e x 1 x e 2xe e ημ f x x 1 e              

                 2 x 2 2x 2 xf x 2f x e x 1 x 2x 1 e ημ f x x 1 e            

                 
2

2 x x 2 xf x 2f x e x 1 x 1 e ημ f x x 1 e             

             
2

x 2 xf x e x 1 ημ f x x 1 e          (1) 

     Έστω     xf x x 1 e y   , τότε η (1) γίνεται: 2 2y ημ y ημy y y 0       

            x xf x x 1 e 0 f x x 1 e , x        . 

 

β) 
 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 x xx x

e 2 g x e e 1
6 2


 

            
 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 xx x

e 1 g x e
6 2


 

     
 

     
 

 

    
 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 xx x

e g x e 1 0
6 2


 

     
 

     
 

   (2) 

    Έστω  
3 2

xx x
e g x w, w

6 2

 
    

 
, τότε η (2) γίνεται: 

we w 1 0     (3) 

    Θεωρούμε τη συνάρτηση   xa x e x 1, x    . 

    Η a είναι παραγωγίσιμη στο  με   xa x e 1 0 a     1 . Η (3) γίνεται: 

           
3 2 3 2

x xx x x x
a w a 0 w 0 e g x 0 g x e , x

6 2 6 2

    
             

   
 

γ) Είναι        
3 2 3 2

x x xx x x x
φ x f x g x x 1 e e x 1 e , x

6 2 6 2

     
             

   
. 

   Η φ είναι παραγωγίσιμη στο  με  

    
2 3 2 2

x xx x x x
φ x x 1 e x 1 e

2 6 2 2

    
           

   
x 1

3 2x x

6 2
  x 1 x 3 x1

e x e
6

 
 

  
 
 
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   Είναι   3 x 31
φ x 0 x e 0 x 0 x 0

6

          

   Για κάθε x 0  είναι  φ x 0   και επειδή η φ είναι συνεχής στο  ,0 , είναι γνησίως αύξουσα στο  

   διάστημα αυτό. 

   Για κάθε x 0  είναι  φ x 0   και επειδή η φ είναι συνεχής στο  0, , είναι γνησίως φθίνουσα στο  

   διάστημα αυτό. Η φ έχει μέγιστο το  φ 0 1 . 

 

δ) Επειδή η φ έχει μέγιστο το  φ 0 1 , για κάθε x ισχύει ότι  

         
3 2 3 2

x xx x x x
φ x 1 x 1 e 1 x 1 e 4

6 2 6 2

 
           

 
 

        Αντικαθιστώντας στη σχέση (4) όπου x το  h x  προκύπτει ότι: 

        
   

   
3 2

h xh x h x
h x 1 e

6 2
      

        
     

 
2 3

h xh x h x
e h x 1

2 6
      

            
 

3

h x2
h x

h x 2 e h x 1
6

 
      

 

 

            
 

3

h x h x
h x 2 e h x 1

6

 
      

 
 

          
       

 
3 3

h x h xh x h x
2 e h x 1 h x 2 e h x 1

6 6

   
               

   
 

      Είναι    
   

3

h x

x 0

h x
lim 2 e h x 1 2 1 1 0

6

 
       

 
,  

      
   

   
3

h x

x 0

h x
lim 2 e h x 1 2 1 1 0

6

  
             

, οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι και  

        
x 0
limh x


. 

 

45. Δίνεται η παραγωγίσιμη και άρτια συνάρτηση  f : 0,    με  f 1 2  για την οποία ισχύει 

ότι    
2

4
xf x 2f x

x
     για κάθε x 0 . 

α) Να δείξετε ότι   2

2

1
f x x ,x 0

x
   . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση    4 2 4 2f x 1 x 1 f x 1 x        είναι αδύνατη στο  1, .                                                                                                                

δ) Ένα εργολάβος επιθυμεί να χτίσει ένα σπίτι στο δρόμο που συνδέει δύο εργοστάσια 1  και 2   

     τα οποία βρίσκονται σε απόσταση 12 km. Το εργοστάσιο 1  εκπέμπει καπνό παροχής P και το  

    2  παροχής 8P. Η πυκνότητα του καπνού σε μία απόσταση d από ένα τέτοιο εργοστάσιο είναι  

     ανάλογη της παροχής καπνού του εργοστασίου και αντιστρόφως ανάλογη της απόστασης d εις  

     την δύναμη 1  .  
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 x  Ε2 Ε1

 12km

 Σ

 
    i) Να δείξετε ότι η πυκνότητα του καπνού στην θέση Σ του διπλανού σχήματος δίνεται από την  

       συνάρτηση  
 

 
1 8

x kP , x 0,12
x 12 x



 
    
  

, με k μία σταθερά διάφορη του μηδενός.                                                                                    

    ii) Αν τη λιγότερη δυνατή ρύπανση την έχουμε όταν το σπίτι θα απέχει απόσταση 4 km από το  

         εργοστάσιο 1  τότε να δείξετε ότι           
22x kP f x 8f 12 x x 8 12 x ,x 0,12         

Λύση 

 

α)        
   2

x 0
2

2 4 5

x f x 2xf x4 4 4
xf x 2f x x f x 2xf x

x x x x

  
             

 
   

 
2

2

1 14 2x 0

2 4 2
2

2 2

x 0

24

1 1
c ,x 0 c x ,x 0

f x f x1 x x

1 1x x x
c ,x 0 c x ,x 0

x x

f x


 
  

  
 
 

       
      

     
 



 

     με 1 2c ,c   έχουμε  f 1 2 . Επειδή η f είναι άρτια ισχύει ότι  f 1 2  . 

     Άρα για  2x 1: c 1    και για 1x 1: c 1   άρα   2

2

1
x ,x 0

x
f x    

β) Η f είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο:  
  2 24

3 3 3

2 x 1 x 12 2x 2
f x 2x ,x 0

x x x

 
      .  

     Το πρόσημο της παραγώγου   και η μονοτονία της f δίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

 

 x       1             0              1        

 2x 1      +     -     -    + 

        2x 1      +    +    +    + 

 3x       -     -    +    + 

  f x       -    +     -    + 

  f x   2  1  2 1 
    Η f είναι συνεχής στα 1,1  άρα παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο σε αυτά τα σημεία. 

    Ισχύει    f 1 f 1 2    οπότε στα -1,2  η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το 2. 

 

γ)    4 2 4 2f x 1 x 1 f x 1 x         με x 1 . 

    Γνωρίζουμε ότι x x   με την ισότητα να ισχύει μόνον για x 0 . 

    Για  x 1, :       
f

4 4 4 4 4 4x x x x x 1 x 1 f x 1 f x 1 1             
1

 

    
 2 2 2 2x x x x 1 x x 2         

    Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1),(2) έχουμε: 

   4 2 4 2f x 1 x 1 f x 1 x         για κάθε x 1  άρα η εξίσωση είναι αδύνατη, 

 

δ) i) Επειδή η πυκνότητα του καπνού σε μία απόσταση d από ένα τέτοιο εργοστάσιο είναι ανάλογη της  

        παροχής καπνού του εργοστασίου και αντιστρόφως ανάλογη της απόστασης d εις την δύναμη 1  ,  

        έχουμε: 
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         Η πυκνότητα του καπνού στη θέση Σ που οφείλεται στο εργοστάσιο Ε1 είναι 
λ

kP

x
 και  η πυκνότητα  

         του καπνού στη θέση Σ που οφείλεται στο εργοστάσιο Ε2 είναι 
 

λ

k 8P

12 x




 , όπου k σταθερά 

         Η συνολική πυκνότητα του καπνού στη θέση Σ δίνεται από την συνάρτηση: 

  
   

 
P 8P 1 8

x k kP , x 0,12
x x12 x 12 x

  

   
        
       

 

 

     ii)  Η ρ είναι παραγωγίσιμη ως ρητή με παράγωγο: 

 

 
 

 
    

11
11

22

8 12 xx
x kP kP x 8 12 x , x 0,12

x 12 x






  
           

  

 

      Tη λιγότερη δυνατή ρύπανση την έχουμε όταν το σπίτι θα απέχει απόσταση 4 km από το εργοστάσιο  

      1 , δηλαδή για x 4  η συνάρτηση ρ παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. Το x 4  είναι εσωτερικό σημείο  

       του πεδίου ορισμού της άρα από θεώρημα Fermat έχουμε: 

      
   1 1 1 14 0 kP 4 8 8 0 4 8 8 0                   

      

   1
1

1 1 1

1

0
8 8 4 0 8 4 0 8 4 0

8 4 0




    

 

 
           

 





 

       
1 3 2 28 4 2 2 3 2 2 2                   

      Άρα έχουμε  
 

        
22

22

1 8
x kP kP f x 8f 12 x x 8 12 x ,x 0,12

x 12 x

 
          
  

  

 

46. Δίνεται συνάρτηση f συνεχής στο  0,  για την οποία ισχύει ότι : 

 2f x x ln x ln x   , για κάθε x 0 . 

α) Να βρείτε τους δυνατούς τύπους της f. 

Έστω ότι    f x x 1 ln x , x 0    

β) Να εξετάσετε αν η f είναι παραγωγίσιμη. 

γ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

δ) Να δείξετε ότι δεν εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την f. 

ε) Να δείξετε ότι η εξίσωση  2 2f x 4 x  έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

Λύση 

 

α)    2f x x ln x ln x x 1 ln x     (1) 

     Για κάθε x 1 είναι x 1 0, ln x 0    άρα  x 1 ln x 0   και για κάθε  x 0,1  είναι  

    x 1 0, ln x 0   άρα  x 1 ln x 0  . Δηλαδή  x 1 ln x 0   για κάθε    x 0,1 1,   . 

    Είναι      2f x 0 f x 0 x 1 ln x 0 x 1        . 

    Για κάθε    x 0,1 1,    είναι  f x 0 και επειδή η f είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο σε  

    καθένα από τα διαστήματα    0,1 και 1, . Οπότε 

   Για κάθε  x 0,1  είναι    f x x 1 ln x   ή    f x x 1 ln x    και 

   για κάθε  x 1,   είναι    f x x 1 ln x   ή    f x x 1 ln x    
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   Άρα  

   

   

 

x 1 ln x, x 0,1

f x 0 , x 1 x 1 ln x, x 0

x 1 ln x, x 1,

  


    


  

 ή 

    

   

   

x 1 ln x , x 0,1

f x 0 , x 1

x 1 ln x , x 1,

  


 

   

  ή    

   

   

x 1 ln x, x 0,1

f x 0 , x 1

x 1 ln x, x 1,

  


 


  

 ή 

    

   

   

 

x 1 ln x , x 0,1

f x 0 , x 1 x 1 ln x , x 0

x 1 ln x , x 1,

  


     

   

 

 

β) Γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση  t x x έχει πεδίο ορισμού το  0,  και είναι παραγωγίσιμη στο  

     0,  με  
1

t x
2 x

  , οπότε: 

    Για κάθε    x 0,1 1,    η f είναι παραγωγίσιμη με  

    
 

     

x 1
ln xx 1 ln x x ln x x 1xf x

2 x 1 ln x 2 x 1 ln x 2x x 1 ln x


         

  
. 

    Στο x 1  είναι 
       

 

 
2x 1 x 1 x 1 x 1

x 1x 1 ln x x 1 ln xf x f 1
lim lim lim lim

x 1 x 1 x 1
      

 
  

    
2

ln x

x 1 x 1

ln x
lim

x 1



 

   Θεωρούμε τη συνάρτηση  φ x ln x, x 0  .  

   Η φ είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
1

φ x
x

  . 

   Είναι 
   

 
x 1 x 1

φ x φ 1ln x
lim lim φ 1 1

x 1 x 1 


  

 
, οπότε 

   
 

x 1

f x f 1
lim φ 1 1

x 1


 


 (1) 

  
       

 

 
2x 1 x 1 x 1 x 1

x 1x 1 ln x x 1 ln xf x f 1
lim lim lim lim

x 1 x 1 x 1
      

 
   

     
2

ln x

x 1 x 1

ln x
lim

x 1

 
            

 

 

     φ 1 1      (2) 

   Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x 1 . 

 

γ) Για να βρούμε το πρόσημο της  
 

x ln x x 1
f x

2x x 1 ln x

 
 


, αρκεί να βρούμε το πρόσημο της  

      παράστασης xlnx x 1  . 

     Θεωρούμε τη συνάρτηση  g x x ln x x 1, x 0    .  

    Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  g x ln x x  
1

x
1 ln x 2    

     2g x 0 ln x 2 0 ln x 2 x e           

   Για κάθε  2x 0,e  είναι  g x 0   και επειδή η g είναι συνεχής στο  20,e  , είναι γνησίως  

   φθίνουσα στο διάστημα αυτό. 

   Για κάθε  2x e ,   είναι  g x 0   και επειδή η g είναι συνεχής στο 2e ,  , είναι γνησίως  

   αύξουσα στο διάστημα αυτό.  
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   Παρατηρούμε ότι  g 1 0  και επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα στο 2e ,  , η ρίζα αυτή είναι  

   μοναδική στο διάστημα αυτό. Για κάθε      
g

2 2e x 1 g x g 1 0 f x 0 f e ,1            

1

2  

   Για κάθε        
g

x 1 g x g 1 0 f x 0 f 1,       
1

1 . 

   Είναι    
x 0 x 0
lim g x lim x ln x x 1 1

  
      γιατί  

DLHx 0 x 0 x 0

2

1

ln x xlim x ln x lim lim 0
1 1

x x

  





  
  



 και  

    2 2 2 2

2 2 2

2 1 1
g e e lne e 1 1 1 0

e e e

              . 

   Στο διάστημα  2Δ 0,e  η g είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο     

   τιμών το  
2

1
g Δ 1, 1

e

 
    
 

, άρα για κάθε  2x 0,e  είναι      2g x 0 f x 0 f 0,e     2 . 

    Επειδή η f είναι συνεχής στο 2x e ,είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,1 , οπότε έxει ελάχιστο το  

     f 1 0 . 

 

δ) Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,1 , για κάθε 0 α β 1    είναι    f α f β . 

    Για κάθε    
f

1 α β f α f β   
1

. Άρα σε κανένα από τα διαστήματα    0,1 , 1,  δεν εφαρμόζεται  

   το θεώρημα Rolle για την f. Αν τώρα επιλέξουμε    α 0,1 και β 1,   , τότε επειδή η f δεν είναι  

   παραγωγίσιμη στο 1, δεν θα είναι παραγωγίσιμη στο  α,β , οπότε και πάλι δεν εφαρμόζεται  

   το θεώρημα Rolle για την f. 

 

ε)   2 2f x 4 x   

    Αν 
x 0

2 24 x 0 x 4 x 2


      , τότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 

   Αν 
x 0

2 24 x 0 x 4 0 x 2


       , έχουμε: 

        2 2 2 2f x 4 x x 1 ln x 4 x x 1 ln x x 4 0            

   Θεωρούμε τη συνάρτηση      2h x x 1 ln x x 4, x 0,2     . 

   Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,4  με    
1 1

h x ln x x 1 2x ln x 1 2x
x x

          και 

      2

1 1
h x 2 0 h 0,2

x x
      1 . 

   Είναι  
x 0 x 0

1
lim h x lim ln x 1 2x

x  

 
       

 
 και  

    
x 2 x 2

1 1 9
lim h x lim ln x 1 2x ln 2 1 4 ln 2 0

x 2 2  

 
            

 
 

   Η h  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, οπότε έχει σύνολο τιμών το   
9

h 0,2 ,ln 2
2

 
    

 
. 

   Επειδή το μηδέν περιέχεται στο σύνολο τιμών της h  , υπάρχει μοναδικό  ρ 0,2 τέτοιο, ώστε  

    h ρ 0  . 

   Για κάθε      0 x ρ h x h ρ 0 h 0,ρ       2  και για κάθε  

        ρ x 2 h x h ρ 0 h ρ,2       1 . Η h έχει ελάχιστο στο ρ. 

   Είναι      2

x 0 x 0
lim h x lim x 1 ln x x 4 1 0 4

  

              και  h 2 ln 2 0  . 
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   Θα αναζητήσουμε τώρα το πρόσημο του ελαχίστου. 

    Είναι  h 1 2 0    , και επειδή  
x 0
lim h x



   , στο διάστημα  0,1  είναι     h 0,1 ,2   . 

    Επειδή το 0 περιέχεται στο  , 2 , η h  έχει ρίζα στο  0,1 . Όμως το ρ είναι η μοναδική της ρίζα,  

    άρα  ρ 0,1 . Είναι  h 1 3 0    και 
 

   
h ρ,4

ρ 1 h ρ h 1 0   
1

. 

   Στο διάστημα  1Δ 0,ρ  η h είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών  

   το     1h Δ h ρ ,  . Επειδή  10 h Δ  υπάρχει μοναδικό 1 1x Δ τέτοιο, ώστε  1h x 0 . 

   Στο διάστημα  2Δ 0,2  η h είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών  

   το     2h Δ h ρ ,ln 2 . Επειδή  20 h Δ  υπάρχει μοναδικό 2 2x Δ τέτοιο, ώστε  2h x 0 . 

    Τελικά η h έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

 

47. Δίνεται συνάρτηση f :   με      
2 2xf x e 1 x 1    

α) Να αποδείξετε ότι η παράγωγος έχει ακριβώς τρεις ρίζες.   

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση έχει δύο τοπικά ελάχιστα και ένα τοπικό μέγιστο.  

γ) Αν για τα 0x  για τα οποία ισχύει ότι 0f (x ) 0   είναι 0f (x ) 0  ,  δείξτε ότι η γραφική  

    παράσταση της f   έχει τουλάχιστον δυο εφαπτομένες παράλληλες στον x΄x.  

δ) Αν      
2 2xh x e 1 x 1   με x 1 , να αποδείξετε ότι η h αντιστρέφεται και με δεδομένο ότι η  

    1h  είναι συνεχής να  δείξετε ότι η 1h  είναι παραγωγίσιμη στο 
2 2

0x (e 1)   και να βρείτε την  

    εφαπτομένη της 1h
C   στο 

2 2

0x (e 1)  . 

Λύση 

 

α) Η f είναι συνεχής στο [0,1] παραγωγίσιμη στο (0,1) και f(0)=f(1) οπότε από θεώρημα Rolle η f  έχει 

τουλάχιστον μια ρίζα στο (0,1).   Όμως      x xf x 2 e 1 x 1 xe 1            

x xf (x) 0 2(e 1)(x 1)(xe 1) 0         

Οπότε x=0 ή x=1 ή 
xxe 1 =0 

Άρα η συνάρτηση 
xg(x) xe 1  έχει ρίζα στο (0,1) 

Όμως 
xg (x) (x 1)e      

Στο 1Α ( , 1]    η g είναι συνεχής και γνησίως 

φθίνουσα άρα 

1

1
x

g(Α ) (g( 1), lim g(x)) [ e 1, 1)


       αφού x

xx x

x
lim (xe ) lim ( )

e 


xDL x

1
lim ( ) 0

e






    Συνεπώς στο 1Α  

δεν έχει ρίζες η g και μάλιστα g(x)<0 Επομένως η g έχει μοναδική λύση και μάλιστα στο διάστημα (0,1). 

Τότε όμως η f   έχει ακριβώς τρεις ρίζες τις 0, 1x ,1.    

 

β) Όμως η g είναι γνησίως αύξουσα στο (-1,+ )  

και αν 1x  η ρίζα τότε λόγω μονοτονίας και από 

το 1g(Α ) θα είναι για x> 1x ,   g(x)>0 και για x<

1x ,  g(x)<0 Άρα η f έχει δύο τοπικά μέγιστα και 

ένα τοπικό ελάχιστο. 

 

γ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στα διαστήματα 

[0, 1x ], [ 1x ,0] ,παραγωγίσιμη στα                                    

(0, 1x ), ( 1x ,0) και 1f (0) f (x ) f (1)    . 
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Από θεώρημα Rolle θα υπάρχουν 2 3x ,x 1 1(0,x ), (x ,1) τέτοια ώστε 2 3f (x ) f (x ) 0    και συνεπώς οι 

εφαπτομένες της fC   στα  2 3x ,x  θα είναι παράλληλες στον x΄x ή θα είναι ο x΄x. Όμως αν η εφαπτομένη 

της fC  στο τυχαίο  4x  είναι ο x΄x τότε θα πρέπει να ισχύει 4f (x ) 0   και 4f (x ) 0   που είναι άτοπο από 

υπόθεση. Συνεπώς η f   έχει τουλάχιστον δυο εφαπτομένες παράλληλες στον x΄x.  

 

δ) Για x 1  η h είναι συνεχής ως σύνθεση και πράξεις συνεχών. Στο (1,+ ) η h  (x)>0  άρα είναι 

γνησίως αύξουσα στο [1,+ ) άρα 1-1 και αντιστρέφεται. Το πεδίο  ορισμού της αντίστροφης είναι το 

[0,+ )  αφού η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα. Το 
2 2

0x (e 1)  1h
Α   και επειδή h(2)=

2 2(e 1)  

άρα 
1 2 2h ((e 1) ) 2    και το 

2 2

1 1 2 2

2 2
x (e 1)

h (x) h ((e 1) )
lim

x (e 1)

 

 

 

  2 2

1

2 2
x (e 1)

h (x) 2
lim

x (e 1)



 




 

*

2 2ω 2

ω 2
lim

h(ω) (e 1)




 
 

ω 2

ω 2
lim

h(ω) h(2)




 ω 2

1
lim

h(ω) h(2)

ω 2








=
1

h (2)


 2 2

1

2(e 1)(2e 1) 
  άρα η   

1 2 2(h ) ((e 1) )   
2 2

1

2(e 1)(2e 1) 
.  

*Θέτω ω=
1h (x)

 και επειδή η 1h συνεχής  με 
2 2

1

x (e 1)
lim h (x) 2

 
  το ω  2 και x = h(ω), επειδή για ω 

κοντά στο 2 είναι h(ω)  2. 

Η ζητούμενη εφαπτομένη είναι ψ-2=
  

  2
2

2 2

1
y 2 x e 1

2 e 1 2e 1
   

 
 

48. Δίνεται η συνάρτηση   2 π
f x ημ x 2 ημx 2 2 , x 0,

2

 
     

 
 . 

α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ακρότατα της f . 

β) i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

    ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση  f x 2 είναι αδύνατη. 

γ) Να βρεθεί το όριο   
x 0
lim f x 2 2 ln x



  
 

. 

δ) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και 

  2 x π
g x ημ x 2 e 2 2

2
      τέμνονται σ’ ένα ακριβώς σημείο. 

Λύση 

α) Η f είναι συνεχής  στο πεδίο ορισμού της και στο 
π

(0, )
2

. 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με παράγωγο  

   f x 2ημxσυνx 2 συνx συνx 2ημx 2       . 

Όμως συνx 0 στο 
π

0,
2

 
 
 

 και   
2 π π

2ημx 2 0 2ημx 2 ημx ημx ημ x
2 4 4

           η 

ισότητα για x=
π

4
 αφού η ημx γνησίως αύξουσα σε αυτό το διάστημα. 

x 
0                    

π

4
                  

π

2
     

συνx     

2ημx 2      

 f x      

 f x              >       Ο.Ε.         <  
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Έχουμε  
π 1

f 0 2 2,f 2 2
4 2

 
   

 
και 

π
f 1 2

2

 
  

 
. 

Η f είναι συνεχής στο 
π

0,
2

 
 
 

 άρα είναι γνησίως φθίνουσα στο 
π

0,
4

 
 
 

, γνησίως αύξουσα στο
π π

,
4 2

 
 
 

 

οπότε παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο 0, το  f 0 2 2  , ολικό ελάχιστο στο 
π

4
,το 

π 1
f 2 2

4 2

 
  

 
 και 

τοπικό μέγιστο στο 
π

2
 ,το 

π
f 1 2

2

 
  

 
. Επειδή είναι όμως συνεχής στο 

π
0,

2

 
 
 

 έχει και ολικό μέγιστο 

το μεγαλύτερο από τα τοπικά δηλαδή το  f 0 2 2  

 

β) i.Έστω 
1

π
Α 0,

4

 
  
 

 και 
2

π π
Α , .

4 2

 
  
 

 

Λόγω της μονοτονίας στα διαστήματα αυτά έχουμε:    1

π 1
f Α f ,f 0 2 2 ,2 2

4 2

    
      

    
  και    

   2
π

x
4

π π 1
f Α lim f x ,f f ,1 2 2 2 ,1 2

2 4 2



 
                        

 

 αφού   η f είναι συνεχής στο 
π

4
.  

Επομένως η f έχει σύνολο τιμών      1 2

1
f A f A f A 2 2 ,2 2

2

 
    

 
 

 

ii. To 2 δεν ανήκει στο σύνολο τιμών της f  οπότε η εξίσωση  f x 2 είναι αδύνατη αφού

1
2 2 2 5 4 2 25 32

2
       . 

 

γ) 
 

     
x 0 x 0

ημx
lim ημx ημx 2 ln x lim ημx 2 x ln x 1 2 0 0

x  

                
αφού  

   
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

1

ln x xlim x ln x lim lim lim x 0
1 1

x x

   





   
     



. 

δ) Θεωρούμε τη συνάρτηση       2 2 x π
h x f x g x ημ x 2 ημx 2 2 ημ x 2 e 2 2

2
           

  x π π
h x 2 ημx 2 e ,x 0,

2 2

 
       

 
. Η h  είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με παράγωγο  

   x xh x 2 συνx 2 e 2 e συνx         . 

Για 
x 0 xx 0 e e e 1 συνx       οπότε 

xe συνx  με την ισότητα να ισχύει μόνο για x 0 . 

Άρα  h x 0   στο 
π

0,
2

 
 
 

, η h συνεχής στο 
π

0,
2

 
 
 

 άρα η h  είναι γνησίως αύξουσα στο 
π

0,
2

 
 
 

 

οπότε έχει σύνολο τιμών το  
π

2

0 0

π π π π
h 0, h 0 ,h 2 , 2 2 e

2 2 2 2
 

 
        

             
        

 

. 

( Θεωρούμε τη συνάρτηση   x π
k x 2 2 e x,x 0,

2

 
      

 
. 

   H k είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο   xk x 2 e 1 0      αφού  

    2

x 0 x 0
lim f x 2 2 ln x lim x 2 x ln x

  

          
   
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π π

x x2 2
π

0 x 1 e e 2 2 e 2 e
2

          
π

x x2

0

2 1 2 e 1 2 e 1 2 e 1 0


            

  οπότε  
π

2
π π π

0 h 0 h 0 2 2 e
2 2 2

 
         

 
. 

Επίσης : 2π
2 2 2 π 8 π

2
      ισχύει). 

Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της h οπότε υπάρχει 
0

π
x 0,

2

 
 
 

τέτοιο ώστε 

      0 0 0h x 0 f x g x   .Το x0 μοναδικό αφού η h είναι γνησίως αύξουσα. 

Άρα οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και   2 x π
g x ημ x 2 e 2 2

2
      τέμνονται σ’ ένα 

ακριβώς σημείο. 

 

49. Δίνεται συνάρτηση f :  για την οποία ισχύει ότι    
2

f x f y x y    για κάθε x, y . 

α) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο . 

β) Να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή. 

γ) Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση g :   ισχύει ότι      2xe g x x g x 1 1     και     

    g 0 1 , να αποδείξετε ότι   xg x e x, x   . 

δ) Αν η fC τέμνει την gC στο σημείο με τετμημένη 0, να βρείτε την f και να αποδείξετε ότι οι fC , 

    gC  δεν έχουν άλλο κοινό σημείο. 

ε) Αν    φ x ln g x , να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  φ x α, α  . 

Λύση 

 

α) Για κάθε 0x,x  με 0x x και για 0y x , έχουμε:    
2

0 0f x f x x x     

   
2 2

0 0 0x x f x f x x x            
2 2

0 0 0 0f x x x f x f x x x       

Είναι    
0

2

0 0 0
x x
lim f x x x f x


   
 

,     
0

2

0 0 0
x x
lim f x x x f x


   
 

, οπότε από το κριτήριο 

παρεμβολής είναι    
0

0
x x
lim f x f x


  για κάθε 0x   άρα η f είναι συνεχής στο . 

 

β) Για κάθε 0x,x  με 0x x και για 0y x , έχουμε:    
2

0 0f x f x x x     

       0 0

0 0

0 0

f x f x f x f x
x x x x

x x x x

 
     

 

   0

0 0

0

f x f x
x x x x

x x


    


. 

Είναι  
0

0
x x
lim x x 0,


   ,  
0

0
x x
lim x x 0


  , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι και 

   
0

0

x x
0

f x f x
lim 0

x x





 για κάθε 0x  , οπότε η f είναι παραγωγίσιμη για κάθε 0x   με  0f x 0  , 

άρα  f x 0   για κάθε x  και από τις συνέπειες του Θ.Μ.Τ. είναι  f x c, c  . 

 

γ) Για κάθε x είναι:            2x 2xe g x x g x 1 1 g x x g x 1 e           

          
22x 2x2 g x x g x x 2e g x x e

         
 

  
2 2x

1 1g x x e c , c    . 

Για x = 0 είναι   
2 0

1 1 1g 0 0 e c 1 1 c c 0        , άρα  
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      
22 2x x xg x x e e g x x e      . 

Έστω    h x g x x, x   , τότε   xh x e (1). 

Η h είναι συνεχής στο ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων και    xh x e 0 h x 0    , οπότε η h  

διατηρεί σταθερό πρόσημο στο . Επειδή    h 0 g 0 1 0   , είναι  h x 0  για κάθε x , οπότε  

η (1) γίνεται:      x x xh x e g x x e g x e x, x        . 

 

δ) Έχουμε    f 0 g 0 c 1   , άρα  f x 1, x  . 

Τα κοινά σημεία των fC , gC είναι οι λύσεις του συστήματος: 

 

 

    x xy f x f x g x 1 e x e x 1

y 1 y 1y g x y 1

         
     

    

 

Όμως γνωρίζουμε ότι για κάθε x είναι 
xe x 1   και η ισότητα ισχύει μόνο για  x = 0, οπότε 

μοναδική λύση της εξίσωσης 
xe x 1   είναι η x = 0 και κατά συνέπεια το σύστημα έχει λύση  

(x,y) = (0,1). 

Άρα το μοναδικό κοινό σημείο των fC , gC είναι το  0,1 . 

 

ε) Έχουμε    xφ x ln e x  . 

Για κάθε x είναι 
x xe x 1 x e x 0      , οπότε φΑ  . 

Η φ είναι παραγωγίσιμη στο  με  
x

x

e 1
φ x

e x


 


. 

 
x

x

x

e 1
φ x 0 0 e 1 x 0

e x


       


,  φ x 0 ... x 0      και  φ x 0 ... x 0     . 

Για κάθε x 0  είναι  φ x 0   και επειδή η φ είναι συνεχής στο  ,0 , είναι γνησίως φθίνουσα στο  

 

διάστημα αυτό. Για κάθε x 0  είναι  φ x 0   και επειδή η φ είναι συνεχής στο  0, , είναι γνησίως  

αύξουσα στο διάστημα αυτό. Η φ έχει ελάχιστο το  φ 0 0 . 

Είναι    
xe x u

x

x x x u
u

lim φ x lim ln e x lim ln u
 

   


      και 

   
xe x y

x

x x x u
y

lim φ x lim ln e x lim ln y
 

   


      αφού

   x x

xx x x

x
lim y lim e x lim e 1 1 0

e  

  
          

  
 γιατί 

x xx DLH x

x 1
lim lim 0

e e

 
 
 

 
   . 

H φ είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  1Α ,0  , οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το  

       1
x

φ Α φ 0 , lim φ x 0,


  


. 

H φ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  2Α 0,  , οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το  

        2
xx 0

φ Α lim φ x , lim φ x 0,
 

   . 

- Αν α < 0 η εξίσωση  φ x α  δεν έχει ρίζες. 

- Αν α = 0 τότε στο 1Α η φ είναι γνησίως φθίνουσα οπότε έχει μοναδική ρίζα την x = 0. 

Επειδή το 0 δεν περιέχεται στο  2φ Α , η φ δεν έχει ρίζα στο 2Α . 

Τελικά η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την x = 0. 
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x        1                 e       

 ln ln x    - + 
2x ln x  - - 

 k x  + - 
k  

1 2 
 

- Αν α > 0 η εξίσωση έχει ακριβώς δύο ρίζες, μια στο  ,0  και μια στο  0,  γιατί το α > 0 

βρίσκεται στο εσωτερικό των    1 2φ Α , φ Α  και επειδή η φ είναι αντίστοιχα γνησίως φθίνουσα και 

γνησίως αύξουσα στα διαστήματα 1 2Α ,Α , έχει ακριβώς μια ρίζα στο  ,0  και ακριβώς μια στο 

 0, . 

 

50. Δίνονται οι συναρτήσεις  f ,g : 0,   για τις οποίες ισχύουν  
ln x

f x x 1 , x 0
lnα

     με 

α 1  και    g x συνf x , x 0  . 

α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα και να βρείτε το πρόσημο του  

    ακροτάτου της. 

β) Για τις διάφορες τιμές του α 1  , να βρείτε το πλήθος ριζών της εξίσωσης  f x 0 . 

γ) Να λύσετε την εξίσωση    2 2f x g x 1   για κάθε 
1

x
ln α

  και α e  . 

δ) Να αποδείξετε ότι        α 1 f 1 α 2 α 1 f α       για κάθε α 1  . 

ε) Για α e  , να αποδείξετε ότι η εξίσωση      2f x g x g x  έχει άπειρες λύσεις στο  1,  και  

    μάλιστα ακριβώς δύο από αυτές βρίσκονται στο  21,e . 

Λύση 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο  
1

f x 1
x ln α

    

Είναι  
1 1 1

f x 0 1 0 1 x ln α 1 x
x lnα x ln α ln α

           ,η f είναι συνεχής στο 
1

ln α
 άρα 

1
f 0,

lnα

 
 
 

2  και 
1

f ,
ln α

 


 
1 . Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για 

1
x

ln α
  το 

 
1

ln ln ln α1 1 1ln αf 1 1
ln α ln α ln α ln α ln α

 
      

 
 . 

1ος τρόπος 

 1 ln α ln ln α1
f 0

ln α ln α

  
  

 
 με την ισότητα να ισχύει για x =e αφού lnx x 1   με το ίσον μόνο για  

x =1 οπότε για α>1 θέτουμε x το  lnα 

2ος τρόπος 

Θεωρούμε την συνάρτηση  
 ln ln x1

k x 1 , x 1
ln x ln x

     η οποία είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο 

 
2

1

1 x ln x
k x

x ln x
   

ln x
 

   
2 2 2 2

ln ln x

1 ln ln x ln ln x1x

ln x x ln x x ln x x ln x




      

  ln ln x 0 ln x 1 x e       και   ln ln x 0 ln x 1 x e      

 2ln x 0  για κάθε x 1  . 

Η k παρουσιάζει ολικό μέγιστο για x e  το  k e 0  

Άρα για κάθε x 1  είναι  k x 0  

Επομένως το ελάχιστο της f είναι μη θετικός  αριθμός και 

η ισότητα ισχύει για x = e. 

 

β) 1

1
A 0,

lnα

 
  
 

 και 2

1
Α ,

ln α

 
  
 

. 
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Η f συνεχής και 2  στο 1Α  άρα:    1
x 0

1 1
f A f , lim f x f ,

lnα ln α

      
       

      
. 

Η f συνεχής και 1  στο 2Α  άρα:      2
x1

x
ln α

1
f A lim f x , lim f x f ,

ln α 


 
           

 

. 

 Αν α e  τότε  
1

f f 1 0
lnα

 
  

 
. Το  10 f A  άρα υπάρχει 1 1x Α  τέτοιο ώστε  1f x 0 . 

Επειδή 1f Α2  τότε το 1x  είναι μοναδικό. Το  20 f A  άρα δεν υπάρχει 2 2x Α  τέτοιο ώστε 

 2f x 0 . Άρα σε αυτή την περίπτωση η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα. 

 Αν α e  τότε 
1

f 0
lnα

 
 

 
 . Το  10 f A  άρα υπάρχει 1 1x Α  τέτοιο ώστε  1f x 0 . Επειδή 

1f Α2  τότε το 1x  είναι μοναδικό. Το  20 f A  άρα υπάρχει 2 2x Α  τέτοιο ώστε  2f x 0 . 

Επειδή 2f Α1  τότε το 2x  είναι μοναδικό. Άρα σε αυτή την περίπτωση η εξίσωση έχει ακριβώς 

δύο ρίζες. 

 

γ)            2 2 2 2 2 2f x g x 1 f x συν f x 1 f x 1 ημ f x 1         

       2 2f x ημ f x ημf x f x     

Γνωρίζουμε ότι ημx x  για κάθε x  με την ισότητα να ισχύει μόνον για x 0 . 

Για x το  f x  είναι    ημf x f x  για κάθε x 0  με την ισότητα να ισχύει μόνον για 

 f x 0 x 1    γιατί  

από το ερώτημα β)  για  
1

x
ln α

  , η f έχει μοναδική ρίζα . 

Όμως 
1

α e ln α 1 1
lnα

      , η x 1  προφανής ρίζα της  

 f x 0  , επομένως  είναι η  μοναδική της ρίζα. 

 

δ) Η f είναι συνεχής στο  1,α , παραγωγίσιμη στο  1,α  άρα από ΘΜΤ υπάρχει  ξ 1,α  τέτοιο ώστε 

 
     f α f 1 f α α 1 1 α 2

f ξ
α 1 α 1 α 1 α 1

   
    

   
. 

Η f   είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο  
2

1
f x 0

x lnα
    για κάθε x 0  άρα  f 0, 1 . 

Για          
f α 1α 2

1 ξ α f 1 f ξ f α f 1 f α
α 1

 
            



1

       α 1 f 1 α 2 α 1 f α       

 

ε) Για α e  είναι  f x x 1 ln x , x 0     και    g x συν x 1 ln x , x 0    . 

Επίσης    1f A 0,   και    2f A 0,  . 

                2f x g x g x 2f x g x g x 0 g x 2f x 1 0       

     
π

g x 0 συνf x 0 f x κπ , κ
2

 
        

 
  ή     

1
2f x 1 0 f x

2

 
    

 
 

Το κ  γιατί     f 1, 0,    άρα 
π

κπ 0
2

   

Το   
1

f 1,
2
   άρα υπάρχει  1ρ 1,   τέτοιο ώστε  1

1
f ρ

2
  
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Το   
π

κπ f 1,
2

    άρα υπάρχει  κρ 1,   τέτοιο ώστε  κ

π
f ρ κπ

2
   όμως τα κ  είναι 

άπειρα, επομένως η εξίσωση έχει άπειρες ρίζες στο  1, . 

Αν    2

3Α 1,e 1,    τότε 3f A1  και    2

3f A 0,e 3   (Είναι 2e 3 ) 

To  3

1
f A

2
  άρα υπάρχει 1 3ρ A  τέτοιο ώστε  1

1
f ρ

2
 . 

(Είναι 2 2 2π π π
0 κπ e 3 κπ e 3 π 2κπ e 3 π

2 2 2
                

21 e 3 π
κ 1

2 2π

 
      

αφού 2 2e 3 π 2π e 3π 3       ισχύει γιατί 
2e 7,3  , 3π 9,42  και κ  άρα κ 0 ) 

Το  3

π
κπ f A

2
   με κ 0  άρα υπάρχει μοναδικό 2 3ρ A  τέτοιο ώστε  2

π π
f ρ κπ

2 2
   . 

Άρα ακριβώς δύο από τις ρίζες βρίσκονται στο  21,e . 
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