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ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: Νίκος Τούντας 

Το παρόν αρχείο αποτελείται από τρεις ενότητες που σχετίζονται με ασκήσεις που περιλαμβάνουν τις 

συναρτησιακές σχέσεις της μορφής: 

 𝛂𝐟𝟑(𝐱) + 𝛃𝐟(𝐱) + 𝛄 = 𝛅𝐱𝛎 με 𝛂, 𝛃, 𝛄, 𝛅 ∈ ℝ και 𝛂, 𝛃 ≠ 𝟎 και 𝛎 ∈ ℕ∗ 

1η Ενότητα: Σε αυτήν την ενότητα θα δούμε δύο κλασσικές ασκήσεις που συναντάμε στο κεφάλαιο 

της αντίστροφης συνάρτησης. Θα αναλύσουμε τον τρόπο με τον οποίο μέσω της συναρτησιακής 

σχέσης που αναφέραμε παραπάνω, χωρίς να γνωρίζουμε τον τύπο της συνάρτησης, μπορούμε να 

βρούμε την μονοτονία της, την αντίστροφή της και τα κοινά σημεία με την αντίστροφή της. 

Αρχικά την μονοτονία μπορούμε να την βρούμε με δύο τρόπους, ο πιο κλασσικός είναι ο δεύτερος 

όμως θεωρώ ότι ταχύτερος και πιο εύκολος είναι ο πρώτος. Τον τύπο της αντίστροφης συνάρτησης 

μπορούμε να τον βρούμε με τον κλασσικό τρόπο. Τα κοινά σημεία των αντίστροφων συναρτήσεων 

μπορούμε να τα βρούμε με τρεις τρόπους. Ο πρώτος τρόπος είναι ο γνωστότερος, όμως χρειάζεται 

απόδειξη το γνωστό θεώρημα που χρησιμοποιούμε. Ο δεύτερος τρόπος χρειάζεται χρήση άλγεβρας 

χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία και λειτουργεί πάντα με συναρτησιακές σχέσεις αυτού του είδους ή για 

συναρτήσεις πολυώνυμα 3ου Βαθμού. Ο τρίτος τρόπος κρίνεται περίπλοκος καθώς χρειάζεται καλές 

αλγεβρικές ικανότητες για να τον χρησιμοποιήσουμε. Ο τρίτος τρόπος λειτουργεί καλύτερα και έχει 

ευκολότερες πράξεις στις συναρτησιακές όπως στην 2η άσκηση. Προσωπικά συνιστώ τον δεύτερο 

τρόπο για την εύρεση των κοινών σημείων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ανάλυση των συναρτησιακών σχέσεων. 

Εύρεση αντίστροφης, κοινών σημείων 

αντίστροφων συναρτήσεων και απόδειξη 

συνέχειας και παραγωγισιμότητας 

 

ΑΣΚΗΣΗ 1η  

Έστω η συνάρτηση f: ℝ → ℝ για την οποία ισχύει f3(x) + f(x) + 1 = x , για κάθε x ∈ ℝ και 

f(ℝ) = ℝ. 

α) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

β) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της f−1. 

γ) Να βρείτε τα κοινά σημεία της f με την αντίστροφή της  
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ΛΥΣΗ:  
 

α) 1ος Τρόπος: Με απαγωγή σε άτοπο.  

Έστω ότι η f δεν είναι γνησίως αύξουσα τότε θα υπάρχουν x1, x2 ∈ ℝ με x1 < x2 τέτοια ώστε: 

 f(x1) ≥ f(x2) (1) 

.(1) ⇒ f3(x1) ≥ f3(x2) ⇒ f3(x1) + 1 ≥ f3(x2) + 1  (2) 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (1),(2) προκύπτει: 

 

f3(x1) + f(x1) + 1 ≥ f3(x2) + f(x2) + 1
Από αρχική σχέση 
⇒             x1 ≥ x2 ΑΤΟΠΟ  

 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα.  

 

2ος Τρόπος: Θεωρώντας βοηθητική συνάρτηση.  

 

Θέτω h(x) = x3 + x + 1 , x ∈ ℝ αποδεικνύεται εύκολα ότι η h είναι γνησίως αύξουσα είτε με τον 

ορισμό είτε με χρήση παραγώγων, άρα η h είναι και 1-1. 

 

Για κάθε x1, x2 ∈ ℝ με x1 < x2
Από αρχική σχέση 
⇒             f3(x1) + f(x1) + 1 < f3(x2) + f(x2) + 1 ⇒ 

⇒ h(f(x1)) < h(f(x2))
h ↗ 
⇒ f(x1) < f(x2) 

 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα. 

 

β) Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα τότε είναι 1-1 άρα αντιστρέφεται. 

Αφού f(ℝ) = ℝ τότε για κάθε x ∈ ℝ και y ∈ ℝ: 

Έστω f(x) = y
Από αρχική σχέση 
⇒             y3 + y + 1 = x άρα f−1(y) = y3 + y + 1 , y ∈ ℝ  

 

Για y το x: f−1(x) = x3 + x + 1 , x ∈ ℝ 

 

γ) 1ος Τρόπος: Με χρήση της παρακάτω πρότασης, η οποία χρειάζεται απόδειξη, καθώς δεν 

αναφέρεται στο σχολικό βιβλίο. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ: 

Αν μία συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της τότε τα κοινά σημεία με την 

αντίστροφή της f−1 βρίσκονται πάνω στην ευθεία y = x, δηλαδή ισχύει η ισοδυναμία: 

                                      

                                                   𝐟(𝐱) = 𝐟−𝟏(𝐱) ⇔ 𝐟(𝐱) = 𝐱 ⇔ 𝐟−𝟏(𝐱) = 𝐱. 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

Αν f γνησίως αύξουσα στο Δ τότε και f−1 γνησίως αύξουσα στο Δ, καθώς αν η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο πεδίο ορισμού της τότε: 

Έστω ότι η f−1 δεν είναι γνησίως αύξουσα στο Δ τότε θα υπάρχουν x1, x2 ∈ Δ με x1 < x2  τέτοια 

ώστε να ισχύει: f−1(x1) ≥ f−1(x2)
f↗
⇒ f( f−1(x1)) ≥ f(f−1(x2)) ⇒ x1 ≥ x2  ΑΤΟΠΟ. 

 

Άρα η f−1 είναι γνησίως αύξουσα στο Δ. Ομοίως αν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ. Άρα η f και η 

f−1 έχουν πάντα το ίδιο είδος μονοτονίας. (Όπου Δ το σύνολο τιμών της f δηλαδή το ℝ) 

 

Έστω Χο λύση της εξίσωσης  f(x) = f−1(x) τότε  f(Χο) = f−1(Χο): 

-Αν f(Χο) > Χο
f−1↗
⇒  f−1(f(Xo)) > f−1(Xo) ⇒ f−1(Xo) < Xo ⇒ f(Χο) < Xo  ΑΤΟΠΟ 

- Αν f(Χο) < Χο
f−1↗
⇒  f−1(f(Xo)) < f−1(Xo) ⇒ f−1(Xo) > Xo ⇒ f(Χο) > Xo  ΑΤΟΠΟ 

 

Άρα ισχύει ότι f(Χο) = Χο Δηλαδή κάθε κοινό σημείο Cf, Cf−1 είναι και κοινό σημείο Cf και y = x. 

 

Έστω Χ1 λύση της εξίσωσης f(x) = x δηλαδή f(X1) = X1 ⇒ f−1(f(X1)) = f−1(X1) ⇒ f−1(X1) =

X1 ⇒ f−1(X1) = f(X1)   Άρα ισχύει: f(x) = x ⇔ f−1(x) = x 

 

Άρα αποδείχθηκε το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης δηλαδή κάθε κοινό σημείο Cf και y = x 

είναι και κοινό σημείο Cf, Cf−1.  

Άρα ισχύει η ισοδυναμία: f(x) = f−1(x) ⇔ f(x) = x ⇔ f−1(x) = x   

 

Με βάση την παραπάνω πρόταση έχουμε: f(x) = f−1(x) ⇔ f−1(x) = x ⇔ x3 + x + 1 = x ⇔ 

⇔ x3 + 1 = 0 ⇔ x3 = −1 ⇔ x = −1  

Και για x = −1 έχουμε f−1(−1) = −1 δηλαδή το κοινό σημείο της f με την αντίστροφή της είναι το 

Α(−1,−1).  

 

2ος Τρόπος: Αλγεβρική επίλυση. 

Για y = f(x) ισχύει y3 + y + 1 = x ⇒ −x = −y3 − y − 1   

Επομένως για την αντίστροφη ισχύει: y = x3 + x + 1  με 𝐱, 𝐲 ∈ 𝐃𝐟 ∩ 𝐃𝐟−𝟏 = ℝ.  

 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο σχέσεις προκύπτει:  

.y − x = x3 − y3 + x − y + 1 − 1 ⇔ y − x = (x − y)(x2 + xy + y2) + x − y ⇔ 

.⇔ y− x = (x − y)(x2 + xy + y2 + 1) ⇔ (x − y)(x2 + xy + y2 + 1) + x − y = 0 ⇔ 

.⇔ (x − y)(x2 + xy + y2 + 2) = 0 ⇔ x − y = 0 ή x2 + xy + y2 + 2 = 0 ⇔ 

⇔ y = x   ή   x2 + xy + y2 + 2 = 0 τριώνυμο ως προς x με Δ = y2 − 4(y2 + 2) = −3y2 − 8 < 0 

άρα δεν έχει ρίζες.  

Άρα y = x και επίσης x = y3 + y + 1  
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y = x 

x = y3 + y + 1 
} ⇔

y = x 

y = y3 + y + 1 
} ⇔

y = x 

y3 + 1 = 0 
} ⇔

y = x 

y = −1 
} ⇔

x = −1 

y = −1 
 

Άρα το κοινό σημείο τους είναι το 𝚨(−𝟏,−𝟏).  

3ος Τρόπος: Χρησιμοποιώντας τη σχέση 𝐟(𝐱) = 𝐟−𝟏(𝐱) ⇔ 𝐟−𝟏(𝐟(𝐱)) = 𝐟−𝟏 (𝐟−𝟏(𝐱)) ⇔ ⋯ 

f(x) = f−1(x) ⇔ f−1(f(x)) = f−1(f−1(x)) ⇔ f−1(f−1(x)) = x ⇔ 

⇔ (f−1)3(x) + f−1(x) + 1 = x ⇔ (f−1)3(x) + x3 + x + 2 = x ⇔ 

⇔ (f−1)3(x) + x3 + 2 = 0 ⇔ (x3 + x + 1)3 + x3 + 2 = 0 ⇔ 

⇔ x3 + 3x6(x + 1) + 3x3(x + 1)2 + (x + 1)3 + x3 + 2 = 0 ⇔ 

⇔ 2x3 + 2 + 3x7 + 3x6 + 3x3(x2 + 2x + 1) + x3 + 3x2 + 3x + 1 = 0 ⇔ 

⇔ 3x7 + 3x6 + 3x3 + 3x2 + 3x + 3 + 3x5 + 6x4 + 3x3 = 0 ⇔ 

⇔ 3x7 + 3x6 + 3x5 + 6x4 + 6x3 + 3x2 + 3x + 3 = 0 ⇔ 

⇔ 3(x7 + x6 + x5 + 2x4 + 2x3 + x2 + x + 1) = 0 ⇔ 

Εφαρμόζω σχήμα horner:  

1 1 1 2 2 1 1 1 .ρ = −1 

* -1 0 -1 -1 -1 0 -1  

1 0 1 1 1 0 1 0  

 

⇔ 3(x + 1)(x6 + x4 + x3 + x2 + 1) = 0 ⇔ 

⇔  3(x + 1)(x2(x4 + x2 + x + 1) + 1) = 0 ⇔ 

⇔ 3(x + 1)(x2(x4 + x2 + x + 1) + 1) = 0 ⇔ 

⇔ 3(x + 1) = 0   ή   x2(x4 + x2 + x + 1) + 1 = 0 ⇔ 

⇔ x+ 1 = 0 ⇔ x = −1  

Γιατί x2 + x + 1 > 0 αφού έχει διακρίνουσα Δ = 1 − 4 = −3 < 0 άρα δεν έχει ρίζα και α = 1 > 0 

άρα ισχύει x4 + x2 + x + 1 > 0 ⇒ x2(x4 + x2 + x + 1) ≥ 0 ⇒ x2(x4 + x2 + x + 1) + 1 > 0 

Και για x = −1 το κοινό σημείο της f με την αντίστροφή της είναι το Α(−1,−1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2η  

Έστω η συνάρτηση f: ℝ → ℝ για την οποία ισχύει f3(x) + f(x) + 2 = x3 , για κάθε x ∈ ℝ και f(ℝ) = ℝ. 

α) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

β) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της f−1. 

γ) Να βρείτε τα κοινά σημεία της f με την αντίστροφή της  
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ΛΥΣΗ:  
 

α) 1ος Τρόπος: Με απαγωγή σε άτοπο.  

Έστω ότι η f δεν είναι γνησίως αύξουσα τότε θα υπάρχουν x1, x2 ∈ ℝ με x1 < x2 τέτοια ώστε: 

 f(x1) ≥ f(x2) (1) 

.(1) ⇒ f3(x1) ≥ f3(x2) ⇒ f3(x1) + 2 ≥ f3(x2) + 2  (2) 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (1),(2) προκύπτει: 

 

f3(x1) + f(x1) + 2 ≥ f3(x2) + f(x2) + 2
Από αρχική σχέση 
⇒             x13 ≥ x23 ⇒ x1 ≥ x2 ΑΤΟΠΟ  

 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα.  

 

2ος Τρόπος: Θεωρώντας βοηθητική συνάρτηση.  

 

Θέτω h(x) = x3 + x + 2 , x ∈ ℝ αποδεικνύεται εύκολα ότι η h είναι γνησίως αύξουσα είτε με τον 

ορισμό είτε με χρήση παραγώγων, άρα η h είναι και 1-1. 

 

Για κάθε x1, x2 ∈ ℝ με x1 < x2 ⇒ 

⇒ x13 < x23
Από αρχική σχέση 
⇒             f3(x1) + f(x1) + 2 < f3(x2) + f(x2) + 2 ⇒ 

⇒ h(f(x1)) < h(f(x2))
h ↗ 
⇒ f(x1) < f(x2) 

 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα. 

 

β) Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα τότε είναι 1-1 άρα αντιστρέφεται. 

Αφού f(ℝ) = ℝ τότε για κάθε x ∈ ℝ και y ∈ ℝ: 

Έστω f(x) = y
Από αρχική σχέση 
⇒             y3 + y + 2 = x3 ⇒ x = {

√y3 + y + 2
3

        , y3 + y + 2 ≥ 0 

−√−y3 − y − 2
3

 , y3 + y + 2 < 0
  

 

Θέτω g(y) = y3 + y + 2 , y ∈ ℝ αποδεικνύεται εύκολα ότι η h είναι γνησίως αύξουσα. 

 

Το −1 είναι προφανής ρίζα της g και αφού η g γνησίως αύξουσα τότε η −1 μοναδική 

ρίζα. 

Για y < −1
g↗
⇒ g(y) < g(−1) ⇒ g(y) < 0 και για y > −1

g↗
⇒ g(y) > g(−1) ⇒ g(y) > 0 

 

Άρα τελικά x = {
√y3 + y + 2
3

         , y ≥ −1

−√−y3 − y − 2
3

 , y < −1
        άρα f−1(y) = {

√y3 + y + 2
3

         , y ≥ −1

−√−y3 − y − 2
3

 , y < −1
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Για y το x: f−1(x) = {
√x3 + x + 2
3

         , x ≥ −1

−√−x3 − x − 2
3

  , x < −1
 

 

γ) 1ος Τρόπος: Με χρήση της παρακάτω πρότασης, η οποία χρειάζεται απόδειξη, καθώς δεν 

αναφέρεται στο σχολικό βιβλίο. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ: 

Αν μία συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της τότε τα κοινά σημεία με την 

αντίστροφή της f−1 βρίσκονται πάνω στην ευθεία y = x, δηλαδή ισχύει η ισοδυναμία: 

                                      

                                                   𝐟(𝐱) = 𝐟−𝟏(𝐱) ⇔ 𝐟(𝐱) = 𝐱 ⇔ 𝐟−𝟏(𝐱) = 𝐱. 

 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: Την απόδειξη την δείξαμε στην 1η άσκηση. 

 

Με βάση την παραπάνω πρόταση έχουμε: 

Για 𝐱 ≥ −𝟏: f(x) = f−1(x) ⇔ f−1(x) = x ⇔ √x3 + x + 2
3

= x 
 𝐱≥𝟎 
⇔  x3 + x + 2 = x3 ⇔ x = −2  

ΑΠΟΡΡΙΠΤΕΤΑΙ 

Για 𝐱 < −𝟏: f(x) = f−1(x) ⇔ f−1(x) = x ⇔ −√−x3 − x − 2
3

= x 
 𝐱<𝟎 
⇔  x3 + x + 2 = x3 ⇔ 𝑥 = −2 

ΔΕΚΤΗ 

Και για x = −2 έχουμε f−1(−2) = −2 δηλαδή το κοινό σημείο της f με την αντίστροφή της είναι το 

Α(−2,−2).  

 

2ος Τρόπος: Αλγεβρική επίλυση. 

Για y = f(x) ισχύει y3 + y + 2 = 𝑥3 ⇒ −𝑥3 = −y3 − y − 2   

Επομένως για την αντίστροφη ισχύει: 𝑦3 = x3 + x + 2  με 𝐱, 𝐲 ∈ 𝐃𝐟 ∩ 𝐃𝐟−𝟏 = ℝ.  

Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο σχέσεις προκύπτει:  

.y3 − x3 = x3 − y3 + x − y + 2 − 2 ⇔ y3 − x3 = (x − y)(x2 + xy + y2) + x − y ⇔ 

.⇔ (y − x)(y2 + xy + x2) = (x − y)(x2 + xy + y2 + 1) ⇔ 

.⇔ −(x − y)(y2 + xy + x2) = (x − y)(x2 + xy + y2 + 1) ⇔ 

.⇔ (x − y)(y2 + xy + x2) + (x − y)(x2 + xy + y2 + 1) ⇔ 

.⇔ (x − y)(2x2 + 2xy + 2y2 + 1) = 0 ⇔ x − y = 0   ή   2x2 + 2xy + 2y2 + 1 = 0 

 

2x2 + 2xy + 2y2 + 1 = 0  έχουμε Δ = 4y2 − 8(2y2 + 1) = 4y2 − 16y2 − 8 = −12y2 − 8 < 0 άρα 

δεν έχει ρίζες 

Άρα y = x και επίσης x3 = y3 + y + 2  

y = x 

x3 = y3 + y + 2 
} ⇔

y = x 

y3 = y3 + y + 2 
} ⇔

y = x 

y = −2
} ⇔

y = x 

y = −2 
} ⇔

x = −2 

y = −2 
 

Άρα το κοινό σημείο τους είναι το 𝚨(−𝟐,−𝟐).  
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3ος Τρόπος: Χρησιμοποιώντας τη σχέση 𝐟(𝐱) = 𝐟−𝟏(𝐱) ⇔ 𝐟−𝟏(𝐟(𝐱)) = 𝐟−𝟏 (𝐟−𝟏(𝐱)) ⇔ ⋯ 

Για x ≥ −1 με f−1(x) = √x3 + x + 2
3

⇒ ( f−1(x))
3
= x3 + x + 2  

Για x < −1 με f−1(x) = −√−x3 − x − 2
3

⇒ ( f−1(x))
3
= x3 + x + 2  

 

Άρα για κάθε x ∈ ℝ έχουμε ( f−1(x))
3
= x3 + x + 2: 

f(x) = f−1(x) ⇔ f−1(f(x)) = f−1(f−1(x)) ⇔ (f−1(f−1(x)))
3

= x3 ⇔ 

⇔ (f−1)3(x) + f−1(x) + 2 = x3 ⇔ x3 + x + 2 + f−1(x) + 2 = x3 ⇔ 

⇔ f−1(x) = −(x + 4) ⇔ (f−1(x))
3
= −(x + 4)3 ⇔ x3 + x + 2 = −(x + 4)3⇔ 

⇔ x3 + x + 2 = −(x3 + 12x2 + 48x + 64) ⇔ 2x3 + 12x2 + 49x + 66 = 0 ⇔ 

Εφαρμόζω σχήμα horner:  

 

2 12 49 66 .ρ = −2 

* -4 -16 -66  

2 8 33 0  

 

⇔ (x + 2)(2x2 + 8x + 33) = 0 ⇔ x + 2 = 0 ή  2x2 + 8x + 33 = 0 

 

2x2 + 8x + 33 = 0 έχουμε Δ = 64 − 8 ∙ 33 < 0 άρα δεν έχει ρίζες. 

 

Άρα x = −2 και για x = −2 έχουμε f−1(−2) = −2 δηλαδή το κοινό σημείο της f με την αντίστροφή 

της είναι το Α(−2,−2).  

 

2η Ενότητα: Σε αυτήν την ενότητα θα δούμε την ίδια άσκηση χωρίς να μας δίνεται το σύνολο τιμών 

της συνάρτησης και να πρέπει να το βρίσκουμε. Παρουσιάζονται τρεις τρόποι λύσης και προτείνεται 

ως πιο κατανοητός για μαθητές ο πρώτος τρόπος. Αυτή η περίπτωση είναι μία άσκηση που ξεφεύγει 

από το πρόγραμμα σπουδών των εξετάσεων και δεν κινείται στο ύφος του σχολικού βιβλίου. Οι 

μαθητές καλό είναι να την δουν κατά την προετοιμασία τους όμως να μην ασχοληθούν ιδιαίτερα.  

 

 

 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3η  

Έστω η συνάρτηση f: ℝ → ℝ για την οποία ισχύει f3(x) + f(x) + 1 = x , για κάθε x ∈ ℝ. 

Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της f−1.  
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ΛΥΣΗ 

1ος Τρόπος: Θεωρώντας βοηθητική συνάρτηση. 

Θέτω h(x) = x3 + x + 1 , x ∈ ℝ αποδεικνύεται εύκολα ότι η h είναι γνησίως αύξουσα άρα 1-1 άρα 

αντιστρέφεται.  

Η h συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα έχει σύνολο τιμών το: h(A) = ( lim
x⟶−∞

h(x), lim
x⟶+∞

h(x)) = ℝ 

Από αρχική σχέση έχουμε: 

h(f(x)) = x ⇒ h−1 (h(f(x))) = h−1(x) ⇒ h−1(x) = f(x) για κάθε x ∈ ℝ και αφού Df = Dh−1 = ℝ 

τότε οι h−1, f είναι ίσες.  

Η h−1 είναι αντιστρέψιμη με αντίστροφη της h άρα και η f είναι αντιστρέψιμη με αντίστροφη την 

f−1 που ισούται με την αντίστροφη της h−1 δηλαδή την h.  

Άρα f−1(x) = (h−1)−1(x) = h(x) = x3 + x + 1, x ∈ ℝ. 

2ος Τρόπος: Αποδεικνύοντας αλγεβρικά ότι υπάρχει 𝐱𝐨 ∈ ℝ τέτοιο ώστε 𝐟(𝐱𝐨) = 𝐲, για κάθε  𝐲 ∈ ℝ. 

Για κάθε y ∈ ℝ θέτουμε: xο = y3 + y + 1 και από την δοσμένη σχέση προκύπτει: 

.f3(xο) + f(xο) + 1 = xο ⇔ f3(xο) + f(xο) + 1 = y3 + y + 1 ⇔ f3(xο) + f(xο) = y3 + y ⇔ 

.⇔ (f(xo) − y)(f2(xo) + f(xo)y + y2 + 1) = 0 ⇔ f(xo) = y 

Γιατί f2(xo) + f(xo)y + y2 + 1 = 0 τριώνυμο ως προς f(xo) με διακρίνουσα: 

 Δ = y2 − 4y2 − 4 = −3y2 − 4 < 0 άρα δεν έχει ρίζες. 

Άρα για κάθε  y ∈ ℝ υπάρχει xο ∈ ℝ με xο = y3 + y + 1 τέτοιο ώστε f(xο) = y. Επομένως έχουμε 

f(ℝ) = ℝ. 

Για κάθε x ∈ ℝ και y ∈ ℝ:  

Θέτω y = f(x) ⇒ y3 + y + 1 = x άρα f−1(x) = x3 + x + 1, x ∈ ℝ . 

3ος Τρόπος: Αποδεικνύοντας με χρήση βοηθητικής συνάρτησης ότι υπάρχει 𝐱𝐨 ∈ ℝ τέτοιο ώστε 

𝐟(𝐱𝐨) = 𝐲, για κάθε  𝐲 ∈ ℝ. 

Θέτω h(x) = x3 + x + 1 , x ∈ ℝ αποδεικνύεται εύκολα ότι η h είναι γνησίως αύξουσα άρα 1-1 άρα 

αντιστρέφεται. Για κάθε y ∈ ℝ θέτουμε: xο = y3 + y + 1 και από την δοσμένη σχέση προκύπτει: 

f3(xο) + f(xο) + 1 = xο ⇔ f3(xο) + f(xο) + 1 = y3 + y + 1 ⇔ h(f(xο)) = h(y)
h 1−1 
⇔   f(xο) = y.  
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Άρα για κάθε  y ∈ ℝ υπάρχει xο ∈ ℝ με xο = y3 + y + 1 τέτοιο ώστε f(xο) = y. Επομένως έχουμε 

f(ℝ) = ℝ. 

Για κάθε x ∈ ℝ και y ∈ ℝ:  

Θέτω y = f(x) ⇒ y3 + y + 1 = x άρα f−1(x) = x3 + x + 1, x ∈ ℝ .  

3η Ενότητα:  Σε αυτήν την ενότητα θα δούμε πως αποδεικνύουμε, ότι η συνάρτηση της 

συναρτησιακής σχέσης της παραπάνω μορφής ,που αναφέραμε στην αρχή, είναι συνεχής και 

παραγωγίσιμη. Και αυτή η περίπτωση είναι μία άσκηση που ξεφεύγει από το πρόγραμμα σπουδών 

των εξετάσεων και δεν κινείται στο ύφος του σχολικού βιβλίου. Οι μαθητές καλό είναι να την δουν 

κατά την προετοιμασία τους όμως να μην ασχοληθούν ιδιαίτερα. 

 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ: 

α) Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιοδήποτε 𝐱𝐨 ∈ ℝ ισχύει 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝐨

(𝐟(𝐱) − 𝐟(𝐱𝐨)) = 𝟎. 

Στην δοσμένη σχέση για x το xo: f3(xo) + f(xo) + 1 = xo   (2) 

(𝟏) − (𝟐) ⇒ f3(x) − f3(xo) + f(x) − f(xo) = x − xo ⇔ 

⇔ (f(x) − f(xo))(f2(x) + f(x)f(xo) + f2(xo) + 1) = x − xo ⇔ 

⇔ f(x) − f(xo) =
x − xo

f2(x) + f(x)f(xo) + f2(xo) + 1
     (𝟑) 

Γιατί f2(x) + f(x)f(xo) + f2(xo) + 1 = 0 τριώνυμο ως προς f(x) με διακρίνουσα: 

Δ = f2(xo) − 4f2(xo) − 4 = −3f2(xo) − 4 < 0 άρα δεν έχει ρίζες. 

(𝟑) ⇒ |f(x) − f(xo)| = |
x − xo

f2(x) + f(x)f(xo) + f2(xo) + 1
| ⇔ 

⇔ |f(x) − f(xo)| =
|x − xo|

|f2(x) + f(x)f(xo) + f2(xo) +|
≤ |x − xo| ⇔ 

⇔ −|x − xo| ≤ f(x) − f(xo) ≤ |x − xo| 

ΑΣΚΗΣΗ 4η  

Έστω η συνάρτηση f: ℝ → ℝ για την οποία ισχύει f3(x) + f(x) + 1 = x , για κάθε x ∈ ℝ.  (1) 

α) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο ℝ. 

β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο  ℝ. 
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Και από κριτήριο παρεμβολής εύκολα προκύπτει ότι lim
x→xo

(f(x) − f(xo)) = 0 

Άρα η f είναι συνεχής στο ℝ. 

β) Αρκεί να αποδείξουμε ότι 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝐨

𝐟(𝐱)−𝐟(𝐱𝐨)

𝐱−𝐱𝐨
∈ ℝ 

(𝟑)
𝚪𝛊𝛂 𝐱≠𝐱𝐨  
⇒      

f(x) − f(xo)

x − xo
=

1

f2(x) + f(x)f(xo) + f2(xo) + 1
 

. lim
x→xo

f(x)−f(xo)

x−xo
= lim
x→xo

1

f2(x)+f(x)f(xo)+f2(xo)+1
=
𝐟 𝛔𝛖𝛎𝛆𝛘ή𝛓
→      =

1

3f2(xo)+1
∈ ℝ 

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο  ℝ. 

 

Νίκος Τούντας 

 

 

 


