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ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΣΤΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

Πεδίο ορισμού: 

 

1. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων:    

        i)    
2

3x+1
f(x)=

4x +1
  ii)   

2x
f(x)=

3- x
 iii) 

2-x
f(x)=ln

x-1

 
 
 

 

        iv)  2 2f(x)= x -9- 9-x  v)   
2

x -4
f(x)=

x -9
 vi)  2f(x)= 15x +7x-2  

        vii)  
1

f(x)= x-2+
x-13

 viii) f(x)= 10-2 x  ix)  x xf(x)= 4 -5 2 -24  

 

2. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 
12

( )
3 6

x
f x

x





                        ii) 

2

2

4
( )

2 3

x
f x

x x




 
                   iii) ( ) 20 4f x x    

iv)  f(x) ln(3 27)x                  v) ( ) 2 ln(5 )f x x x             vi) 
3

4

13 5
( )

21

x
f x

x

 



  

 

3. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 
3

( )
2

x
f x

x





                         ii) 

2

ln( 5)
( )

3 4

x
f x

x x




 
                 iii)

2

3

16
( )

7 6

x
f x

x x




 
  

iv)  
2 2

3 2
f(x)

4 9

x x

x x x

 
 

 
           v) 

3 5
( )

3

x
f x

x x x





               vi) 

3 2

3
( )

4 4

x
f x

x x x




  
  

 

4. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 
5

( )
| | 3

f x
x




                         ii) 
2 9

( )
| 2 5 | 7

x
f x

x




 
                 iii)

| | 1
( )

| 2 9 | | 3 |

x
f x

x x




  
  

iv)  
2

4
f(x)

5 | |

x

x x





                   v) 

2 5
( )

| | 2

x
f x

x





                         vi) 

2
( )

| 2 1| 7 2

x
f x

x




  
  

 

5. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) ( ) | | 3f x x                         ii) 3( ) 4 | 1|f x x                    iii) ( ) ln(| 2 1| 13)f x x     

iv)  
5

2
f(x)

21 |11 2 |

x

x




 
           v) 

ln(4 )
( )

| | 1

x
f x

x





                     vi) 

4( ) ln(| | 2) 5 | 2 |f x x x       

 

6. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 
3

( )
| |

x
f x

x x





                  ii) 

2 2
( )

| |

x
f x

x x





                                 iii) ( ) | |f x x x    

iv)  f(x) ln(| | )x x             v) 
2 2

7 13
( )

| 9 | | 2 3 |

x
f x

x x x




   
         vi) 

( ) ln(| 1| | x 2 |)f x x      
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7. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 2( ) 2 3f x x x            ii) 2
( ) ln( 2 8)f x x x                       iii)

2

2

3
( )

16

x x
f x

x





  

iv)  
2

ln( 9)
f(x)

7

x

x





             v) 32 2( ) ln( 2) 25f x x x x           vi) 2 24( ) 4 lnf x x x x     

 

8. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 3 2( ) 3 10f x x x x                                    ii) 3 2
( ) ln(x 4 6)f x x x             

iii) 3 2
( ) ln( 5 3)f x x x x                                iv) 

4

3 4 2

2
f(x)

5 4

x x

x x




 
        

9. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 
2 3

3
( )

x

x
f x

e e





               ii) 

2

2

4
( )

x x

x
f x

x e e





                             iii)

2

5 12
( )

2 8x

x x
f x







  

iv)  
3 1

| | 2
f(x)

9 27
x x

x
 





          v) 

2

4 7
( )

2 8
x x

x
f x

e e




 
                        vi) 

5
( )

4 10 2 16
x x

x
f x




  
  

 

10. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 3( ) 4 2xf x                                     ii) 2 5 7
( ) ln(3 3 )

x x
f x

 
                

iii)
3 14 2

( )
1

x

x

e
f x

e





  

iv)  

2 9

3
5

1 1
f(x) ln( 1)

3 27

x

x
e



  
    

 
     v) ( ) ln( 3 )

x x
f x e                      vi) 

( ) 9 10 3 9x xf x       

 

11. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i)  
2 3

( )
ln( 2)

x
f x

x





                                                ii) 2( ) 2 ln( )f x x e         

iii) ( ) ln[ln( 3) ln(11 )]f x x x                             iv) 
2

3

ln( )
f(x)

2 log(| | 20)

x e

x




 
      

 v) 
1

( ) ln log
2

f x x
 

  
 

                                        vi) 
2

2

ln( 4 4)
( )

log 3log 2

x x
f x

x x

 


 
  

 

12. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 
3

( )
2 3

x
f x

x









                ii) 

2
( )

6

x
f x

x x




 




 
  

 

       iii)
2

2

4
( )

x
f x

x x 





  

iv)  
2

f(x)

3

xe

x x


 




 
  

 

     v) 
2 5

( )
( 1)( 1)

x
f x

x x 




 
      vi)

2

7 13
( )

3 3

x
f x

x x 




 
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13. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 2 2( ) 4 ln(25 )f x x x           ii) 

1 1

2 8
( )

ln( 2)

x

f x
x

 
 

 



          iii)

5 | |
( )

x

x
f x

xe x





  

iv)  
2

3 2
f(x)

| |

x

x x

 



                     v) 

216

2

3 1
( )

2
ln

3

x

f x
x

 



          vi) 2 2( ) 9 9x xf x x e e x      

14. Δίνεται η συνάρτηση : 2
( ) ln( 2 3 4)f x x x     .Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού 

αριθμού λ ,ώστε η f να έχει πεδίο ορισμού το R 

  

Τιμές συνάρτησης  

 

15. Δίνεται η συνάρτηση : 2
( ) 3 10f x x x   ,με πεδίο ορισμού το R.Να βρείτε: 

i)  τις τιμές f(0),f(-1),f(-4) και f(6) 

ii) τις τιμές του x για τις οποίες f(x)=-12 

 

16. Δίνεται η συνάρτηση : 2
( ) 3 2f x x x   ,με πεδίο ορισμού το R. 

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να βρείτε τις τιμές f(-2),f(-1) και f(10) 

iii) Nα κατασκευάσετε τον πίνακα προσήμου της f 

iv) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

  α)
1

( )
( )

g x
f x

            β) ( ) ( )h x f x              γ) ( ) ln( ( ))x f x    

17. Δίνεται η συνάρτηση 
x-1

f(x)= lnx
x

. 

 i)   Nα βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

 ii)  Να βρείτε για ποιες τιμές του x είναι f(x)=0 . 

 iii) Να αποδείξετε ότι 
1

f =x f(x)
x

 
 

 
, για κάθε x του πεδίου ορισμού της. 

18. Δίνεται η συνάρτηση :
1

( )
4

ax
f x

x





,για την οποία ισχύει f(3)=-5. 

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να αποδείξετε ότι α=2 

iii) Να βρείτε τις τιμές f(-3) και f(11) 

iv) Να βρείτε για ποια τιμή του x ισχύει f(x)=9 

 

19. Δίνεται η συνάρτηση : ( ) | | 3f x x  ,με Αf =R. 

i)  Να βρείτε τις τιμές f(0),f(-5) και f(f(-2)) 

ii) Να βρείτε για ποιες τιμές του x ισχύει f(x)=1 

iii) Να βρείτε για ποιες τιμές του x ισχύει 2 ( ) 4f x    

 

20. Δίνεται η συνάρτηση : 2( ) 9 4f x x   . 

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να βρείτε τις τιμές ( 13)f  και ( 3 5)f    
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iii) Να λύσετε την ανίσωση ( ) 0f x    

 

21. Δίνεται η συνάρτηση : 2
( ) 2f x x x   , με Αf =R,για την οποία ισχύει f(-5)=3. Να βρείτε: 

i)  τον πραγματικό αριθμό λ 

ii) τις τιμές f(4) και f(f(-2)) 

iii) τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει f(x)=-5 

iv) την τιμή της παράστασης ( 4) (2 ) 2 (1 )f a f a f a         

 

22. Δίνεται η συνάρτηση : 2
( ) 3f x x x   ,με Αf =R,για την οποία ισχύει f(-2)=f(4). Να βρείτε: 

i)  τον πραγματικό αριθμό λ 

ii) τις τιμές f(2) και f(-3) 

iii) τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει ( ) 0f x   

 

23. Δίνεται η συνάρτηση : 
3 2

2

5 9 45
( )

2 8

x x x
f x

x x

  


 
, Να βρείτε: 

i)   το πεδίο ορισμού της f 

ii) την τιμή του αθροίσματος f(-4)+f(6) 

iii) τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει ( ) 0f x   

 

24. Δίνεται η συνάρτηση : 
3 2

2

4 6
( )

4 3

x x x
f x

x x

  


 
.  

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Nα απλοποιήσετε τον τύπο της f  

iii) Να βρείτε τις τιμές f(0),f(5) και f(3) 

iv) Να λύσετε την ανίσωση ( ) 0f x   

 

Συνδυαστικά θέματα 

25. Δίνεται η συνάρτηση : 2
( )f x x x    ,με πεδίο ορισμού το R,για την οποία ισχύουν 

f(3)=16 και f(-6)=7.  

i)   Να αποδείξετε ότι λ=4 και μ=-5 

ii) Να βρείτε τις τιμές f(-2) και f(4) 

iii) Nα βρείτε τα x για τα οποία ισχύει f(x)=-8 

v)   Να λύσετε την ανίσωση ( ) 0f x   

iv) Να αποδείξετε ότι : (3 2 ) 3 ( ) 2 ( )f a f a f     για κάθε α ,β R.  

 

26. Δίνεται η συνάρτηση : 
2

( )
2

x a
f x

x





,με α R,για την οποία ισχύει f(6)=5.Να βρείτε:  

i)   το πεδίο ορισμού fA της f 

ii) τον αριθμό α 

iii) τις τιμές f(3),f(-1) και f(f(-4)) 

iv) τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει f(x)=3 

vi) το πρόσημο των τιμών f(x) για τις διάφορες τιμές των fx A   

 

27. Δίνεται η συνάρτηση : 
1

( ) ln
1

x
f x

x





,με α R,για την οποία ισχύει f(6)=5.  

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού fA της f 
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ii) Να βρείτε το άθροισμα :
1 3

2 3

e
f f

e

   
   

   
  

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε fA  ισχύει ότι :
2

2

1
f







  

iv) Να αποδείξετε ότι 
2

2
2 ( )

1
f a f





 
  

 
για κάθε fA   

 

28. Δίνεται η συνάρτηση : 
6( )

( )
3

x a
f x

x





,με α R,για την οποία ισχύει f(1)=-18.  

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού fA της f 

ii) Nα αποδείξετε ότι  α=-7 

iii) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης : 
 ln | (13) | (22)

( )
( (6))

x f f
g x

x f f

 



   

29. Δίνεται η συνάρτηση : 
2

( )
5 6

x a
f x

x x




 
,με α R,για την οποία ισχύει 

1
(7)

2
f f

 
  

 
 . 

Να βρείτε 

i)   το πεδίο ορισμού της f 

ii) τον αριθμό α  

iii) τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει 
1

( )
6

f x    

iv) τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει ( ) 1f x    

 

30. Δίνεται η συνάρτηση : 2
( ) 5f x x x     ,με α R,για την οποία ισχύει f(3)=2. 

i)   Να αποδείξετε ότι λ=-3 

ii) Να βρείτε για ποιες  τιμές του x είναι f(x)=6  

iii) Να αποδείξετε ότι 
(2 ) (2 )

( )
2

f a f
f a





   για κάθε α ,β R. 

iv) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης : 
2 3

( (1))

( 1)
( )

(ln ) ln
f f

f x x
g x

x x

 



  

 

31. Δίνεται η συνάρτηση : 

2

2

, 2
( )

( 3) , 2

a x x
f x

x a x x

 

 

  
 

  

,με α,β R,για την οποία ισχύουν  

f(-4)=-7 και f(3)=9. 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να αποδείξετε ότι α=9 και β=-1 

iii)  Να βρείτε την τιμή f(f(7)) 

iv) Να λύσετε την εξίσωση f(x)=5 

v) Να λύσετε την ανίσωση f(x)≥0 
 

32. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) και g(x) ,με πεδίο ορισμού το R,για τις οποίες ισχύουν:  

( ) ( ) 2
x

f x g x e  και ( ) ( ) 2
x

f x g x e


   

i)   Να βρείτε τους τύπους  f(x) και g(x)  

ii) Να βρείτε τις τιμές f(0) και g(ln3) 

iii) Να βρείτε τα x για τα οποία ισχύει 
5

( )
2

f x    



 

6 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 
 

iv) Να αποδείξετε ότι : 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g a f a g g a f      για κάθε α,β R 

 

33. Δίνεται η συνάρτηση : 
2

ln(3 ) ln( 5)
( )

3

x x
f x

x ax

  


 
,για την οποία ισχύει f(-4)+f(2)=0.  

i)   Nα αποδείξετε ότι  α=2 

ii) Να βρείτε το πεδίο ορισμού fA της f 

iii) το πρόσημο των τιμών f(x) για τις διάφορες τιμές των fx A  . 

 

Πράξεις μεταξύ συναρτήσεων 

 

34. Δίνονται οι συναρτήσεις 2
( ) 4f x x   και 2

( ) 2g x x x  .Να ορίσετε τις συναρτήσεις: 

i) S=f +g                        ii) D=f- g                        iii)P=f ∙g                     iv)
f

R
g

            

35. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) ln( 3)f x x   και ( ) ln(5 )g x x  .Να ορίσετε τις συναρτήσεις: 

i) S=f +g                        ii) D=f- g                        iii)P=f ∙g                     iv)
f

R
g

           

36. Δίνονται οι συναρτήσεις 2( ) 36f x x   και 2( ) 4g x x  .Να ορίσετε τις συναρτήσεις: 

i) S=f +g                        ii) D=f- g                        iii)P=f ∙g                     iv)
f

R
g

      

37. Θεωρούμε τις συναρτήσεις f και g ,με πεδίο ορισμού το R,για τις οποίες ισχύει : 

(f+g)(1)=2   και (f-g)(1)=6.Να βρείτε τις τιμές: 

i) ( )(1)f g                     ii) (1)
f

g

 
 
 

  

38. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) 2f x x   και ( ) 2g x x  .Να ορίσετε τις συναρτήσεις: 

i) P=f ∙g                         ii) 1

f
R

g
                       iii) 2

g
R

f
   

 

39. Δίνονται οι συναρτήσεις 3
( ) 2f x x a   και 2

( )g x x a  ,με αR,για τις οποίες ισχύει : 

f(3)+g(3)=24. 

i)  Να αποδείξετε ότι α=-4 

ii) Να ορίσετε τη συνάρτηση 
f

R
g

  

iii) Να λύσετε την εξίσωση R(x)≥-7,όπου R η συνάρτηση του ερωτήματος ii). 

 

40. Δίνονται οι συναρτήσεις 3 2
( ) 4 4f x x x x     και 2

( ) 5 4g x x x   . 

i)  Να ορίσετε τη συνάρτηση 
f

R
g

  

ii) Να λύσετε την εξίσωση R2(x)+4R(x)-5=0,όπου R η συνάρτηση του ερωτήματος i). 

 

41. Δίνονται οι συναρτήσεις 2
( ) 2f x x x    και 2

( ) 3 10g x x x   . 

i) Να ορίσετε τις συναρτήσεις: 

α)P=f ∙g                         β) 1

f
R

g
                       γ) 2

g
R

f
   

ii) Να λύσετε την εξίσωση : 1 2( ) ( )R x R x  , όπου R1,R2 οι συναρτήσεις του ερωτήματος i). 
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ποτάμι 

x 

A Β 

Γ Δ 

Ο 

10 m 

x 

iii) Να λύσετε την ανίσωση P(x)≤0,όπου Ρ η η συνάρτηση του ερωτήματος i). 

 

42. Δίνονται οι συναρτήσεις 
2

2
( )

3 2

x x
f x

x x




 
 και 

3 2

2

3 4 12
( )

3

x x x
g x

x x

  



. 

i)  Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f και g και να απλοποιήσετε τους τύπους τους 

ii) Να ορίσετε τις συναρτήσεις: 

      α)S=f +g                        β) P=f ∙g                     γ)
f

R
g

   

iii) Να λύσετε την εξίσωση S(x)=2,όπου S η συνάρτηση του ερωτήματος ii)α) 

iv) Να λύσετε την ανίσωση P(x) ≤0,όπου Ρ η η συνάρτηση του ερωτήματος ii)β). 

43. Δίνονται οι συναρτήσεις 
2

( )
3

x a
f x

x





 και 

3( )
( )

3

x a
g x

x





,με αR,για τις οποίες ισχύει :f(-

2)=g(-2). 

i)  Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f και g και να αποδείξετε ότι α=-1 

ii) Να ορίσετε τις συναρτήσεις: 

      α)S=f +g                        β) D=f-g                     γ)
f

R
g

   

iii) Να λύσετε την ανίσωση S(x) ≤ 0,όπου S η συνάρτηση του ερωτήματος ii)α) 

iii) Να λύσετε την ανίσωση R(x) ≤2,όπου R η συνάρτηση του ερωτήματος ii). 

 

44. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) 1
x

f x e   και 2
( ) 3 10g x x x   . 

i)  Να ορίσετε τη συνάρτηση 
f

R
g

  

ii) Να λύσετε την ανίσωση R(x) ≤0,όπου R η συνάρτηση του ερωτήματος i). 

 

Προβλήματα 

 

45. Σε κύκλο (O, 10)  εγγράφουμε ορθογώνιο ΑΒΓΔ, όπως  

   φαίνεται στο διπλανό  σχήμα. 

       i) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου  

           είναι ίσο με 2E(x)=4x 100-x  

     ii)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  

           συνάρτησης E(x) . 

       iii) Να υπολογίσετε το E(6)  και  E(8) . 

 

6. Μια παρέα αποφάσισε να κατασκηνώσει δίπλα στο ποτάμι και για   

     την αποφυγή ερπετών χρησιμοποίησε ένα ειδικό σύρμα 18m,  

     ώστε να περιφράξει την σκηνή, σε σχήμα ορθογωνίου. Λόγω της  

      φυσικής προστασίας από το ποτάμι, το σύρμα  

      προστατεύει τις τρεις πλευρές της σκηνής  (σχήμα) 

       i) Nα εκφράσετε ως συνάρτηση του μήκους x , το   
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Β 

Γ Δ 

6 

Α x 

45   

           εμβαδόν της περιοχής που  θα περιφραχθεί. 

       ii) Αν αποφασιστεί το πλάτος της περιοχής που θα περιφραχθεί να είναι 4m, να βρείτε το  

            εμβαδόν της. 

       iii) Αν η σκηνή έχει τέτοιες διαστάσεις ώστε να απαιτείται να περιφράξουν περιοχή με εμβαδόν 

38m2, έχει το σύρμα το απαιτούμενο μήκος;  

 

46. Ένα σύρμα μήκους 30 cm κόβεται σε δύο τμήματα, με τα οποία σχηματίζουμε ένα ισόπλευρο 

τρίγωνο πλευράς x cm και ένα τετράγωνο. 

      i) Να εκφράσετε συναρτήσει του x: 

          α) το εμβαδόν Ε του ισόπλευρου τριγώνου, 

          β) το εμβαδόν S του τετραγώνου. 

     ii) Να βρείτε το εμβαδόν του τετραγώνου, όταν το εμβαδόν του ισόπλευρου τριγώνου είναι  

          9 3 cm2. 

  

47. Θεωρούμε το ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ του διπλανού σχήματος , με 

ˆ ˆ 90     , ˆ 45   ,ΑΒ = x cm. 

i) Να εκφράσετε συναρτήσει του x:  

   α) το εμβαδόν Ε του τραπεζίου ΑΒΓΔ, 

   β) το μήκος d της διαγώνιου ΒΔ.  

ii) Να βρείτε το μήκος της διαγώνιου ΒΔ, όταν το εμβαδόν του 

ΑΒΓΔ είναι 30 cm2. 

 

48. Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο , με περίμετρο 12 cm. Με πλευρά τη διαγώνιο ΑΓ 

σχηματίζουμε τετράγωνο AΓΖΗ. Έστω ότι ΑΒ=x cm. 

iii) Nα εκφράσετε συναρτήσει του x: 

          α) το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου ΑΒΓΔ,  

          β) το εμβαδόν S του τετραγώνου ΑΓΖΗ. 

     ii) Nα βρείτε για ποιες τιμές του x το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΓΖΗ είναι ίσο με τα 
5

2
 του  

          εμβαδού του ορθογωνίου ΑΒΓΔ. 

49. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με ̂ = 90°, του οποίου οι κάθετες πλευρές ΑΒ και ΑΓ 

μεταβάλλονται  έτσι, ώστε το εμβαδόν του τριγώνου να παραμένει σταθερό και ίσο με 1m2. 

Έστω ότι η πλευρά ΑΒ έχει μήκος x (σε m).  

i)  Να εκφράσετε ως συνάρτηση του x: 

           α) το μήκος β της πλευράς ΑΓ, 

           β) το μήκος α της πλευράς ΒΓ, 

           γ)  το μήκος υ του ύψους ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ.  

     ii)  Να βρείτε το μήκος του ύψους ΑΔ, όταν:x = 2m   

iii)  Να βρείτε για ποιες τιμές του x, το μήκος της πλευράς ΒΓ είναι μικρότερο από 5m . 

 

50. Ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο έχει ύψος x cm. Το πλάτος του είναι κατά 2 cm μεγαλύτερο 

από το ύψος του και το μήκος του είναι κατά 2 cm μεγαλύτερο από το πλάτος του. 

      i) Να εκφράσετε το εμβαδόν Ε της ολικής επιφάνειας του παραλληλεπιπέδου συναρτήσει του x.  

     ii) Να εκφράσετε τον όγκο V του παραλληλεπιπέδου συναρτήσει του x.  

    iii) Να βρείτε για ποια τιμή του x, ο όγκος του παραλληλεπιπέδου είναι 15 cm3.  

    iv) Να βρείτε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου, όταν το εμβαδόν της ολικής του επιφάνειας είναι  

         88 cm2. 
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x 

x 

51. Δίνεται κύλινδρος με ακτίνα βάσης ρ, του οποίου το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας είναι 

72πcm2. 

       i) Να εκφράσετε συναρτήσει του ρ: 

           α) το ύψος h του κυλίνδρου, 

           β) τον όγκο V του κυλίνδρου. 

      ii) Να βρείτε για ποιες τιμές της ακτίνας ρ, το ύψος h του κυλίνδρου είναι μικρότερο από 5 cm.  

     iii) Να βρείτε τον όγκο του κυλίνδρου, όταν το ύψος του είναι ίσο με 16 cm. 

 

52. Ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο έχει βάση τετράγωνο πλευράς x cm και το  

εμβαδόν της ολικής επιφάνειάς του είναι 48 cm2.  

      i) Να εκφράσετε συναρτήσει του x: 

          α) το ύψος υ του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, 

          β) τον όγκο V του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου. 

     ii) Να βρείτε τον όγκο του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, όταν το ύψος του  

          είναι κατά 3 cm μεγαλύτερο από την πλευρά της βάσης του. 

 

 

 

Συναρτησιακές σχέσεις 

 

53. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύει:  

f (x2 - 5) + f (2x + 3) = 2x2 + 4x + 2 για κάθε x  R. Να βρείτε τις τιμές f(-1), f (11), f(7) και  

f(- 5). 

 

54. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού R, για την οποία ισχύει ότι: f(x)+4f(-x) = 5x2+9x για 

κάθε x  R .    

i) Να βρείτε τον τύπο f (x).  

ii) Να λύσετε την ανίσωση f (x) ≤10. 

 

55. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού R, για την οποία ισχύει :f(x) + 4f(-x) = -15(x-1) για 

κάθε x  R .   

i)  Να βρείτε την τιμή f(0).  

ii)  Να βρείτε τον τύπο f (x).  

iii) Να λύσετε την εξίσωση: 2 2
( ( )) ( ) 66 10f x f x x    . 

 

56. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R*, για την οποία ισχύει:
1 9

2 ( ) 6f x f x
x x

 
   

 
  

       i) Να βρείτε τον τύπο της f.  

      ii) Να λύσετε την εξίσωση f (x) = 3.  

     iii) Να λύσετε την ανίσωση f (x) ≥ 0. 

 

57. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αx2 + βx+γ με α, β, γ  R, για την οποία ισχύει: 

      f (2x-1) + f (-x) = 5x2 – 6x - 3 για κάθε x  R. 

i) Να αποδείξετε ότι α = 1, β = - 2 και γ = -3  

ii) Να βρείτε για ποιες τιμές του x ισχύει:0 ≤ f(x) ≤ 12 

 

58. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού (0, +∞), για την οποία ισχύει: 2

( )
( ) ln

f x

x
x f x

e
  για 

κάθε x > 0 

       i) Να βρείτε τον τύπο της f. 
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      ii) Να λύσετε την ανίσωση f (x) < 0.  

     iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε x > 0 ισχύει: 
1

( ) lnf x f x
x

 
  

 
  

59. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού R, για την οποία ισχύει:2f (x) + f (-x) = 3x2- 3x + α για 

κάθε x  R και f (-5) = 6f (5).  

      i) Να βρείτε τις τιμές f (-5) και f (5) και τον πραγματικό αριθμό α. 

     ii) Να βρείτε τον τύπο f(x). 

    iii) Να λύσετε την ανίσωση f (x) ≤  0. 

 

60. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R,για την οποία ισχύει :4f (x) - f (4-x) =10x + α και  

f (2) =-1  

       i) Να αποδείξετε ότι α=-23 

ii) Να αποδείξετε ότι : 4f (4-x) - f (x) =17-10xα  

iii) Να βρείτε τον τύπο f(x). 

iv) Να λύσετε την ανίσωση |f(x)| > 11 . 

 

Γραφική παράσταση 

Σημεία τομής-Σχετικές θέσεις 

 

61. Δίνεται η συνάρτηση 
2x -4

f(x)=
x+1

. Να βρείτε: 

   i) το πεδίο ορισμού της. 

   ii) τα σημεία στα οποία η 
fC τέμνει τους άξονες χ΄χ και y΄y. 

   iii) για ποιες τιμές του x η fC βρίσκεται πάνω από τον άξονα x'x . 

 

62. Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των παρακάτω συναρτήσεων με τους 

άξονες: 

      i) f(x) =x2 + 3x - 10                                           ii) f(x) =|2x- 5| - 3         

   iii) f(x) = |x-5|- |7 -2x|                                          iv) f(x) =x3 -3x2-4x+12 

 

63. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = 2x2-8 και g(x) = x2 + 3x- 4. Να βρείτε: 

      i) τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω από τον άξονα χ'χ, 

     ii) τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της g είναι κάτω από τον άξονα χ'χ,  

    iii) τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g. 

 

64. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2 + x + 4 και g(x) =-x2-3x+10. Να βρείτε: 

i)   τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης η f με τους άξονες,  

ii)   τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της| g με τους άξονες,  

iii) τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω από τη γραφική 

παράσταση της g. 

 

65. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = |2x-3| Να βρείτε: 

      i) το σημείο της γραφικής παράστασης της f τετμημένη -4, 

     ii) τα σημεία της γραφικής παράστασης της f με τεταγμένη 2,  

    iii) τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω από τον άξονα χ'χ. 

 

66. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = lη(x2-3x+3]  

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 
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ii) Να αποδείξετε ότι f (4) + f (3)- f (-3) = 0. 

iii) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες. 

 

67.Δίνεται η συνάρτηση: 
3 23 6 8

( )
1

x x x
f x

x

  



 .Nα βρείτε: 

i)   το πεδίο ορισμού της f, 

ii)  το σημείο της γραφικής παράστασης της f με τετμημένη 3, 

iii) τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες. 

 

68.Δίνονται οι συναρτήσεις: f (x) =x2 - 3|x| και g(x) = 2|x| - 4 

i)  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι άρτια ή περιττή. 

ii) Να βρείτε το διάστημα στο οποίο η γραφική παράσταση της g είναι κάτω από τον άξονα χ'χ.  

iii)Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g. 

 

69.Δίνεται η συνάρτηση 
4 2

2

12
( )

36

x x
f x

x





. 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

ii)   Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με την ευθεία y = 1.  

iii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω από τον άξονα 

χ'χ.  

iv) Να εξετάσετε αν η f είναι άρτια ή περιττή.  

 

Προσδιορισμός παραμέτρων 

 

70. Δίνεται η συνάρτηση 
x-β

f(x)=
x-α

. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α  και  β , αν είναι 

γνωστό ότι η γραφική παράσταση της f  διέρχεται από το σημείο (2,  0)  και ότι το f(3)  δεν 

ορίζεται. 

 

71.Δίνεται η συνάρτηση: f(x) =x3 + αx2 +(α-5)x + α-2, με α  R της οποίας η γραφική παράσταση 

τέμνει τον άξονα χ'χ στο σημείο με τετμημένη - 3. 

i) Να αποδείξετε ότι α = 2. 

      ii)  Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

     iii)  Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι κάτω από τον άξονα  

            χ'χ. 

 

72.Δίνεται η συνάρτηση :f (x) = x2 + αx + α - 6, με αR  της οποίας η γραφική παράσταση 

διέρχεται από το σημείο Κ(2,-8).  

i) Να αποδείξετε ότι α =- 2. 

      ii) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες,  

     iii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της g(x) = 2x-3 είναι κάτω από τη  

           γραφική παράσταση της f. 

 

73.Δίνεται η συνάρτηση f (x) = |x-2| + α, με α R, της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από 

το σημείο Μ(-3, 6). Να βρείτε: 

       i) τον αριθμό α, 

      ii) τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες,  

     iii) τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f  βρίσκεται πάνω από την ευθεία y = 4. 
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74.Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = -x2 +x+2 και g(x) = |2x-7| + α τέμνουν τον 

άξονα y'y στο ίδιο σημείο.  

i) Να βρείτε τον αριθμό α.  

ii) Για α = - 5, να βρείτε τα διαστήματα στα οποία:  

α) η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τον άξονα χ'χ,  

β) η γραφική παράσταση της g βρίσκεται κάτω από τον άξονα χ'χ. 

 

75.Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων : 2
( ) 8f x x ax    και 2

( ) 6g x x x a     ,με α 

R  τέμνονται πάνω στην ευθεία x = 5.  

i) Να αποδείξετε ότι α = -2. 

      ii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι: 

           α) πάνω από τον άξονα χ'χ, 

           β) κάτω από τη γραφική παράσταση της g. 

 

76.Δίνεται η συνάρτηση : 2
( ) 1f x x ax a    ,με α R της οποίας η γραφική παράσταση 

διέρχεται από το σημείο Κ(2,-6). Να βρείτε:  

i) τον αριθμό α, 

      ii) τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες,  

     iii) τον αριθμό β, ώστε το σημείο Τ(β + 8, β) να ανήκει στη γραφική παράσταση της f,  

     iv) τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f (x) και g(x) = -x2+x-6. 

77.Δίνεται η συνάρτηση 
2

3

3
( )

25

x a
f x

x x





  με α R, της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται 

από το   

        σημείο Μ(-1,-1).  

        i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

       ii) Να αποδείξετε ότι α = -27. 

      iii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f  βρίσκεται πάνω από τον  

            άξονα χ'χ. 

      iv) Να εξετάσετε αν η f είναι άρτια ή περιττή 

 

78.Δίνεται η συνάρτηση 2 2( ) 25f x a x x     ,  με α ,βR, της οποίας η γραφική παράσταση   

        διέρχεται από το σημείο Μ(4,-3) και τέμνει τον άξονα y'y στο σημείο με τεταγμένη 5. 

        i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

       ii) Να αποδείξετε ότι α = 25 και β = - 4. 

      iii) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τον άξονα χ'χ. 

 

79.Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = 1n2x + αlnx + α -1, με α R της οποίας η γραφική παράσταση 

διέρχεται από σημείο M(e5, 6). 

       i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

      ii) Να αποδείξετε ότι α = -3. 

     iii) Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της f με τεταγμένη - 6. 

     iv) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω από τον άξονα  

           χ΄χ 
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Χάραξη γραφικής παράστασης 

 

80.Δίνεται η συνάρτηση: 
2

2
( )

1

x ax
f x

x

 



,με α,βR της οποίας η γραφική παράσταση 

διέρχεται από σημείο  Κ(3, 2) και τέμνει τον άξονα χ΄χ στο σημείο με τετμημένη 2. 

i)    Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

ii)   Να βρείτε τις τιμές των α και β.  

iii) Να απλοποιήσετε τον τύπο της f.  

iv) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f 

 

81.Δίνεται η συνάρτηση: 2

2 8, 2

( ) , 2 2

2 8 , x 2

x x

f x x x

x







   


    
  

  

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 
ii)   Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f.  

iii) Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

 

82.Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x+4-2|x+1| 

i)   Να γράψετε τον τύπο της f χωρίς το σύμβολο της απόλυτης τιμής,  

ii)   Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f. 

iii) Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f και να βρείτε τα ακρότατά της.  

iv) Να λύσετε την ανίσωση f (x) > 0. 

83.Δίνεται η συνάρτηση:
2

8
, 2

, 2 0
( )

, 0 x 2

4
, x 2

x
x

x x
f x

x

x










  


  
 

 





  

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 
ii)   Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f.  

iii) Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

 

 

84.Δίνεται η συνάρτηση:

1

2

e , 1

( ) ( 2) , 1 4

2 12 , x 4

x x

f x x x

x







 


   
  


  

i)   Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f. 
ii)   Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f.  

iii) Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

iv) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης f(x)=α για τις διάφορες τιμές του αR. 
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Προσδιορισμός στοιχείων από γραφική παράσταση 

 

85.Να εξετάσετε ποιες από τις επόμενες καμπύλες είναι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων: 

 

 

 

 

          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

86.Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της  

 συνάρτησης f. 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να βρείτε τις τιμές f(-1),f(0) και f(f(1)) 

iii) Να λύσετε την εξίσωση f(x)=0 

iv)  Να λύσετε την ανίσωση f(x)<0 

v) Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f 

vi)  Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

 

 

 

87. Στο παρακάτω σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων f και g. 

 
i)  Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f και g. 

ii) Να βρείτε τα σύνολα τιμών των συναρτήσεων f και g. 

iii) Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f. 

iv) Να βρείτε τα ακρότατα της g. 

v) Να βρείτε τις τιμές f (-2), g(2) και g(f(-4)). 

O x x΄ 

y 

y΄ 

 
i) 

O x x ΄ 

y 

y 

ii) 

x 

y΄ 

O x΄ 

y iii) 

x 

y΄ 

O x΄ 

y 
iv) 
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vi)Να λύσετε τις ανισώσεις: 

     α) f (x) > 0                    β) g(x) < 0                   γ) f (x) < g(x) 

 

88. Στο διπλανό σχήμα φαίνονται οι γραφικές 

παραστάσεις δύο συναρτήσεων y = f (x) και  

y = g(x). 

i) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των  

συναρτήσεων f και g. 

ii) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = g(x). 

iii) Να λύσετε την ανίσωση f (x) > g(x) . 

iv)  Να βρείτε τα x για τα οποία ισχύει: 

       - 5 < g(x) <10 

 

 

 
 

89.Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση  

μιας συνάρτησης f ,η οποία έχει πεδίο ορισμού  

το R και διέρχεται από τα σημεία Α(2,-4) ,Β(-1,8)  

και Γ(4,18) 

i)   Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) που   

      διέρχεται από τα σημεία Α και Β 

ii)   Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας που 

διέρχεται     

    από τα σημεία Α και Γ. 

iii) Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας  που  

    διέρχεται από τα σημεία Β και Γ . 

iv) Να λύσετε τις ανισώσεις : 

     α) (x) 2 10f x                           β) ( ) 11x 26f x   ,x>0  

 

 

90.Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση  

μιας συνάρτησης f ,η οποία έχει πεδίο ορισμού το 

R. 

i) Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας που  

  διέρχεται από τα σημεία Α και Β και στη  

  συνέχεια να αποδείξετε ότι διέρχεται και από  

  το σημείο Γ. 

ii) Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας που    

    διέρχεται από τα σημεία Δ και Β και στη   

    συνέχεια να αποδείξετε ότι διέρχεται και από το  

    σημείο Ε. 

iii) Να λύσετε γραφικά τις ανισώσεις : 

    α) (x) 2f x                           β) ( ) x 2f x         γ) x 2 ( ) 2f x x      
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Συνδυαστικά θέματα 

91. Δίνεται η συνάρτηση ( )
x x

x x

e ae
f x

e e









 ,με αR,της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται 

από  το σημείο 
4

ln 3,
5

 
  
 

 . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

ii)  Να αποδείξετε ότι α = - 1. 

ii) Να εξετάσετε αν η f είναι άρτια ή περιττή. 

iv) Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της f με τεταγμένη 
3

5
 . 

v)  Να βρείτε το διάστημα στο οποίο η γραφική παράσταση της f είναι κάτω από τον άξονα χ'χ.  

vi) Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f (x) και  

     g(x) =ex -1.  

 

92. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
2

x x a
f x

x

 



,με αR , της οποίας η γραφική παράσταση τέμνει τον 

άξονα y'y στο σημείο με τεταγμένη - 4. Να βρείτε: 

      i)   το πεδίο ορισμού της f,  

      ii)  τον αριθμό α, 

      iii) τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με την ευθεία y = -9, 

      iv) τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι κάτω από τον άξονα χ'χ,  

       v) την απόσταση των σημείων Μ και Ν, της γραφικής παράστασης της f, με τετμημένες - 6 και  

           6 αντίστοιχα. 

 

93. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + 6x + 1. Έστω επίσης g(x) η συνάρτηση της οποίας η γραφική 

παράσταση προκύπτει από δύο διαδοχικές μετατοπίσεις της γραφικής παράστασης της f κατά 2 

μονάδες προς τα δεξιά και κατά 4 μονάδες προς τα πάνω. 

i) Να βρείτε τον τύπο της g.  

ii) Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g.  

iii)  Έστω (ε) η ευθεία που έχει συντελεστή διεύθυνσης λ = 2 και διέρχεται από το σημείο :Μ(-

2, g(-2)) 

               Να βρείτε: 

               α) την εξίσωση της ευθείας (ε),  

               β) τα σημεία τομής της ευθείας (ε) και της γραφικής παράστασης της f, 

               γ) τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της g είναι πάνω από την ευθεία (ε). 

 

94. Δίνεται η συνάρτηση:
| 1 | | 1|

(x)
| 1| | 1|

x x
f

x x

  


  
  

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

ii)   Να εξετάσετε αν η f είναι άρτια ή περιττή,  

iii) Να γράψετε τον τύπο της f χωρίς το σύμβολο της απόλυτης τιμής,  

iv) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f.  

v)   Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f.  

vi) Να βρείτε τα ακρότατα της f. 
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Όρια συναρτήσεων 

Προσδιορισμός ορίου από γραφική παράσταση-Ιδιότητες ορίων 

 

95. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση 

μιας συνάρτησης f.Να βρείτε :  

i) το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f 

ii)  την τιμή f(4) 

iii) το όριο 
4

lim ( )
x

f x


  

 

 

 

 

 

 

96. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση 

μιας συνάρτησης f.Να βρείτε :  

i) το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f 

ii)  την τιμή f(4) και το όριο 
4

lim ( )
x

f x


  

iii) το όριο 
3

lim ( )
x

f x


  

iv) το όριο 
2

lim ( )
x

f x


  

v) το όριο 
1

2

lim ( )
x

f x


  

 

97. Δίνεται συνάρτηση f για την οποία ισχύει 
2

lim (x) 3
x

f


 .Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

i) 2

2
lim( ( ) 7 ( ))
x

f x f x


                  ii) 
3

22

( ) 4 ( )
lim

( ) 6x

f x f x

f x




. 

 

98. Δίνονται συναρτήσεις  f και g για τις οποίες ισχύουν : 
1

lim (x) 2
x

f


 και 
1

limg(x) 3
x

  .Να βρείτε 

τα παρακάτω όρια: 

i) 3 2

1
lim[ ( ) g ( ) ( ) ( )]
x

f x x f x g x


           ii) 
1

3 ( ) 4 ( )
lim

6 ( ) 2 ( )x

f x g x

f x g x




               iii) 3 2

1
lim 2 ( ) ( )
x

f x g x


 . 

 

Υπολογισμός ορίου με αντικατάσταση 

99. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

6
( )

4 3

x x
f x

x x

 


 
 . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να βρείτε τα όρια:
5

lim ( )
x

f x


 και 
0

lim ( )
x

f x


. 

 

100. Δίνεται η συνάρτηση 
3 17

( )
1

x
f x

x

 



 . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να βρείτε τα όρια:
6

lim ( )
x

f x


 και 
2

lim ( )
x

f x


. 
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101. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 2

1
lim( ln 2 7)
x

x x x


                                             ii) 

2

lim
x

x

x





 

iii) 
33

lim
2x

x

x 
                                                               iv) 

1

| 1| | 2 |
lim

| 3 | | 4 |x

x x

x x

  

  
 

 

102. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 2

3
lim( 4 5)
x

x x


                                                          ii) 3 2

2
lim( 5 6 3)
x

x x x


    

iii) 
3 2

22

3 2 4
lim

4 1x

x x x

x x

  

 
                                              iv)  2

4
lim 9 5
x

x x


    

 

103. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 
0

lim( 2 )
x

x x 


                                                      ii) 

2

6
lim

2 5x

x x

x x

 

 




 

iii) 2

1
lim( 3x lnx)
x

x


                                                     iv)  2

0
lim 4

x

x
e x


   

 

104. Δίνονται οι συναρτήσεις 
2

5 8
( )

3 4

x
f x

x x




 
 και 

2
2 14

( )
4

x x
g x

x

  



. 

i)   Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f και g 

ii) Να βρείτε τα όρια:
2

lim ( )
x

f x


 και 
2

lim ( )
x

g x


. 

iii) Να βρείτε το όριο 
2 32

( ) g(x)
lim

( ) (x)x

f x

f x g 
 

 

Όρια ρητών συναρτήσεων 

 

105. Να υπολογίσετε τα όρια: 

        i) 
2

3

9
lim

3x

x

x




                ii) 

2

23

( 3)
lim

9x

x

x




              iii) 

3

1

1
lim

1x

x

x




               iv)  

2

25

7 10
lim

2 15x

x x

x x

 

 
   

   v) 
3 2

2

4 4
lim

( 2)( 3)t

t t t

t t

 

 
      vi) 

2

1

1
lim

1x

x

x




                 vii) 

3

2π

2

συν
lim  

1 ημx

x

x 
        viii)  

π

4

ημ
lim  
x

x

x

                                                  

  ix) 
π

4

lim(2ημ 3συν ) 
x

x x


   x) 
2

3

9
lim

1 7x

x

x x



  
         xi) 

4

1 5
lim

4x

x x

x

  


  

xii)  
3

3
lim

2 6 3 1x

x

x x



  
 

 

106. Να υπολογίσετε τα όρια : 

i) 
24

4
lim

12x

x

x x



 
       ii) 

3

23

27
lim

9x

x

x




            iii) 

2

22

4
lim

5 6x

x

x x



 
              iv)

2

21

5 4
lim

7 6x

x x

x x

 

 
 

 

107. Να υπολογίσετε τα όρια : 

i) 
2

2

4
lim

2x

x

x




              ii) 

23

3
lim

3x

x

x x




           iii) 

2

24

16
lim

4x

x

x x




                   iv)

2

22

2 8
lim

2x

x x

x x

 


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108. Να υπολογίσετε τα όρια : 

i) 
2

21

4 5
lim

2x

x x

x x

 

 
      ii) 

2

23

2 3 5
lim

2 3 1x

x x

x x

 

 
    iii) 

3

22

8
lim

2x

x

x x



 
               iv)

3

23

9
lim

4 3x

x x

x x



 
 

 

109. Να υπολογίσετε τα όρια : 

i)   
3 2

21

2 2
lim

2 3x

x x x

x x

  

 
                                         ii) 

3 2

22

3 6 8
lim

4x

x x x

x

  


     

iii) 
3 2

23

2 5 6
lim

3x

x x x

x x

  


                                       iv)

3 2

3 21

5 3
lim

5 7 3x

x x x

x x x

  

  
 

 

110. Να υπολογίσετε τα όρια : 

i) 
4

22

16
lim

2x

x

x x




          ii) 

4 2

21

4 3
lim

2 3x

x x

x x

 

 
      iii) 

3

41

1
lim

1x

x

x




                   iv)

3

33

27
lim

7 6x

x

x x



 
 

 

111. Να υπολογίσετε τα όρια : 

ii)   
22

4
lim

2 4x

x x

x x

 
 

  
                                       ii) 

21

2 3
lim

1x

x

x x x

 
 

  
     

iv)  
23

2 4 7
lim

3 6x

x x

x x x

  
 

   
                                 iv)

2 2

21

4 1
lim

1 3 4x

x x

x x x

 
 

   
 

 

112. Να υπολογίσετε τα όρια: 

 

       
2

23

5 6
) lim

9x

x x
i

x

 


                      

5 31

1
) lim

2x

x
ii

x x



 
   

 

113. Να βρείτε τα όρια  

       i)   
2

31

2 1
lim

1x

x x

x

 


                     ii) 

3

31

6 5
lim

(2 1) 1x

x x

x

 

 
                            iii)

4 2

3
2

4 4
lim

2x

x x

x x

 


 

 

114. Να υπολογίσετε τα όρια: 

 

       
3

9

) lim
3

2
x

x
xi

x
x





 

                      

2

2

8

) lim
4x

x
xii

x
x







   

 

115. Δίνεται η συνάρτηση .
1

56
)(

23

2






xxx

xx
xff   

Να υπολογίσετε τα )(lim
1

xf
x

   και    )(lim
5

xf
x

. 

 

116. Δίνεται η συνάρτηση xxxff 45)( 2  . 

Να υπολογίσετε το 
4

)4()(
lim

4 



 x

fxf

x
. 
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117. Δίνεται η συνάρτηση f   με   .34)(  xxf  

Να υπολογίσετε το .
1

)1()(
lim

1 



 x

fxf

x
 

 

 

 

Όρια άρρητων συναρτήσεων 

118. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
4

x
f x

x





. 

    i) Nα βρείτε το πεδίο ορισμού της και στη συνέχεια το  
4

lim ( )
x

f x


 

   ii) Να εξετάσετε αν υπάρχει το 
2

lim ( )
x

f x


και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

119. Να υπολογίσετε τα όρια: 

       
4

2
) lim

4x

x
i

x




                                         

21

3 2
) lim

1x

x
ii

x

 


   

     
22

3 1
) lim

2x

x
iii

x x

 


                                    

2

22

5 3
) lim

3 2x

x
iv

x x

 

 
 

120. Να υπολογίσετε τα όρια: 

       
21

5 3
) lim

1x

x x
i

x

  


                          

4

2
) lim

3 1x

x
ii

x



 
   

     
2

3

5 2
) lim

6x

x
iii

x x

 

 
                                 

22

2
) lim

6 3 10x

x x
iv

x x x

 

  
 

 

121. Να υπολογίσετε τα όρια: 

       
2

21
) lim

3 2x

x x
i

x x



 
                                

4

4 4
) lim

2 8x

x x
ii

x x

 

 
   

     
2

3 23

( 9)( 1 2)
) lim

6 9x

x x
iii

x x x

  

 
                     

2

4
2

) lim
2

1
x

x
x

iv

x



 



 

122. Να υπολογίσετε τα όρια: 

     
2

20

3 9
) lim

x

x
i

x

 
                                  

2

4

8
) lim

2x

x x
ii

x




   

     
4

5 3
) lim

5 3x

x
iii

x x

 

  
                        

2

3 2 31

2 1
) lim

2 1x

x x
iv

x x

 

 
 

 

 



 

21 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 
 

123. Να υπολογίσετε τα όρια: 

     
3

5

3 2
) lim

5x

x
i

x

 


                                   

2

31

1
) lim

2 1x

x
ii

x



 
   

     
3 2

22

4 2
) lim

2x

x
iii

x x

 


                            

2

33

5 2
) lim

2 1x

x
iv

x

 

 
 

124. Να υπολογίσετε τα όρια: 

     
25

1 4 5
) lim

25x

x x
i

x

   


                      

23

1 2 1
) lim

3x

x x
ii

x x

   


   

     
2 2

2

5 3 4
) lim

2x

x x
iii

x

   


               

2

1

15 3 2
) lim

8 3x

x x
iv

x

   

 
 

125. Να υπολογίσετε τα όρια : 

      
21

1
) lim

3 2x

x
i

x



 
                             

2

22

3 5
) lim

4x

x
ii

x

 


                     iii)

1

1
lim

1x

x

x




 

      iii) 
0

2 2
lim

5x

x x

x

  
               iv) 

3

1

1
lim

1x

x

x




 

 

126.    Να υπολογίσετε τα όρια : 

            
24 2 2

2 2 2 2
) lim ) lim ) lim

5 4 7 3 4 1 3x x x

x x x x
i ii iii

x x x x  

    

     
 

          
2

21 1 9

1 4 3 1 ( 9)
) lim ) lim ) lim

4 3 2 2 12x x x

x x x x
iv v vi

x xx x x x  

   

   
 

         
1

2 1
) lim

1x

x x
vii

x

 


 

 

127. Να βρείτε τα όρια  

    i)   
2

21

1 2
lim

1x

x x x

x

   


                             ii) 

2

31

1 2 1
lim

1x

x x x

x

   


 

 

128. Να βρεθούν τα όρια : 

        
33

2 1 5 1
) lim

2 1x

x x
i

x

  

 
                     

2

7 4 1
) lim

2 3 2x

x x
ii

x x

  

  
                              

4

31

1
) lim

1x

x
iii

x




 

 

129. Δίνεται η συνάρτηση 
2 4 3

( )
3

x x
f x

x

 



 . 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να υπολογίσετε το 
3

lim ( )
x

f x


  

 

 

 

 



 

22 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 
 

Γενικές ασκήσεις στον υπολογισμό ορίων 

 

130. Να υπολογίσετε τα όρια: 

       
2

0

4
) lim

2x

x x
i

x x x

 

 




                               

2

20

2 3
) lim

x

x x
ii

x x

 

 

 


   

     
20

2 2
) lim

x

x x x x
iii

x

 



  
              

2

2

6 6
) lim

1x

x x x x
iv

x x

   

 

   

  
 

131. Να υπολογίσετε τα όρια: 

       
20

4 4
) lim

1

x x

xx

xe e x
i

e

  


                         

21

ln( ) 1
) lim

ln lnx

ex
ii

x x x




   

     
2 3

0

4
) lim

8 3

x x

xx

e e
iii

e

 

 
                               

2

20

4 3
) lim

4 2x

x x
iv

x

 



 

 
 

132. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

5 6
( )

9

x x
f x

x

 



 .Να βρείτε : 

i) το πεδίο ορισμού της f 

ii) το όριο 
3

lim ( )
x

f x


  

iii) το όριο 
3

lim ( 4 1) ( )
x

x f x


  
 

  

iv) το όριο 
3

2

8
lim

( )x

x

f x


  

 

133. Δίνεται η συνάρτηση 2
( ) 3f x x x   .Να βρείτε τα όρια: 

i)  
2

( ) (2)
lim

2x

f x f

x




                                  ii) 

0

(2 ) (2)
lim
h

f h f

h

 
  

 

134. Δίνεται η συνάρτηση 2
( ) 2f x x x   .Να βρείτε τα όρια: 

i)  
24

( ) (4)
lim

16x

f x f

x




                                  ii) 

3

(6 x) (x)
lim

( ) (3)x

f f

f x f

 


  

 

135. Δίνεται η συνάρτηση 2
( ) 2f x x x   .Να βρείτε τα όρια: 

i)  
21

( ) ( 1)
lim

3 2x

f x f

x

 

 
                                  ii) 

1

(2 x) (x)
lim

1x

f f

x

 


  

 

136. Δίνεται η συνάρτηση 3 2
( ) 4 6f x x x x    . 

      i)  Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της f  με τους άξονες. 

      ii) Nα βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f  βρίσκεται κάτω από τον   

           άξονα x’x. 

     iii) Να υπολογίστε τα όρια: 
1

( )
lim  

1x

f x

x 
  και 

2

( )
lim  

2x

f x

x 
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137. Για μια συνάρτηση  f  ισχύει ότι 
2

lim( ( ) 3 8) 10
x

f x x


   . 

         i) Μπορεί να βρεθεί το 
2

lim ( )
x

f x


 κάνοντας χρήση της ιδιότητας του ορίου του αθροίσματος  

             συναρτήσεων; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

       ii) Να βρείτε το 
2

lim ( )
x

f x


. 

 

Προσδιορισμός παραμέτρου 

138. Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α, ώστε να ισχύει:
2

22

( 2) 2
lim 2

4x

x a x a

x

  



  

   

139. Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α, ώστε να ισχύει:
3 2

23

9 9
lim 12

2 3x

x ax x a

x x

  


 
  

 

140. Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α, ώστε να ισχύει:
2

21

1
lim 6

10 3x

x ax a

x

  


 
  

141. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

2 4
( )

4

x ax a
f x

x

  



 .Να βρείτε : 

i)   το πεδίο ορισμού της f 

ii) τον αριθμό α  

iii) το όριο 
2

lim ( 2 2) ( )
x

x f x


  
 

  

 

142. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

3 9
( )

3

x ax a
f x

x x

  



,με αR για την οποία ισχύει :

3

2
lim ( )

3x

a
f x




  . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να αποδείξετε ότι  α =4 

iii) Να βρείτε τα όρια 

  α) 
21

( )
lim

1x

f x

x 
                            β) 

0
lim ( 4 2) ( )
x

x f x


  
 

 

 

Βοηθητική συνάρτηση 

 

143. Δίνεται η συνάρτηση f,με πεδίο ορισμού το R ,για την οποία ισχύει :
2

22

( )
lim 7

4x

f x x

x





 . 

 Να βρείτε τα όρια : 

 α) 
2

lim ( )
x

f x


                            β) 
22

( ) 2
lim

6x

f x x

x x



 
 

 

144. Δίνεται η συνάρτηση f,με πεδίο ορισμού το R ,για την οποία ισχύει :
1

( ) 3
lim 4

1x

f x x

x





 . 

 Να βρείτε τα όρια: 

  α) 
1

lim ( )
x

f x


                            β) 
2

21

( ) 3
lim

3 2x

f x x

x



 
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145. Δίνεται η συνάρτηση f,με πεδίο ορισμού το R ,για την οποία ισχύει ( ) 5f x   για κάθε xR και    

  
25

( )
lim 6

5x

f x x

x x





 . 

 Να βρείτε τα όρια: 

  α) 
5

lim ( )
x

f x


                            β) 
2

25

( ) 20
lim

3 10x

f x x

x x

 

 
             γ) 

2

3 25

( ) 7 ( ) 10
lim

( ) 5 ( ) 2 ( ) 10x

f x f x

f x f x f x

 

  
 

146. Να βρείτε τις τιμές των α ,βR,ώστε να ισχύει 
2

23
lim 2

9x

x x

x

 



 



. 

 

147. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g,με πεδίο ορισμού το R ,για τις οποίες ισχύει :    

  
1

lim[5 ( ) ( )] 7
x

f x g x


     και 
1

lim[ ( ) ( )] 5
x

f x g x


   

 Να βρείτε τα όρια: 

  α) 
1

lim ( )
x

f x


                            β) 
1

limg( )
x

x


                              γ) 
21

( ) ( ) ( ) ( )
lim

8 3x

xf x g x f x xg x

x

  

 
 

 

Συνδυαστικά θέματα 

 

148. Δίνεται η συνάρτηση 2
( )f x x ax     ,με α, β R ,της οποίας η γραφική παράσταση  

  διέρχεται από τα σημεία Μ(-1,9) και Ν(-5,7).Να βρείτε: 

i)  τους αριθμούς α και β 

ii) τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω από τον χ΄χ, 

iii) το όριο 
1

(2 ) ( )
lim

3 2x

f x f x

x

 

 
 

iv) το όριο 
3

( 1) (4)
lim

( ) (3)x

f x f

f x f

 


 

 

149. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

6
( )

1

x ax
f x

x

 



,με αR για την οποία ισχύει 

: 2

1

3
lim[( 5) ( )]

2x
x f x


    . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να αποδείξετε ότι  α =-7 

iii) Να βρείτε τα όρια 

  α) 
1

lim ( )
x

f x


                            β) 
2

3 21

( ) 12 4
lim

( ) 2 ( )x

f x

f x f x

 


 

 

150. Δίνονται οι συναρτήσεις 
2

2

2 4
( )

2

x ax a
f x

x x

  


 
  και 

2
2

2
( )

1 1

a
x x a

g x
x

 
   
 


 

, με αR ,για  

τις οποίες ισχύει 
2 2

lim ( ) lim ( )
x x

f x g x
 

 .Να βρείτε  

i) τα πεδία ορισμού των f και g 

ii)  τον πραγματικό αριθμό α 

iii) το όριο  
1

( ) (1)
lim

( )x

f x f

g x


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151. Θεωρούμε τη συνάρτηση 2
( )f x x x     ,με 

2

1
lim

1x

x x

x








 και 

3

21

5 6
lim

1x

x x

x




 



. 

i)  Να βρείτε τα β και γ 

ii)  Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες 

iii) Θεωρούμε τη συνάρτηση 2
( ) 2g x x x     .Nα βρείτε : 

    α)  τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f  είναι πάνω από τη γραφική  

          παράσταση της g 

    β)  το όριο  
1

( )
lim

( )x

f x

g x
 

    γ)   το όριο  
4

( ) (x 2)
lim

5 3x

f x g

x

 

 
 

 

152. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2
( )

3 2

x ax
f x

x x

 


 
 ,με α, β R , για την οποία ισχύει : 

2
limf(x) 6
x

  . 

   

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να βρείτε τους αριθμούς α και β 

iii) Να απλοποιήσετε τον τύπο της f και να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική    

      παράσταση της f είναι πάνω από τον χ΄χ, 

iv) Να βρείτε το όριο 2

1
lim ( 3 2) ( )
x

x f x


  
 

 

 

Συνέχεια συνάρτησης 

Μελέτη συνέχειας 

153. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς στο 2: 

i) 
2 4 , x 2

( )
2 , x 2

x x
f x





  
 

 
                            ii) 

2 25 , x 2
( )

4 , x 2

xx e
f x





   
 



 

 

154. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση: 

2

, x 1
( ) 1

2 , x 1

x x

f x x




 


 
 

  είναι συνεχής στο 1. 

 

155. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση: 

2 2 8
, x 2

( ) 2

6 , x 2

x x

f x x




  
 

 
   

  είναι συνεχής στο -2. 

                             

156. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς στο 1: 

i)   

2

2

3 2
, x ( 1,1) (1, )

( ) 8 3

3 , x 1

x x

f x x




  
   

   
  

       

ii) 

2 3 5
, x ( ,1) (1,5]

( ) 1

2 , x 1

x x

f x x




   
   

  
 
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157. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση: 

3 22 3
, x 3

( ) 3

12 , x 3

x x x

f x x




  


 
 

  είναι συνεχής. 

 

 

158. Δίνεται η συνάρτηση 

2
x x 12

f (x)
x 3

 



. 

        i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και στη συνέχεια το 
x 3
lim f (x)


. 

  ii)  Είναι συνεχής η f σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της; 

      iii)  Να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής στο x0=3. Αν δεν είναι συνεχής στο x0=3, πώς πρέπει να   

             οριστεί η τιμή  της στο σημείο αυτό ώστε αυτή να είναι συνεχής; Να σχεδιάσετε τη  

             γραφική της παράσταση στην περίπτωση αυτή. 

 

Προσδιορισμός παραμέτρων 

159. Δίνεται η συνάρτηση 

2 2009
,    αν  0

( )

α         ,    αν 0

x x
x

f x x

x

 


 
 

. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και   

  στη συνέχεια να εξετάσετε για πια τιμή του α είναι συνεχής σε αυτό. 

 

160. Να βρείτε την τιμή του λR ,ώστε η συνάρτηση: 
2 2 1, x 3

( )
12 , x 3

x x
f x

  

 

    
 

 
  είναι  

    συνεχής στο 3. 

 

161. Να βρείτε την τιμή του αR ,ώστε η συνάρτηση: 

3 2

2

6
, x 0

( ) 4 2

, x 0

x x

f x x

a





 


   
 

  είναι  

    συνεχής στο 3. 

162. Δίνεται η συνάρτηση: 

4

2

ln ln
, x (2, 4) (4, )

( ) 6 8

ln ln( 5) , x 4

x x x

f x x x

a a





 
  

  
   

  με α>5. Να βρείτε την  

  τιμή του αR αν η f να είναι συνεχής στο 4.  

 

163. Δίνεται η συνάρτηση: 

2

2

12 4
, x 2

2( )

, x 2
4

a a

x

xf x
e e





  


  





  . Να βρείτε την   τιμή του αR αν η f 

να είναι συνεχής στο 2.  

164. Να βρείτε την τιμή του αR ,ώστε η συνάρτηση: 

2 ( 3) 3
, x 3

( ) 3

5 , x 3

x a x a

f x x

a





   
 

 
   

  είναι  

    συνεχής στο -3. 
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165. Δίνονται οι συναρτήσεις: 

4
, x [0,4) (4, )

( ) 2

, x 4

x

f x x

a






  

 
 

  και 

2

2

2
, x [0, 2) (2, )

( ) 2

2 , x 2

x x

g x x x

  




   
  

  
 

 .Αν η f είναι  συνεχής στο 4 και η g είναι    

 συνεχής στο 2,να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α και β. 

 

Σύνθετες ασκήσεις στη συνέχεια 

 

7. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g με τύπους  2( ) 9 3 , ,f x x x         και  ( ) 1g x x   

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού τους.                    ii) Να ορίσετε τη συνάρτηση  
f

h
g

   

iii) Αν η γραφική παράσταση της h διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σημείο  

        Κ(9,3) να βρείτε τα α , β  

iv) Αν α = β = 1 να βρείτε το 
1

lim ( )
x

h x


 

 v) Για α = β = 1 να εξετάσετε αν η συνάρτηση 
( ) , [0,1) (1, )

( )
2 , 1

h x x
p x

x

  
 


     είναι  

      συνεχής στο x0=1 

 

166. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f ,με πεδίο ορισμού το R,της οποίας η γραφική παράσταση  

  διέρχεται από το σημείο Μ(2,-5).Να βρείτε το όριο: 
2

22

( ) 2 xf(x)
lim

6 4x

x f x

x x



 
. 

 

167. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f ,με πεδίο ορισμού το R,της οποίας η γραφική παράσταση  

  διέρχεται από το σημείο Μ(2,7).Να βρείτε το όριο: 
22

( ) 6 3 2f(x)
lim

4x

xf x x

x

  


. 

168. Δίνεται συνάρτηση f , συνεχής στο 2 ,για την οποία ισχύει ότι : 
3

22

( ) 8 ( )
lim 8

2 8x

x f x f x

x x




 
. Να  

  βρείτε την τιμή f(2).  

 

169. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f ,με πεδίο ορισμού το (0,+∞),για την οποία ισχύει: 

  2 2
( ) f(x) 2xlnx 3x lnx 3x x      για κάθε x>0.Να βρείτε την τιμή f(1). 

 

170. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f ,με πεδίο ορισμού το [-1,+∞),για την οποία ισχύει: 

  2 2( 3 ) f(x) (x 9 18)( 1 1)x x x x       για κάθε x[-1,+∞).Να βρείτε τις τιμές f(0) και f(3). 

 

171. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f ,με πεδίο ορισμού το [-4,+∞),για την οποία ισχύει: 

  2 2( 9 3)f(x) (x 3 )( 4 2)x x x       για κάθε x[-4,+∞).Να βρείτε τoν τύπο της f(x). 

 



 

28 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 
 

172. Να βρείτε τις τιμές των α,βR ,ώστε η συνάρτηση: 

2

, x 1
( ) 1

5 , x 1

x x

f x x

 




  


 
 

  είναι  

    συνεχής στο 1. 

 

173. Δίνεται η συνάρτηση f ,με πεδίο ορισμού το R,της οποίας η γραφική παράσταση  

  διέρχεται από το σημείο Μ(-2,3).Αν ισχύει ότι : 
2

22

( 4) ( ) 3 1 25
lim

2 4x

x f x x

x x

   



. 

  Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο -2. 

 

Συνδυαστικά θέματα 

 

174. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 

2 16
, x 3

( ) 3

, x 3

x

f x x




 

  
 

  
 

 ,με α ,β R,της οποίας η  

  γραφική παράσταση τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο με τεταγμένη 
1

.
3

  

i) Να αποδείξετε ότι α=-5 

ii) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό β. 

 

175. Δίνεται η συνάρτηση 

2

3 2

3
, x 2

( ) 2 4 8

1 , x 2

x x a

f x x x x






  


   
 

 ,με α ,β R,της οποίας η  

  γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο Μ(-1,1).  

i) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α 

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0=2 . 

 

176. Δίνεται η συνάρτηση 

2 6 7
, x 1

( ) 1

, x 1

x x

f x x


 

  


 
 

 ,όπου λ R. Να βρείτε: 

i) το σημείο τομής της γραφικής παράστασης της f με τον άξονα y΄y . 

ii) τον πραγματικό αριθμό λ 

iii) το όριο 
21

( ) (1)
lim

3 2x

f x f

x



 
  . 

 

177. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

5 6
( )

x x
f x

x x

 



. 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 

ii) Να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής στο x0=2  

iii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική    

      παράσταση της f είναι πάνω από τον χ΄χ, 

iv) Να βρείτε τα όρια 

  α) 
1

lim[( 5 2) ( )]
x

x f x


                              β) 
22

( )
lim

4x

f x

x 
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v) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α ,ώστε η συνάρτηση:   

    

( ) (1)
, x (0,1) (1, )

( ) 1

, x 1

f x f

g x x

a






  

 
 

  να είναι συνεχής στο1. 

 

178. Δίνεται η συνάρτηση 

2 ( 7)
, x 4

( ) 4

9 , x 4

x x

f x x

 


 

   


 
  

 ,με α ,β R,της οποίας η  

  γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο Μ(3,α). Να βρείτε 

i) τους  πραγματικούς αριθμούς α και β 

ii) το όριο 
4

( ) (4)
lim

2x

f x f

x




                                       iii) το όριο 

21

( )
lim

3 2x

f x

x  
  

179. Δίνεται  συνάρτηση f ,με πεδίο ορισμού το R ,της οποίας η  γραφική παράσταση διέρχεται από 

το σημείο Μ(1,2).Aν ισχύει ότι : 
21

( ) 3 1
lim

1 8x

f x x

x

 



 ,τότε: 

i) να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0=1 

ii) να βρείτε το όριο 
21

( ) 2
lim
x

f x x

x x




                                        

 

 

Παράγωγοι 

Ορισμός της παραγώγου 

 

180. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 – 2x + 3. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 3 και να   

  βρείτε την f '(3). 

 

181. Δίνεται η συνάρτηση 2( ) 16f x x   . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 5 και να βρείτε την f ΄(5). 

 

182. Δίνεται η συνάρτηση 
4

( )
2

x
f x

x





  

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 1 και να βρείτε την f ΄(l). 

 

183. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + αx2, της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το  

  σημείο Μ(-3,-36). 

i)   Να βρείτε την τιμή του α e R. 

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 2 και να βρείτε την f ΄(2). 

 

184. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύει: f (3+h) = h3+3h2 -4h+2. 

        για κάθε h  R. 

        i) Να βρείτε την τιμή f (3). 

       ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 3 και να βρείτε την f ΄(3). 
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185. Δίνεται η συνάρτηση 

3 2 4 4
, x 1

( ) 1

3 , x 1

x x x

f x x




   


 
  

 ,όπου λ R.Να αποδείξετε ότι: 

i)  η f είναι συνεχής στο xo = 1,  
ii)  η f είναι παραγωγίσιμη στο xo = 1 και να βρείτε την f ΄(1). 

 

186. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 

2 4 2
, x 0

( )

, x 0

x

f x x

a





  
 

 
 

 ,όπου α R. 

i)  Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α,  
ii)  Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 και να βρείτε την f ΄(0). 

 
Παράγωγος και όρια 

 

187. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύει:
20

( )
lim
x

f x x

x x




  

i)   Να βρείτε την τιμή f (0).  

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 και να βρείτε την f ΄(0). 

188. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R ,για την οποία ισχύει f(0) = 2 και 
7

(0)
4

f   . 

  Να βρείτε το όριο: 
0

( ) 4
lim

1 1x

f x x

x

 

 
. 

 

189. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύουν f (0) = 3 και f ΄(0) = 8.  

  Να βρείτε το όριο: 
20

(h) 4 6 2 ( ) 3 4
lim
h

f h f h h

h

    
. 

 

190. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R  παραγωγίσιμη στο 2, με 
5

(2)
2

f     της οποίας  

  η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο Μ(2,1). 

      Να βρείτε το όριο:
20

(2 ) 1
lim

3h

f h h

h h

  


  

 

191. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύει:  

   
2

20

(x) x 3
lim

4x

f x

x x

 


 

i)   Να βρείτε την τιμή f (0).  

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 και να βρείτε την f ΄(0). 

iii) Να βρείτε το όριο 
0

(x) 3
lim

4 2x

f x

x



 
 

iv) Να βρείτε την τιμή του λ R, ώστε να ισχύει 
2

30

(x) 9 3 ( )
lim 10
x

f x f x

x

 



 
  
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Σύνθετες ασκήσεις 

192. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R ,η οποία είναι παραγωγίσιμη στο xο = 1, με 

  f ΄(1) = 4.Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση: g(x) = f (x) + x2 – 3x, με x R. Να αποδείξετε ότι   

  και η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο 1 και να βρείτε τη g΄(l). 

 

193. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύει f (0) = 7. Επίσης η f   

  είναι παραγωγίσιμη στο 0, με f ΄(0) = - 3. Να δείξετε ότι και η συνάρτηση: g(x) = (x + 2)f(x),  

  με x  R είναι παραγωγίσιμη στο 0 και να βρείτε τη g΄(0). 

 

194. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, την οποία ισχύει f (x) ≠0 για κάθε x R και: 

        f(x + y)=f(x)f(y) + 5xy για κάθε x, y R. Επίσης η f είναι παραγωγίσιμη στο 0, με f ΄(0) = 3,  

        και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Μ(4, -6).  

i)   Να βρείτε την τιμή f (0).  

ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 4 και να βρείτε την f ΄(4). 

 

195. Δίνεται συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύει: 

  f (x + y) = f (x) + f (y) + 5xy – 3 για κάθε x, yR. Επίσης η f είναι παραγωγίσιμη στο 0, με  

  f ΄(0) = 4. 

      i) Να βρείτε την τιμή f (0). 

     ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 2 και να βρείτε την f ΄(2). 

 

Τύποι Παραγώγισης 

Παράγωγος απλών συναρτήσεων 

 

196. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων: 

i) f(x) = x2lnx                                               ii) g(x) = ημx+xσυνx 

 

iii) 
2

2

x 3x 5
h(x)

x 1

 



                                 iv) φ(x)=ημx(ημx+συνx)+συνx(ημx-συνx) 

 

197. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων: 

  i)   f(x) = x2ημx+x2συνx                            ii) g(x) = (x2 + x)lnx 

  iii) h(x) = (x2-2x + 3)ex                             iv) x2∙ημx∙lnx 

   v) s(x) = 
x

ln x

1 e
                                        vi) t(x) = 

ln x

1 ln x
 

 

198. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων: 

        i) f(x) = x ημx                                        ii) f(x) = x + ημx 

 

199. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:  

  i)    f (x) = 2x3 -5x2 +7x-4                        ii)f (x) = 3ημx +ex-2συνx 

   iii) 
6

( ) ln 4
2

x
f x x x                         iv) 21

( ) 3 2011f x x x
x

      

 

200. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:  

i)   f(x) = x3lnx                                          ii) f(x) =exημx 

iii) f (x) = 3x2συνx                                  iv) f (x) = lnx x   
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201. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την πρώτη παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων: 

i)   
2

1
( )

4

x
f x

x





                                     ii) 

1
( )

1

x

x

e
f x

e





 

iii) ( )
1

x

x
f x

e



                                     iv) 

1
( )

1

x
f x

x









  

 

202. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:  

i)   3 2
( )f x x x x x                       ii) 2

( ) (x 1)(x 1) x(2x 3)f x       

iii) 
2

2
( ) ln

2

x
f x x x                              iv) 

6

( ) ( 1)
3

x x
f x e x     

 

203. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:  

i)   
3 23

( )
x

x x
f x

e


                                  ii) 

2

2 ln
( )

x x
f x

x


  

iii) 
2 ln

( )
x

x x
f x

e
                                    iv) ( )

x
e x

f x
x


   

 

204. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:  

i)   ( )
x

f x e x                                      ii) 
2

( )
x

f x
x


  

iii) ( )
x

x x x
f x

e

 
                         iv) 

4 4
4 ln

( )
x

x x x
f x

e


   

 

205. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:  

i)   2
( )

5
f x x e


                           ii) 3 2

( ) 5f x x x     

iii) 2
( ) 3f x x x t                          iv) ( ) lnf x t    

 

206. Δίνεται η συνάρτηση f με .)1()23()( 3 xxxf  Να βρείτε: 

        i) την )(xf                                 ii) το )0(f  . 

207. Δίνεται η συνάρτηση f με .
1

1
)(






x

x

e

e
xf  Να βρείτε: 

        i) το πεδίο ορισμού της, Α         ii) την f ' (x). 

 

208. Δίνεται η συνάρτηση .
1

1
)(

x

x
xff









 Να βρείτε: 

        i)Το πεδίο ορισμού της Α                  ii) την ).(xf   

 

 

209. Να βρείτε τη δεύτερη παράγωγο των επόμενων συναρτήσεων: 

        i) 4 3 21
( ) 5 7 13

6
f x x x x x               ii) 3

( )
x

f x e x   

        iii) 2
( ) lnf x x x                                   iv) 

2

( )
x

x x
f x

e


 . 
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210. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ημx-συνx. Να βρείτε τις τιμές f ΄(0) και 
2

f
 

 
 

 . 

211. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
1

x
f x

x



. Να βρείτε τις f(1) , f (1)  και f (0) . 

212. Δίνονται οι συναρτήσεις f, g με 
2

3

xe,g(x)

e

x
f(x)

x

x
 . Να βρείτε :  

        i) την πρώτη παράγωγο  : 

            α) της f και β) της g. 

        ii) τις παραγώγους :  

             α) (1)f             β) (1)g  

 

213. Δίνεται η συνάρτηση f  με 3 2
f (x) 2x 3x 12x 7,      x     .  Να βρείτε: 

  i) την f (x)  

  ii) τα σημεία της καμπύλης της συνάρτησης  f  στα οποία η παράγωγος είναι μηδέν. 

 

214. Αν 41
( ) ( 1)

4
f x x  και f (α)=27 , όπου  α πραγματικός αριθμός, να βρείτε την τιμή του α. 

215. Δίνεται η συνάρτηση:
3

2
( ) 2 3 5

3

x
f x x x    .Να λύσετε την ανίσωση f ΄(x) > 0. 

216. Δίνεται η συνάρτηση
2

( )
1

x
f x

x



  

        i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

       ii) Να λύσετε την εξίσωση 
3

( )
4

f x   .  

       iii) Να λύσετε την ανίσωση f ΄(x) ≤0. 

 

217. Δίνονται οι συναρτήσεις
3

( )
x

x
f x

e
   και 2

g( )
x

x e x   

        i) Να βρείτε το όριο 
0

( )
lim

( )x

f x

g x


 πεδίο ορισμού της f. 

       ii) Να λύσετε την εξίσωση ( ) ( )g x g x   .  

 

218. Δίνεται η συνάρτηση 4 3
( ) 2011 2012f x x x x     .Να βρείτε: 

        i) τη δεύτερη παράγωγο της f. 

       ii) το όριο 
1

2
2

( )
lim

3
2

2

x

f x

x



 

 . 

219. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύουν f (4) = 8   

  και f ΄(4) = 2. Να βρείτε την παράγωγο στο 4 των παρακάτω συναρτήσεων: 

        i) ( ) ( )g x f x x                         ii)
2

( )
( )

f x
h x

x
  . 
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220. Δίνεται η συνάρτηση f(x)= ημx +2009, x [0, π]   

        i)  Να λύσετε την εξίσωση: f (x) (f (x) 2009x 1)   . 

        ii) Να βρείτε για ποιες τιμές του  x ισχύει ότι:    f (x)   όπου 
5 1 1 13

2005, , , ,
4 2 2 3

  
     

  
 

Παράγωγος σύνθετων συναρτήσεων 

 

221. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων: 

i)   f(x) = ln(x2 + 1)                                      ii) f(x) = ln3(ημ2x) 

      iii) f(x) = 
2x x 3                                 iv) f(x) =συν(ημx) + εφ(1+x2), x ,

4 4

  
 
 

 

v) f(x) = ln4(x2+1)                                  vi) f(x) = 3ημ2x + 2συν3x 

 

222. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 

        i) 2 6
( ) ( 3 5)f x x x                       ii) 2( ) 3f x x    

        iii) ( ) 2
3

f x x



 

  
 

                  iv) 2
( ) ( 3 )f x x x    

 

223. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 

        i) 
3 3

( )
x x

f x e


                                  ii) 2
( ) ln( 4 )f x x x    

        iii) ( )
x x

f x e


                                iv) 2
( ) ( e )

x
f x x   

 

224. Να βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων: 

i)    f(x) = ημ4x                                   ii) f (x) = συνx3 

        iii) f(x) = συν5x2                               iv) f(x) = ημ35x 

 

225. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 

        i) 
23

( )
x

f x x e                                  ii) 2
( )

x
f x e x   

        iii) 3 3
( )f x x x                  iv) 2 1

( ) 1f x x
x

     

 

226. Να βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων: 

        i) 

2

( )
x

e
f x

x
                                ii) 

3

2

(x )
( )

x

x
f x

 
   

        iii) 
2

2

ln( )
( )

x

x x
f x

e


                    iv) 

3

( )
x

x
f x

e


   

 

227. Να βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων: 

        i) 
2

( )
x

f x e                               ii) 
3

( )
x

f x e


   

        iii) 4( ) 1f x x                      iv) 2 2
( ) ln( )

x
f x e x    

 

228. Να βρείτε τη δεύτερη παράγωγο των επόμενων συναρτήσεων: 

        i) 4
( )f x x                                ii) 3

( ) lnf x x   

        iii) 2
( )f x x                             iv) 2

( ) ( )
x

f x e 
   
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229. Δίνεται η συνάρτηση 2

2
( ) 4 2ln

4 2

x
f x x

x
  

 
  ,με x>0 .Να δείξετε ότι : 

       
2

x 4
f (x)

x


   

230. Δίνεται η συνάρτηση 
22

( )
x

f x x e


  . Να λύσετε την εξίσωση f ΄(x) = 0. 

 

231. Δίνεται η συνάρτηση : 2 2( ) 1 xf x x x e      .Να βρείτε το σημείο στο οποίο η γραφική  

  παράσταση της f ΄(x) τέμνει τον άξονα y'y. 

 

232. Δίνεται η συνάρτηση 2 5
(x) (x 4 3)f x    Να  βρείτε το όριο:

2

( )
lim

2 2x

f x

x



 
  

 

233. Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = συνx ∙ln(x + 1) + αe2x, με αR της οποίας η γραφική παράσταση  

  τέμνει τον άξονα y'y στο σημείο με τεταγμένη 3. Να βρείτε:  

  i) το πεδίο ορισμού της f, 

       ii) τον αριθμό α, 

       iii) το σημείο στο οποίο η γραφική παράσταση της f ΄(x) τέμνει τον άξονα y'y. 

 

234. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 1η(4-x2).  

  i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

        ii) Να λύσετε την εξίσωση 
2

( )
3

f x    

       iii) Να λύσετε την ανίσωση ( ) 0f x   . 

 

235. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύουν f (1) =2 και  

  f ΄(l) =4. Να βρείτε την παράγωγο στο 1 των παρακάτω συναρτήσεων: 

        i) g(x) = f 3(x)           ii) h(x) = f(x2)        iii) φ(x) = x3f 2(x)        ivδ) σ(x) = ( ) 2
( )

f x
f x e

    

5.   Αν h(x) f (g(x)) και g(2) 3 , g (2) 1   και f (3) 5  ,να βρείτε τον αριθμό h ΄(2). 

 

Απόδειξη ισοτήτων 

 

236. Δίνεται η συνάρτηση f με  2
2)( xxxf   . 

        i) Να βρείτε: α) την f ΄(x)  β) την f ΄΄(x) 

        ii) Να αποδειχθεί ότι: (1 - x) f ΄΄(x) + f ΄(x) = 0, για κάθε x R. 

 

237. Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = e2X. 

        i) Να βρείτε: α) την f ΄ (x) β) την f ΄΄(x) 

        ii) Να δείξετε ότι: 2f ΄(x) - f ΄΄(x) = 0, για κάθε x R . 

 

238. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο f(x)=x∙ex+3 όπου x  πραγματικός αριθμός. 

i)   Να αποδείξετε ότι f ΄(x) = f (x)+ex-3 

ii) Να βρείτε το 
20

( ) e
lim

x

x

f x

x x

 


 . 
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239. Δίνεται η συνάρτηση f (x) =xex . 

i) Να αποδείξετε ότι f ΄΄(x) – f ΄(x) =ex για κάθε x  R. 

ii) Να βρείτε το 
1

( ) ( ) ( )
lim

1x

f x f x f x

x

  


 . 

 

240. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
x

f x e  . 

i) Να αποδείξετε ότι f ΄΄(x) –2xf ΄(x)-2f(x) =0. 

ii) Να βρείτε το 
21

( ) 6 ( )
lim

3 2x

f x f x

x x

 

 
 . 

 

i) Δίνεται η συνάρτηση 2
( ) 3

x
f x e x  .Να αποδείξετε ότι f ΄΄(x) –4f ΄(x)+13f(x) =0. 

ii) Να βρείτε το 
21

( ) 6 ( )
lim

3 2x

f x f x

x x

 

 
 . 

 

241. Δίνεται η συνάρτηση 
1

( ) lnf x x x x
x

   . 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Af της f. 

ii) Να αποδείξετε ότι x2f ΄΄(x)+xf ΄(x)-f(x) =2x ,για κάθε x Af. 

iii) Να βρείτε το 
21

( ) 3
lim

5 6x

f x

x x

 

 
 . 

 

Προσδιορισμός παραμέτρων 

 

242. Να βρείτε πολυώνυμο Ρ (x) τρίτου βαθμού, τέτοιο ώστε :   

  (0) 1, (1) 5, (0) 2, (1) 2.P P P P        

 

243. Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = eαx , α  R. Να βρείτε:  

        i) την f ' (χ)                                          ii) την f " (x) 

        iii) τις τιμές του α, ώστε να ισχύει η σχέση f ΄΄(x) + 2f ' (x) = 3f (x), για κάθε x  R. 

 

244. Δίνεται η συνάρτηση 2 x
f (x) x e . 

        i)  Να βρείτε τις  f ΄(x) και  f ΄΄(x). 

        ii) Να προσδιορίσετε τις τιμές των α, β, γ ώστε f (x) βf (x) γf (x) f (x)     . 

245. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ημ3x + συν
2

x
. Να βρείτε την τιμή του λ R, ώστε να ισχύει: 

        (2 ) 6
3

f f


 
 
   
 

  

 

246. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + βx2 + γx, με β, γ R, για την οποία ισχύει f ΄(l) = 5 και  

  f ΄(-1) = -7. 

        i) Να αποδείξετε ότι β = 3 και γ = - 4. 

       ii) Να βρείτε το όριο 
0

3 ( ) 2 ( )
lim

( )x

f x f x

f x

 
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247. Δίνονται οι συναρτήσεις: f (x) = αx3 + (α + 1)x2 και g(x) = x2 + 1.Αν ισχύει ότι f ΄(l) = 27,  

  τότε:  

  i) να αποδείξετε ότι α = 5, 

       ii) να βρείτε την 
( )

( )

f x

g x

 
 
 

  

      iii) να βρείτε το όριο 
0

( )
lim

( )x

f x

g x




. 

 

248. Δίνεται η επόμενη συνάρτηση:
3

2
( ) 7

3

x
f x ax x     για την οποία ισχύουν f (3) = 1 και  

f ΄(l) = - 5. 

      i) Να βρείτε τις τιμές των α, β  R. 

     ii) Να λύσετε την ανίσωση f ΄(x) < 0. 

    iii) Να βρείτε το όριο 
21

( )
lim

3 2x

f x

x



 
. 

 

249. Δίνεται η συνάρτηση: ( )
x

f x xe


  ,λR για την οποία ισχύει f ΄(l) = 3f(l). Να βρείτε:  

  i) την τιμή του λ, 

 ii) τους πραγματικούς αριθμούς α και β, ώστε να ισχύει: αf΄΄(x) + βf ΄(x) = 4f (x) για κάθε xR 

 

250. Δίνεται η συνάρτηση: 2
( ) ( )

x
f x ax x e     για την οποία ισχύει f ΄(x) = x2ex για κάθε x R   

  Να βρείτε: 

  i) τους πραγματικούς αριθμούς α, β και γ, 

  ii) το όριο 
2

( ) 10
lim

( )

x

x

f x e

f x




  

 

Συνδυαστικά θέματα 

 

251. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3-3x+ 2.  

  i) Να βρείτε την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο της f. 

        ii) Αν ισχύει 4f ΄΄(l)-αf ΄(0) = 27, να βρείτε: 

             α) τον αριθμό α,              β) το όριο 
( )

lim
( )( ( ) ( ))x

f x

f x f x f a   
 . 

 

252. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2-5x+ 6 και g(x) =x-3. Να βρείτε: 

  i) το όριο 
3

( )
lim

( )x

f x

g x
  

 ii) την τιμή της παράστασης Κ = f ΄(7) + g΄(2012), 

 iii) το όριο 
22

( ) ( )
lim

12 4x

f x g x

x

 

 
 

 

253. Δίνεται η συνάρτηση 
2

1 ln
( )

4

a x
f x

x


  για την οποία ισχύει ότι f ΄(l) = 0.  

  i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

  ii) Να αποδείξετε ότι α = 2. 

  iii) Να λύσετε την εξίσωση 4f(x)+x2f ΄΄(x)=0 
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254. Δίνεται πολυώνυμο Ρ(x) ,τρίτου βαθμού, για το οποίο ισχύουν Ρ(0) = Ρ΄(-2) και Ρ΄΄(1) = 8. 

i)   Να βρείτε το πολυώνυμο P(x) 

ii) Να βρείτε το όριο 
1

( )
lim

( )x

P x

P x 
. 

iii) Να λύσετε την ανίσωση ( ) ( ).P x P x    

 

255. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = -x2 + αx + α +1 για την οποία ισχύει f ΄(7) =f(5) 

i)   Να βρείτε τον αριθμό α. 

ii) Να αποδείξετε ότι (1-x)f ΄΄(x) + f ΄(x) = 0 για κάθε x R. 

iii)  Να βρείτε το όριο 
3

( )
lim

( ) 2 ( )x

f x

f x f x  
 . 

 

256. Δίνεται η συνάρτηση: 3( ) (3 2) ( 1)f x x x     

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

ii) Να βρείτε το σημείο τομής της γραφικής παράστασης της f με τον άξονα y'y. 

iii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f ΄ διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

iv) Αν 
2

( )
( )

1

f x
g x

x x


 
 , να βρείτε τη g'(0). 

 

 

Εφαπτομένη 

Εφαπτομένη σε γνωστό σημείο x0 

 

257. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο Α(x0, f (x0)) όταν: 

 

    i .     f(x) =
2

1
2

x
x     και   x0 = - 2                        ii.  f(x) = x – 1 + 

1

1x 
 και   x0 = 2. 

         iii..  f(x) = 3x-
1

2
x2- 14    και   x0 = 2. 

 

258. Σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο  

  σημείο της με  τετμημένη x0: 

i) f(x) = (x2-1) x , x0 = 4                ii) f(x) = 
x

x x x



 
, x0 = π 

iii) f(x) = 
ln x

x
, x0 = 1                     iv) f(x) = 

x

x

e
, x0 = 0 

v) f(x) = ημx.συνx, x0 = 
12


 

 

259. Δίνεται η συνάρτηση 
2

5
( )

1

x x
f x

x

 



 . Να βρείτε: 

i)   το πεδίο ορισμού της f  

ii) την f ΄(x), 

        iii) τη ν  εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  στο σημείο της Μ (2, f(2)). 

 

 



 

39 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 
 

260. Δίνεται η συνάρτηση ( )
3

x
f x

x





.  Να βρείτε: 

i)   το πεδίο ορισμού της f,  

ii) την πρώτη παράγωγο της f,  

iii) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ (0, f (0)). 

 

261. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x21ηx + 2x3. Να βρείτε: 

        i)  το πεδίο ορισμού της f, 

        ii) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της M(l, f (1)). 

 

262. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (2x +1)5. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής 

παράστασης της f στο σημείο της Μ (-1, f(-1)). 

 

263. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3 -5x2 + 9x + 3.Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής  

  παράστασης της συνάρτησης f ΄(x) στο σημείο της M(l,f ΄(l)). 

 

264. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
x

f x
a

  , με α ≠ 0,της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το  

  σημείο Κ(6, 12). Να βρείτε:  

  i)  τον πραγματικό αριθμό α, 

        ii) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ(3, f(3)). 

 

265. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2  -5x + 6. Να βρείτε το σημείο τομής των εφαπτομένων (ε1) και 

(ε2) της γραφικής παράστασης της f στα σημεία της Μ(2, f(2)) και Ν(4, f(4)) αντίστοιχα. 

 

266. Αν f(x) = x3-4x, να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της  Cf  στα σημεία τομής της με 

τον άξονα  χ΄χ. 

 

267. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 – 4x + 3. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της  

  γραφικής παράστασης της f : 

        i)   στα σημεία που η γραφική παράσταση της τέμνει τον άξονα χ'χ, 

        ii)  στο σημείο που η γραφική παράσταση της τέμνει τον άξονα y'y,  

        iii) στο σημείο Κ(2, f(2)). 

 

268. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύει: 

         
5 33 22 ln( 1)x x x xf e e x x       για κάθε xR. Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής  

         παράστασης της f στο σημείο της M(l, f (1)). 

 

269. Μια συνάρτηση f :   είναι παραγωγίσιμη  και έχει την ιδιότητα  3 3
( 1) 7f x x x x     .   

  Να βρείτε 

        i)  τις f(3) και f ΄(3) 

        ii) την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο σημείο Α(3,f(3)). 

 

270. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αx3-8, όπου α ένας πραγματικός αριθμός. 

        i) Αν 
1

lim ( ) 7
x

f x


   , να βρεθεί η τιμή του α. 

         ii) Έστω α = 1. 
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              α) Να βρεθεί το όριο 
2

(x)
lim

2x

f

x 
  

              β) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο με  

                   τετμημένη xο = 2. 

 

271. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, για την οποία ισχύει f ΄(0) = -2 και  

  η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα y'y στο σημείο Μ με τεταγμένη 7. 

        i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο Μ. 

       ii) Θεωρούμε τη συνάρτηση: ( )
( ) 2 ( ) 20

xf x
g x e f x   .  

            Να βρείτε: 

            α) το σημείο τομής Ν της γραφικής παράστασης της g με τον άξονα y'y, 

            β)  την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g στο παραπάνω σημείο 

 

Εφαπτομένη με γνωστή κλίση 

 

272. Δίνεται η συνάρτηση .,)1()(
2

Rxxxff  .Να βρείτε  

        i) την )(xf   

        ii) το συντελεστή διεύθυνσης λ της εφαπτομένης της καμπύλης της f στο σημείο με 

             τετμημένη 4. 

 

273. Δίνεται η συνάρτηση .,13)(
2

Rxxxxff  .Να βρείτε: 

        i)  την )(xf   

        ii) την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης της f ,που σχηματίζει με τον 

             άξονα χ΄χ  γωνία 
135 . 

 

274. Δίνεται η συνάρτηση f με .,1)(
2

Rxxxf  .   

               i) Να βρείτε την f ' (0). 

            ii) Να προσδιορίσετε το συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της καμπύλης της f            

                 στο σημείο με x = 0. 

             iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης της στο σημείο  (0, f (0)). 

 

275. Δίνεται η συνάρτηση f με Rxxxxf  ,65)(
2 . Να βρείτε: 

        i)   την )(xf   

             ii)  την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f που είναι  

                  παράλληλη στον άξονα χ'χ. 

 

276. Να βρεθεί η γωνία που σχηματίζει με τον άξονα χ'χ η εφαπτομένη της  καμπύλης, που είναι   

        γραφική παράσταση της συνάρτησης 32)(
2

 xxxf  στο σημείο )).
4

1
(,

4

1
( f  

 

277. Δίνεται η συνάρτηση   f(x) = x2 – 2x + 3.   Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf,  

  ώστε να  

 i)   Σχηματίζει με τον άξονα x'x γωνία ω = 135°.  

 ii)  Είναι παράλληλη στην ευθεία ε : 2x + y - 1 = 0. 

        iii) Είναι κάθετη στην διχοτόμο της γωνίας xOy . 

        iv) Είναι παράλληλη στον άξονα χ'χ . 
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278. Δίνεται η συνάρτηση f(x) =-x2 +3x-1.Nα βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής  

  παράστασης της f, η οποία: 

i)   έχει συντελεστή διεύθυνσης ίσο με -7,  

ii) είναι παράλληλη στην ευθεία ζ: y = 5x-2012, 

        iii) είναι κάθετη στην ευθεία η: 2011
3

x
y     , 

         iv) σχηματίζει γωνία 135° με τον άξονα χ΄χ. 

 

279. Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων της γραφικής παράστασης της   συνάρτησης  

 f(x) = 3x4 + 8x3 - 18x2 + 71 στα οποία οι εφαπτόμενες είναι παράλληλες στον άξονα  χ΄χ.  
 

280. Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στα οποία οι εφαπτόμενες   

  είναι παράλληλες στο άξονα x΄x όταν: 

i) f(x) = 
x

ln x
                                                   ii) f(x) = 

xe

x
 

 

281. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της  Cf  που είναι: 

i) Παράλληλη στην ευθεία ψ = 2x, αν f(x) = 2x + 
1 ln x

x


 

ii) Κάθετη στην ευθεία x + 3ψ + 1 = 0, αν f(x) = 3x - 
2

ln x

x
. 

 

282. Δίνεται η συνάρτηση 2
( ) 2 3 1f x x x   . Να βρείτε: 

        i)  τον συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής  παράστασης της f στο τυχαίο  

            σημείο  
0 0( , ( ))x f x . 

        ii) την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f: 

             α) που σχηματίζει με τον άξονα x΄x γωνία 
π

φ=
4

. 

             β) που είναι παράλληλη στον άξονα x΄x. 

             γ) που είναι παράλληλη στην ευθεία (ε):10 5 1 0x y   . 

             δ) που είναι κάθετη στην ευθεία ( ) : 2009y x    

             ε) που διέρχεται από το σημείο (-1,-12)  

 

283. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
1

x
f x

x



 . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

ii) Nα υπολογίσετε το όριο 
3

lim ( )
x

f x


.  

iii) Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της f. 

iv) Να βρείτε τις εφαπτομένες της καμπύλης της συνάρτησης f, που είναι παράλληλες στην  

  ευθεία y = 2x + 5. 
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284. Δίνεται η συνάρτηση:
3

2
( ) 2 3 1

3

x
f x x x    .Να βρείτε τις εφαπτομένες της γραφικής  

  παράστασης της f, οι οποίες: 

i) είναι παράλληλες στον άξονα χ'χ, 

ii) σχηματίζουν γωνία 135° με τον άξονα χ'χ. 

 

285. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) =x2 -x+ 2.   Να βρείτε το σημείο της   Cf  στο οποίο η εφαπτομένη: 

        i.    Σχηματίζει με τον άξονα χ'χ  γωνία ω =135°.  

        ii.   Είναι παράλληλη στην ευθεία ε: y = 3x- 1. 

        iii.  Είναι κάθετη στη χορδή ΑΒ με A(0,f(0))  και Β (2, f(2)).  

        iv.  Είναι παράλληλη στον άξονα χ'χ . 

 

286. Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = .,,
2

RRxx    

        i) Να βρείτε την f ΄ (2). 

 ii) Να προσδιορίσετε το α, ώστε ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της καμπύλης  

      της f στο σημείο (2, f (2)) να είναι 4. 

 

287. Δίνεται η συνάρτηση .,,)1()(
2

RRxxxff    

        i)    Να βρείτε την )(xf   

        ii)   Να προσδιορίσετε τον α ,ώστε ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της 

               καμπύλης της f    στο σημείο (1,f(1))  να είναι 4. 

         iii) Να βρείτε την εξίσωση της παραπάνω εφαπτομένης ευθείας. 

 

288. Δίνεται η συνάρτηση f με .,,2)(
2

RRxaxxxf    

               i) Να βρείτε την f ' (2). 

            ii) Να προσδιορίσετε το α, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης  της συνάρτησης f    

                 στο σημείο (2, f (2)) να σχηματίζει με τον άξονα χ'χ  γωνία 45°. 

 

289. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αx2. Η εφαπτομένη  (ε) της γραφικής παράστασης της f στο σημείο   

  Μ(2, f(2)) είναι παράλληλη στην ευθεία:  ζ: y = 12x-2012.Να βρείτε: 

i)   τον πραγματικό αριθμό α,  

ii) την εξίσωση της (ε), 

iii) την εξίσωση της εφαπτομένης (η) της γραφικής παράστασης της f, που σχηματίζει με τον   

      άξονα χ΄χ  γωνία 135°. 

 

290. Δίνεται η συνάρτηση :f (x) = x2 + αx + 3- α, με α  R.Η εφαπτομένη της γραφικής  

  παράστασης της f στο σημείο της με τετμημένη xο = 5 είναι παράλληλη στην ευθεία  

  ζ: y = 6x -2011. Να βρείτε:  

  i)  τον αριθμό α, 

  ii) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλη στον άξονα χ'χ. 

 

291. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3+αx , α∈ . Να βρείτε την τιμή του α ώστε στα σημεία της 

γραφικής παράστασης της f που έχουν τετμημένες  x
1
=1 και x

2
=-2 οι εφαπτόμενες να είναι 

παράλληλες. 
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292. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
2

x
f x

x



 .Να αποδείξετε ότι αν α > 1, τότε δεν υπάρχουν  

  εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f που να είναι παράλληλες στην ευθεία ζ: y = αx. 

 

293. Δίνεται η συνάρτηση:
3

2
( ) 8 2012

3

x
f x x x    .Να βρείτε για ποιες τιμές του x0, η   

  εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο Μ(x0, f (x0)) σχηματίζει αμβλεία γωνία με  

  τον άξονα χ'χ. 

 

294. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2x2 + αx, με α R. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  

  στο σημείο της Μ (2, f (2)) σχηματίζει με τον άξονα χ΄χ γωνία 45°. Να βρείτε: 

  i)  τον αριθμό α, 

  ii) την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλη στην   

       ευθεία ζ: y = 5x-2012. 

 

295. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + αx2 + 3x, με αR. Οι εφαπτομένες της γραφικής  

  παράστασης της f στα σημεία της Α(-2, f(-2)) και Β(4, f(4)) είναι παράλληλες. Να βρείτε: 

  i) τον αριθμό α, 

  ii) τις εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλες  

       στην ευθεία ζ: y = 12x + 2013. 

 

Εφαπτομένη που διέρχεται από γνωστό σημείο 

 

296. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της  Cf  της συνάρτησης f(x) = 
2

x 5

x 1




, στο σημείο   

  Μ(x0,f(x0)) αν f(x0) + f΄(x0) = 4. 

 

297. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της  Cf  της συνάρτησης f(x) = lnx  

  που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

298. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της  Cf  της συνάρτησης f(x) = x3 που διέρχεται από  

  τo σημείο Α(0,-16). 

299. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της  Cf  της συνάρτησης f(x) = 
x

x 2
, που  

  διέρχονται από το σημείο Α(0,1). 

 

300. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2-4x+1.Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής  

  παράστασης της f που διέρχονται από το σημείο: 

  i) Α(-1,5)              ii) Β(3, - 3)                 iii) Γ(2, 1) 

 

301. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + 1. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής  

  παράστασης της f: 

  i)  στο σημείο Μ(0, f (0)), 

  ii) που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

302. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = α(x+1)2. Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης (ε) της  

  γραφικής παράστασης της f στο σημείο της M(l, f(l)) είναι ίσος με 8. Να βρείτε: 

  i) τον πραγματικό αριθμό α, 

  ii) την εξίσωση της παραπάνω εφαπτομένης (ε),  

  iii) τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f που διέρχονται από το σημείο Ρ(-2,- 6). 
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303. Δίνεται η συνάρτηση 
1

( )
2

ax
f x

x





 , με αR. Η εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της  

  f  στο σημείο της M(l, f(l)) είναι παράλληλη στην ευθεία ζ: y =-9x+ 2011.  

  i)  Να αποδείξετε ότι α = 4. 

  ii) Να βρείτε τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f που διέρχονται από το σημείο  

       Ρ(5,-5). 

 

304. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = e2x.  

i) Να γράψετε (συναρτήσει του α  R) την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής  

παράστασης της f στο σημείο της Μ(α, f(α)). 
      ii) Να βρείτε την τιμή του α, ώστε η παραπάνω εφαπτομένη να τέμνει τον άξονα χ'χ στο σημείο 

      με τετμημένη 
1

2
   

305. Δίνεται η συνάρτηση: 3 2 5
( ) 6ln( 1) (2 1)

x
f x e x x a x       , με α  R  

        i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

        ii) Να βρείτε την τιμή του α  R , ώστε η εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της f  

             στο σημείο της Μ(0, f (0)) να διέρχεται από το σημείο Ρ(1, 16). 

 

Ευθεία που εφάπτεται σε γραφική παράσταση 

 

306. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3 +x2 –2x- 4.Να αποδείξετε ότι η ευθεία ε: y = 3x-7  

  εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f. 

 

307. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + βx + γ, με β, γ  R . Η ευθεία ε: y =x + 3 εφάπτεται στη  

  γραφική παράσταση της f στο σημείο της Μ (2, f(2)).  

  i) Να βρείτε τις τιμές των β και γ. 

  ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ζ: y = -5x + 6 εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f. 

 

308. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3 + βx2 + γx + 4, με β, γ  R.Η ευθεία ε: y = -12x + 5  

  εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο σημείο της M(l, f(l)). Nα βρείτε: 

        i)  τις τιμές των β και γ,  

        ii) τις εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλες  

                 στον άξονα χ'χ. 

 

309. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + βx + γ, β ,γ  R.Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης   

  της f στο σημείο της Μ(-1,f(-1)) έχει εξίσωση y = -7x+ 6. Να βρείτε:  

        i)    τις τιμές των β και γ,  

        ii)   τη γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της  

               Ν(2,f (2)) με τον άξονα χ΄χ 

        iii) την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, που σχηματίζει γωνία  

              135ο τον άξονα χ'χ. 

 

310. Δίνεται η συνάρτηση 2
( ) lnf x a x x   α ,β R.  

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού  

ii)   Να βρείτε την παράγωγο της f  για κάθε x,το οποίο ανήκει στο πεδίο ορισμού της. 

iii) Να βρείτε τα α και β, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της A(l, f (1)) να έχει  

      εξίσωση y=3x-2. 

iv) Να βρείτε το όριο 
3

2
lim( ( ) )
x

f x x


 . 
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311. Δίνεται η συνάρτηση :f   με  
3 2

α β
( ) 4 2

3 2

x x
f x x     με α,β  

        i)   Να υπολογίσετε την παράγωγο της συνάρτησης f. 

  ii)  Αν (1) 5f    και 
1

lim ( ) 6
x

f x


 , να βρείτε τις τιμές των α , β. 

  iii) Για τις τιμές των α , β που βρήκατε να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο 

σημείο (0,f(0)). 

 

312.  Δίνεται η συνάρτηση :f   με   3 2
( ) 2 9 α βf x x x x     με α,β  

         i)  Να υπολογίσετε την παράγωγο της συνάρτησης f. 

        ii)   Aν (1) (2) 5f f    και 
23

2 6
lim 0

5 6x

x
f

x x

 
  

  
, να βρείτε τις τιμές των α , β. 

        iii) Για  α=12  και β=1  να βρείτε:  

               α) το πρόσημο της f ΄.  

               β) την εξίσωση της εφαπτομένης της  Cf στο σημείο Α(κ,λ)  όπου κ , λ είναι  στοιχεία του   

                    συνόλου  1,0,1 . 

 

313. Να βρείτε τα α , β ώστε η ευθεία y=2x-1 να εφάπτεται στην καμπύλη της συνάρτησης  

       3
( ) α β 2f x x x    στο   σημείο ( 1, ( 1))f   . 

 

314. Δίνεται η συνάρτηση 2 β
( ) αf x x

x
  . Έστω ότι η γραφική παράσταση της f  διέρχεται από το  

        σημείο   ( 2, 5)    και η εφαπτομένη της γραφικής της παράστασης σχηματίζει με τον άξονα  

        χ΄χ γωνία 
3π

φ
4

 . 

         i) Να βρείτε τα α , β. 

         ii) Για 
1

α
4

   και β=8  να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασ f ης της f  στο  

              σημείο ( 1, ( 1))f    

  

16. Έστω η συνάρτηση  με τύπο 
2αx βx

( )f x e


  με ,   . 

       i)  Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης αν η γραφική παράσταση διέρχεται από τα  σημεία  

           3
(1, )A e και ( 1, )B e . 

       ii)  Να βρεθεί το σημείο τομής της fC  με τον άξονα ´yy  

       iii) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόμενης της fC στο παραπάνω σημείο καθώς και το εμβαδόν    

             του τριγώνου που ορίζει αυτή με τους άξονες.   

       iv)  Να Αποδείξετε ότι:  
2

"( ) (́x) 4x 1 4 ( )f x f f x       

        v)  Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του συντελεστή διεύθυνσης  της εφαπτόμενης για 2x  . 

       vi)  Να υπολογίσετε το  
   

2
2 1 1 3

0
lim

h h

h

e e

h

  




 

  

315. Δίνεται η συνάρτηση 2
( ) 2f x x x     με β, γ R. Η ευθεία ε: y = 3x-15 εφάπτεται στη  

  γραφική παράσταση της f στο σημείο Μ(2,f(2)). 

        i) Να βρείτε τις τιμές των β και γ 
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        ii)Να βρείτε το 
21

( )
lim

3 2x

f x

x  
  

        iii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ζ:y=7x-15  εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f. 

 

316. Δίνεται η συνάρτηση: 3 21
( ) 1

3
f x x x x     ,με λ ,μ R.Η εφαπτομένη (ε) της γραφικής     

  στο σημείο Ν(3, f (3)) διέρχεται από τα σημεία Α(1, - 13) και Β(4, 26). Να βρείτε : 

        i) την εξίσωση της ευθείας (ε) 

         ii)  τις τιμές των λ και μ, 

         iii) τις εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλες  

στη διχοτόμο της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων. 

 

317. Δίνεται η συνάρτηση f (x) =x3 +x2+αx+3, με αR. Η γραφική παράσταση της f εφάπτεται  

  στον άξονα χ'χ. 

        i) Να βρείτε τον αριθμό α. 

        ii) Έστω (ε) η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ(-1, f(-1)). Να  

             βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι κάτω από την (ε). 

 

318. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + αx-5, με αR. Η ευθεία ε: y = 5x-6 εφάπτεται στη  

  γραφική παράσταση της f σε σημείο της με θετική τετμημένη. Να βρείτε: 

        i)  την τιμή του α, 

        ii) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f που σχηματίζει γωνία 135° με τον  

             άξονα χ΄χ. 

 

319. Δίνονται παραγωγίσιμες συναρτήσεις f και g, με πεδίο ορισμού το R. Οι εφαπτομένες των  

  γραφικών παραστάσεων των f και g στα σημεία τους με τετμημένη 1 έχουν εξισώσεις  

  y = 2x-1 και y = 3x-2 αντίστοιχα. Να βρείτε: 

        i) τις τιμές f ΄(l), f (1), g΄(l) και g(l), 

        ii) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης h(x) = f (g(x)) στο  

             M(l, h(l)). 

 

320. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R. Η ευθεία ε: y = 3x-5  

  εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο σημείο της M(l, f(l)). Να βρείτε: 

        i)  τις τιμές f ΄(l) και f (1), 

        ii) την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  

             g(x) =f(x2) + f2(x) στο σημείο της N(l, g(l)). 

 

321. Δίνεται η συνάρτηση 3 2
( ) 3 3 10.f x x x x     

        i) Να βρείτε τα σημεία στα οποία η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f , έχει     

            συντελεστή διεύθυνσης ίσο με το ρυθμό μεταβολής της f ΄στα σημεία αυτά. 

        ii) Στο σημείο με τη μικρότερη τετμημένη να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης. 

 

Κοινή εφαπτομένη δύο γραφικών παραστάσεων 

322. Δίνονται οι συναρτήσεις g(x) = 
1

x 1
 και f(x) = αx2 – βx +9. Να βρείτε τα α,βR, ώστε οι Cf  

        και Cg να  δέχονται κοινή εφαπτόμενη στο κοινό τους σημείο με τετμημένη 2. 
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323. Δίνονται οι συναρτήσεις g(x) = 2x2 – αx + β και f(x) = 
2

3x 2x 4

x

  
. Να βρείτε τα α,β ,  

        ώστε οι Cf και Cg να διέρχονται από το ίδιο σημείο στο οποίο  δέχονται κοινή εφαπτόμενη με  

        συντελεστή διεύθυνσης -2. 

 

324. Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f(x)=-x3
 

και  

        g(x)=2x2+x. Να αποδείξετε ότι σε ένα από αυτά έχουν κοινή εφαπτομένη 

 

325. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2 + 3x- 2 και g(x) = -x2 +x-7. 

        i) Να βρείτε την εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της M(l, f(l)).  

        ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε) που βρήκατε στο ερώτημα (i) εφάπτεται και στη γραφική  

             παράσταση της συνάρτησης g. 

326. Δίνονται οι συναρτήσεις g(x) =
x


 και f(x) = x2 – 3x με α  0. Για ποια τιμή του α η  

        εφαπτόμενη της Cf στο σημείο της Α(1, f(1))  είναι εφαπτόμενη της Cg; 

 

327. Αν f(x) = αlnx + βx2 + 3, βρείτε τις τιμές των α,β για τις οποίες η ευθεία  

        ε: 2x-ψ + 4 = 0 είναι εφαπτόμενη της Cf στο σημείο της Α(1, f(1)) 

 

328. Δίνονται οι συναρτήσεις 
2 2 2 4

( ) ( 5)
x x

f x e x


    και g(x) =x2 + βx + γ με β, γ  R. 

        i)  Να βρείτε την εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της  

             Μ(2, f(2)). 

        ii) Να βρείτε τις τιμές των β και γ, ώστε η ευθεία (ε) του ερωτήματος (i) να εφάπτεται και στη  

             γραφική παράσταση της συνάρτησης g στο σημείο της Ν(3, g(3)). 

 

329. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = αlnx + βx2 και g(x) = x2 + (β - α)x + β + 6, με α, β R. Οι 

        γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους   

        σημείο με  τετμημένη xο = 1. Να βρείτε:  

        i) τις τιμές των α και β, 

        ii) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f, που είναι παράλληλη στη διχοτόμο της  

            2ης και 4ης γωνίας των αξόνων. 

 

330. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2 +αx -5 και g(x) = -x2+(2α + 6)x-13, με αR. Οι γραφικές   

       παραστάσεις των συναρτήσεων f και g έχουν κοινή εφαπτομένη (ε) στο κοινό τους σημείο          

       με τετμημένη xο > 0. 

       i) Να βρείτε τις τιμές των xο και α. 

       ii) Να βρείτε την εξίσωση της κοινής εφαπτομένης (ε). 

       iii) Έστω (ζ) η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ(-2, f(-2)). Να  

             βρείτε: 

             α) την εξίσωση της (ζ), 

             β) την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της g, που είναι παράλληλη στη  

                 (ζ). 

 

Προσδιορισμός στοιχείων από γραφική παράσταση 

 

331. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται τμήμα της γραφικής  

       παράστασης μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης f, 

       με πεδίο ορισμού το R. Η ευθεία (ε) εφάπτεται στη  

       γραφική παράσταση της f στο σημείο της Μ. 

        i) Να βρείτε τις τιμές f ΄(2) και f(2).  

Μ 

C
f
 

ε 
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x΄ 

ε 

5 x 2 4 O 

y΄ 

y 

Cf 

Cg Ν 

M 

        ii) Θεωρούμε τη συνάρτηση: g(x) = f (x2-x) + ef(x)-x. 

             Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  

             της γραφικής παράστασης της g στο σημείο Ν(2, g(2)). 

 

 

332. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το R, της οποίας  

       τμήμα της γραφικής   παράστασης φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. Η  

       ευθεία (ε) εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο  σημείο της Μ. 

        i)  Να βρείτε τις τιμές f ΄(3) και f (3). 

        ii) Θεωρούμε τη συνάρτηση: 2( ) 2 7 ( )g x x f x   . Να  

            βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  

           της γραφικής παράστασης της g στο σημείο της Ν(3, g(3)). 

 

333. Δίνονται παραγωγίσιμες συναρτήσεις f και g, πεδίο ορισμού  

        το R, των οποίων τμήματα των γραφικών παραστάσεων  

        φαίνονται στο διπλανό σχήμα. Η ευθεία (ε) εφάπτεται στις  

        γραφικές παραστάσεις των f και g στα σημεία Μ και Ν  

        αντίστοιχα. 

         i) Να βρείτε τις τιμές f ΄(2), f (2), g΄(4) και g(4).  

         ii) Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f(x)g(x2). Να  

              βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής  

              παράστασης της h στο σημείο της Κ(2, h(2)). 

 

 

 

 

Συνδυαστικά θέματα 

334. Δίνεται η συνάρτηση f (x)= 
x

x
. 

          i)     Να βρείτε το πεδίο ορισμού της.  

         ii)   Να αποδείξετε ότι 
1

( ) ( )
2

f x f x
x

     

         iii) Να εκφράσετε την f "(x) ως συνάρτηση των x και f (x).  

         iν) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της f '(x) στο σημείο x = 4.  

                   ν)  Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της καμπύλης της f στο σημείο 
0

1

2
x   είναι παράλληλη στην  

                      ευθεία y = 2 3x   . 

 

335. Έστω η συνάρτηση f (x) = 1 6x . Να βρείτε: 

         i)   το πεδίο ορισμού της, ^ ^  

         ii)  τον συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της καμπύλης της f στο σημείο της  με  

                τετμημένη 4, 

          iii) το σημείο στο οποίο η παραπάνω εφαπτομένη τέμνει τον άξονα y'y,    

           iv)  τις συντεταγμένες του σημείου της καμπύλης της f στο οποίο η    εφαπτομένη είναι παράλληλη  

                στην ευθεία με εξίσωση y = x + 12. 

 

336. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = συνx + ημx. 

        i)  Να αποδείξετε ότι f (x) + f ΄΄(x) = 0. 

        ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο  
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            Α(0, 1). Να βρείτε την τιμή του λ R για την οποία ισχύει η σχέση: 2 2
2 2

f f
 


   
     
   

  

337. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
1

x
f x

x



. 

        i)   Το πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο: 

              A: R            Β: (- 1, 1)           Γ: R -{-1, 1}                  Δ:(1, +∞) 

        ii)  Να αποδείξετε ότι f ΄(x) < 0 για κάθε x του πεδίου ορισμού της. 

        iii) Να υπολογίσετε το  
1

lim ( 1) ( )
x

x f x


   

        iv) Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f, στο  

              σημείο (0, f (0)), με τον άξονα χ΄χ. 

 

338. Δίνεται η συνάρτηση: 2( ) 2 1 1f x x x      

        i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

        ii)  Να υπολογίσετε το 
1

( ) 1
lim

1x

f x

x




  

        iii) Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  

              συνάρτησης f στο σημείο της με τετμημένη x0 = 0.  

        iv) Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει η παραπάνω εφαπτομένη με τον άξονα χ΄χ. 

 

339. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3-6x2 +αx-7 όπου α πραγματικός αριθμός, για την οποία ισχύει:  

       2f ΄΄(x) + f ΄(x) + 15 = 3x2, xR  

       i) Να αποδείξετε ότι α = 9. 

       ii) Να υπολογίσετε το όριο 
21

( )
lim

1x

f x

x




 

 

       iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, η οποία είναι  

             παράλληλη στην ευθεία y = -3x. 

 

340. Δίνεται πολυώνυμο Ρ(x), 2ου βαθμού, για το οποίο ισχύει: Ρ(x)+Ρ΄(x)+Ρ΄΄(x)=x2+4x-4 

        για κάθε x  R. Να βρείτε:  

        i) το πολυώνυμο Ρ(x), 

        ii) τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης του Ρ(x), που είναι παράλληλες στην ευθεία: 

            ζ: y =-4x+2011 

 

341. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

3
( )

1

x ax
f x

x

 



 με α R. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης   

        της f στο σημείο της Μ(-2, f(-2)) είναι παράλληλη στην ευθεία ζ: y =-2x+ 2013.  

        i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού Af της f.  

        ii)  Να αποδείξετε ότι α = 2.  

        iii) Να βρείτε το 
1

lim ( )
x

f x


  

        iv) Να αποδείξετε ότι f ΄(x) < 0 για κάθε x  Af .  

         v) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο που  

             αυτή τέμνει τον άξονα y'y. 

 

342. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2αlnx, x>0, όπου η παράμετρος αR. 

 i)Για ποιες τιμές του α η γραφική παράσταση της f δέχεται εφαπτόμενη παράλληλη στον  

  άξονα x΄x. 
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   ii) Βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της  Cf στο σημείο της Μ(1, f(1)) και στη συνέχεια  

         να δείξετε ότι διέρχεται από σταθερό σημείο Ρ όταν το α διατρέχει το R. 

 

343. Δίνεται η συνάρτηση f (x) =x2+αx+2,αR, για την οποία ισχύει ότι: 
21

( ) 1
lim 1

1x

f x

x


 


 

        i)  Να αποδείξετε ότι α =- 4. 

        ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f, η οποία σχηματίζει με τον  

            άξονα χ΄χ  γωνία ω, για την οποία ισχύει 
5

5
    . 

344. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2
( )f x

x
   και έστω (ε) η εφαπτομένη της γραφικής της παράστασης  

       που διέρχεται από το σημείο Ρ(-5,-1).  

       i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

       ii)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε).  

       iii) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη (ε) ξανατέμνει  τη γραφική παράσταση της f σε σημείο Ν.     

       iv) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο παραπάνω  

             σημείο Ν. 

        v) Να βρείτε το όριο 
1

( ) ( ) 2
lim

1x

f x f x

x

 


 . 

 

Ρυθμός μεταβολής 

 

Ορισμός του ρυθμού μεταβολής  

 

345. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3-3x2-4x+7.Να βρείτε: 

        i)  τον ρυθμό μεταβολής της f ως προς x, όταν x = 2, 

        ii) για ποιες τιμές του x, ο ρυθμός μεταβολής της f ως προς x, είναι ίσος με 5. 

 

346. Δίνεται η συνάρτηση : f (x) = 2x3 + αx2 + 8x-9.Ο ρυθμός μεταβολής της f ως προς x,όταν x= 2, 

        είναι 12. Να βρείτε: 

        i)  τον αριθμό α, 

        ii) τον ρυθμό μεταβολής της f΄ ως προς x, όταν x = 1. 

 

347. Δίνεται η συνάρτηση: 
3

2
( ) 2 12 13

3

x
f x x x    .Να βρείτε για ποιες τιμές του x ,ο ρυθμός  

        μεταβολής  της f ως προς x είναι: 

        i) θετικός                    ii) μικρότερος του -15 
 

348. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3 + αx2 -x+2010, με α R. Να βρείτε τον αριθμό α, ώστε οι  

        συναρτήσεις f και f ΄ να έχουν τον ίδιο ρυθμό μεταβολής ως προς x, όταν x = 3. 
 

349. Δίνονται οι συναρτήσεις: 2
( ) 12ln( 2)f x x   και 

3 6

2
( )

xae
g x

x



 .Να βρείτε την τιμή του α R,  

        ώστε οι συναρτήσεις f και g να έχουν τον ίδιο ρυθμό μεταβολής προς x, για x = 2. 

 

350. Δίνεται η συνάρτηση 2( ) 1f x x   .  

         i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 
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O 

R 

r 

B 

A 

        ii) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής της f ως προς x, όταν x = 3, ισούται με 
3 2

4
  

        iii) Aν 
( ) 3

( )
2

f x
h x

x





 ,να υπολογίσετε το 

2
lim ( )
x

h x


.  

 

Ρυθμός μεταβολής και γεωμετρικά σχήματα 

 

351. Δίνονται τα σημεία : Α(x,4) και Β(-1,x+7).Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της απόστασης των  

       σημείων Α και Β ως προς x ,όταν x=5. 
 

352.  Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με ˆ 90 , ΑΒ = x cm και εμβαδόν 6cm2. Να βρείτε: 

         i)  τον ρυθμό μεταβολής της πλευράς ΑΓ = β ως προς x, όταν x = 2 cm, 

         ii) τον ρυθμό μεταβολής της υποτείνουσας ΒΓ = α ως προς x, όταν x = 4 cm. 

 

353. Στο διπλανό σχήμα φαίνονται δύο ομόκεντροι κύκλοι με  

       ακτίνες r (σε cm) και R = 2r + 1. Έστω Ε το εμβαδόν του  

       κυκλικού δακτυλίου που σχηματίζεται ανάμεσα στους δύο  

       κύκλους. Να βρείτε:  

i) τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Ε ,ως προς r όταν  

r = 2 cm,  

ii) για ποια τιμή της ακτίνας r, o  ρυθμό μεταβολής του  

    εμβαδού Ε ,ως προς r ,είναι ίσος με 40π. 

 

 

 

354. Δίνεται ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, με πλάτος x cm, μήκος x + 1 cm και ύψος x + 2cm. Να  

       βρείτε: 

        i)  τον ρυθμό μεταβολής του όγκου του παραλληλεπιπέδου, ως προς x, όταν x = 2,  

        ii) για ποια τιμή του x, ο ρυθμός μεταβολής του όγκου του παραλληλεπιπέδου, ως προς x,  

            είναι ίσος με 11. 

 

 

355. Ο όγκος ενός κυλίνδρου, με ακτίνα βάσης ρ και ύψος h, δίνεται από τον τύπο V = πρ2h. Αν σε 

        έναν κύλινδρο ισχύει h = 2ρ, να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του όγκου του κυλίνδρου αυτού:  

        ως προς ρ,  

i)  όταν ρ = 2,  

        ii) ως προς h, όταν h = 2. 

 

356. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με ˆ 90 , του οποίου οι κάθετες πλευρές ΑΓ = β και 

        β(t) = 2t + 4 και γ(t) = t2 + t όπου t > 0 ο χρόνος σε s. Να βρείτε:  

        i) τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου, ως προς t, τη χρονική στιγμή που είναι  

           ΑΓ=10 cm, 

        ii) τον ρυθμό μεταβολής της υποτείνουσας ΒΓ = α του τριγώνου, ως προς t, τη χρονική στιγμή  

             που είναι ΑΒ = 6 cm. 

 

357. Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο του οποίου το μήκος x(t) και το πλάτος y(t)  

        μεταβάλλονται με τον χρόνο. Συγκεκριμένα το μήκος αυξάνεται με ρυθμό 2 cm/s και το  

        πλάτος μειώνεται με ρυθμό 1 cm/s. 

         i) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της περιμέτρου του ορθογωνίου ως προς τον χρόνο t.  

         ii) Κάποια χρονική στιγμή t0 το ορθογώνιο έχει μήκος 12 cm και πλάτος 4 cm. Να βρείτε τον  
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              ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου, ως προς τον χρόνο t, όταν t = t0. 

 

Κίνηση σημείου σε άξονα 

 

358.  Η Θέση ενός κινητού που κινείται ευθύγραμμα, δίνεται συναρτήσει του  χρόνου από τον τύπο  

        ,2)(
2

tttS   όπου το t μετριέται σε sec και το S σε  μέτρα. Να βρείτε: 

  i)  τη μέση ταχύτητα τον κινητού στο χρονικό διάστημα [0, 4] sec 

  ii) τη στιγμιαία ταχύτητα του κινητού, όταν t = 1 sec (1 sec μετά την εκκίνησή του). 

 

359. Η Θέση ενός κινητού, που εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση, δίνεται συναρτήσει  του χρόνου t (σε  

        sec) από τον τύπο S (t)= .3
2

tt    Να βρείτε: 

  i)  τη μέση ταχύτητα τον κινητού στο χρονικό διάστημα [2, 4] sec 

  ii) τη στιγμιαία ταχύτητα τον κινητού, όταν t = 3 sec (3 sec μετά την εκκίνηση  του). 

 

360. Η ταχύτητα, ενός κινητού, που κινείται ευθύγραμμα, συναρτήσει τον  χρόνου t (σε sec),  

       δίνεται από τον τύπο υ (t) 53
2
 t  . 

i) Να εκφράσετε το ρυθμό μεταβολής της ταχύτητας (επιτάχυνση) του κινητού προς t, όταν t = 

to. 

   ii) Να υπολογίσετε το ρυθμό μεταβολής της ταχύτητας (επιτάχυνση) του κινητού ως προς t,  

        όταν t = 10 sec (10 sec μετά την εκκίνησή του): 

 

361. Ένα κινητό εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση και η θέση του δίνεται από τη σχέση  

        S(t)=t
3

-30t
2

+288t+21 όπου ο  χρόνος t είναι σε sec και το S σε m.  

   i) Βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνσή του την χρονική στιγμή t.  

  ii)  Πότε το κινητό κινείται στην θετική και πότε στην αρνητική κατεύθυνση; Πότε είναι    

         ακίνητο;  

   iii) Να βρείτε την επιτάχυνσή του τη χρονική στιγμή που έχει ταχύτητα 15 m/sec.  

    iv) Να βρείτε το ολικό διάστημα που έχει διανύσει το κινητό κατά τη διάρκεια των πρώτων   

          15 sec.  

           v)  Πόσο μετατοπίστηκε τα 15 πρώτα sec ;  

 

362. Ένα σώμα κινείται πάνω σε άξονα και η θέση του τη χρονική στιγμή t (σε s) δίνεται από τον  

        τύπο :
2

3 15
( ) 18 3

2

t
x t t t     ,με t [0,5].Να βρείτε : 

         i) την ταχύτητα του σώματος τη στιγμή t1 = 1 s,  

         ii) την επιτάχυνση του σώματος τη στιγμή t2 = 4 s, 

         iii) ποιες χρονικές στιγμές το σώμα είναι στιγμιαία ακίνητο, 

         iv) ποιο χρονικό διάστημα η ταχύτητα του σώματος αυξάνεται, 

          v) ποια χρονικά διαστήματα το σώμα κινείται προς τη θετική φορά και ποια προς την  

              αρνητική,  

        vi) το συνολικό διάστημα που διένυσε το σώμα. 
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363. Ένα σώμα κινείται πάνω σε άξονα και η θέση του τη χρονική στιγμή t (σε s) δίνεται από τον  

        τύπο: 3 2
( ) 24 5x t t t t      , με t [0, 6].Η ταχύτητα του σώματος τη στιγμή t1 = 5 s είναι  

        9 μονάδες/s και η επιτάχυνση του σώματος τη στιγμή t2 = 4s είναι 6 μονάδες/s2. Να βρείτε:  

        i) τις τιμές των λ, μ  R, 

        ii) το χρονικό διάστημα στο οποίο η ταχύτητα του σώματος μειώνεται,  

        iii) ποια χρονικά διαστήματα το σώμα κινείται προς τη θετική φορά και ποια προς την  

              αρνητική,  

        iv) το συνολικό διάστημα που διένυσε το σώμα. 

 

364. Ένα σώμα αφήνεται να πέσει από την κορυφή ενός κτιρίου ύψους 45 m, τη χρονική στιγμή  

        t = 0 s. Αν θεωρήσουμε την αντίσταση του αέρα αμελητέα, το διάστημα που διανύει το σώμα  

        μετά από t s πτώσης δίνεται (σε m) από τη συνάρτηση S(t) = 5t2.  

        i)  Να υπολογίσετε σε ποιο ύψος από το έδαφος θα βρίσκεται το σώμα σε χρόνο t = 2 s. 

        ii) Να βρείτε τον χρόνο που χρειάζεται το σώμα για να φτάσει στο έδαφος. 

 

365. Ένα σώμα κινείται σε κατακόρυφο άξονα και η θέση του τη χρονική στιγμή t (σε s) δίνεται  

        από τον τύπο : ( ) 4 3 4 , t 0y t t t    .Η ταχύτητα του σώματος τη χρονική στιγμή t1=π s 

        είναι 24 μονάδες/s.  

         i) Να βρείτε την τιμή του λ R,  

         ii) Να αποδείξετε ότι η επιτάχυνση του σώματος είναι ανάλογη της θέσης του y(t), 

         iii) Aν t2 είναι χρονική στιγμή στην οποία μηδενίζεται η ταχύτητα του σώματος ,να βρείτε  

               την εφt2. 

 

Προβλήματα  

 

366.  Ένας πληθυσμός μικροβίων Ρ μεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου t (σε  ώρες) σύμφωνα με  

         τον τύπο .)1(10510)(
123 

 ttP  

   i)    Να βρείτε τον αρχικό αριθμό μικροβίων (t = 0). 

   ii)   Να βρείτε τον αριθμό των μικροβίων όταν t = 9 ώρες. 

    iii) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του πληθυσμού των μικροβίων ως προς το  χρόνο, όταν  

          t = 9 ώρες. 

 

367. Ο πληθυσμός Α μιας περιοχής δίνεται, συναρτήσει του χρόνου t (σε έτη) από τον τύπο  

 Α(t) = t0.04
10 e  (σε χιλιάδες). Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής  του πληθυσμού αυτής της 

περιοχής, ως προς το χρόνο, ύστερα από 25 έτη. 

 

368. Σε μια άδεια δεξαμενή, σχήματος κύβου ακμής 2 m, προσθέτουμε πετρέλαιο, ώστε το ύψος h  

       (σε m) της στάθμης του πετρελαίου, ως συνάρτηση του χρόνου t (σε min), να είναι 
2

( )
18

t
h t    

        i)  Να βρείτε το ύψος της στάθμης του πετρελαίου μετά από 180 s. 

        ii) Να βρείτε σε πόσο χρόνο θα γεμίσει η δεξαμενή,  

        iii) Να αποδείξετε ότι ο όγκος του πετρελαίου της δεξαμενής μετά από χρόνο t min δίνεται  

              από τον τύπο 
2

32
( )

9

t
V t m  . 

         iv) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του όγκου του πετρελαίου τη χρονική στιγμή που το ύψος  
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              της στάθμης του είναι 
8

9
 m. 

369. Μια ομάδα βιολόγων προτείνει να ληφθούν μέτρα για τη διάσωση ενός είδους δελφινιών.   

        Μετά την εφαρμογή των μέτρων εκτιμάται ότι ο αριθμός των δελφινιών εκφράζεται από τη   

        συνάρτηση: N(t) = 2t3-t2 + 5t +1.000, με 0 ≤ t ≤ 10 ,όπου t ο χρόνος σε έτη από την έναρξη  

        εφαρμογής των μέτρων. Να βρείτε:  

        i)  πόσα δελφίνια υπάρχουν κατά την έναρξη των μέτρων, 

        ii) πόσα δελφίνια θα υπάρχουν σε 10 έτη,  

        iii) τον ρυθμό αύξησης των δελφινιών σε 5 έτη,  

        iv) σε πόσα έτη, από την έναρξη εφαρμογής των μέτρων, ο ρυθμός αύξησης είναι 25 δελφίνια  

             ανά έτος. 

 

370. Ένας βιολόγος ξεκινά να μελετά μια κοινωνία μικροβίων, ο πληθυσμός Ρ της οποίας  

        μεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου σύμφωνα με τον τύπο:P(t) = 1.000- 500(1 +t)-1 ,όπου t ο   

         χρόνος σε ώρες από την έναρξη της μελέτης. Να βρείτε: 

          i) το πλήθος των μικρόβιων τη στιγμή που ξεκίνησε η μελέτη, 

         ii) το πλήθος των μικρόβιων 1 ημέρα μετά την έναρξη της μελέτης, 

        iii) τον ρυθμό μεταβολής του πληθυσμού των μικροβίων, ως προς τον χρόνο έναρξη της  

              μελέτης,  

        iv) πόσες ώρες μετά την έναρξη της μελέτης ,ο ρυθμός μεταβολής του πληθυσμού των  

              μικροβίων, ως προς τον χρόνο, είναι 5 μικρόβια/ώρα. 

 

371. Σε μια βιομηχανία το κόστος παραγωγής x μονάδων ενός προϊόντος είναι:  

  Κ(x) =25x2 – 200x+ 1.000 σε χιλιάδες €. Επίσης η τιμή πώλησης ενός προϊόντος είναι  

 Τ(x) = x2-50x+1.600, σε χιλιάδες €. Να βρείτε για ποιες τιμές του x, ο ρυθμός μεταβολής του 

κέρδους από την πώληση x προϊόντων είναι θετικός. 

 

Συνδυαστικά θέματα 

 

372. Θεωρούμε την ευθεία ε: y = λx + 4-2λ, με λ<0. 

        i) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε) τέμνει για κάθε λ < 0 τους θετικούς ημιάξονες Οχ και Oy στα     

            σημεία Α και Β, των οποίων να βρείτε τις συντεταγμένες. 

        ii) Αν Α και Β είναι τα σημεία του ερωτήματος (i), να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του  

             εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ ως προς λ, όταν η ευθεία (ε) σχηματίζει με τον άξονα χ΄χ  

             γωνία 135°. 

 

373. Δίνεται η συνάρτηση f (x) =-x2 +2x και έστω (ε) η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης    

  f  στο σημείο της Μ(α, f(α)), με α > 1. 

        i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της (ε) είναι: y = (2-2α)x+α2 

        ii) Έστω Α και Β τα σημεία τομής της (ε) με τους άξονες y'y και χ'χ αντίστοιχα. Να βρείτε: 

             α) τις συντεταγμένες των Α και Β συναρτήσει του α, 

             β) τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ ως προς α, όταν α = 2. 

 

374. Δίνεται η συνάρτηση ( )
a

f x
x

  ,με α  R και x  (0,+∞). Η εφαπτομένη (ε) της γραφικής  

  παράστασης της f στο σημείο της Μ(2, f (2)) είναι παράλληλη στην ευθεία ζ: y =-3x+2011. 

  i)  Να αποδείξετε ότι α = 12. 

  ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε). 

        iii) Να βρείτε το όριο 
1

( ) ( )
lim

3 2x

f x f x

x



 
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        iv) Θεωρούμε το σημείο Α(6, 0) και τυχαίο σημείο M(x, f (x)) της γραφικής παράστασης της f.  

             Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΜΟΑ ως προς x, όταν x = 3. 

 

Μονοτονία και ακρότατα 

 

Ομάδα Α΄ 

 

375. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων: 

 i) 3 2
( ) 2 21 60 6f x x x x                                                   ii) 2

2

1
( ) 2f x x

x
     

          iii) 2( ) 9f x x x                                                               iv) 2
( ) lnf x x x         

           v) 2
( ) 4 3

x
f x e x                                                              vi)

2

2
( )

4

x
f x

x



 

376. Να μελετηθεί ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση:  2( ) 1f x x   

 

377. Να μελετηθεί ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση : 2
( ) 4

x
f x x e   

378. Να μελετηθεί ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση:
2

2

1
( )

4

x
f x

x





 

379. Να μελετηθεί ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση :
2

( ) ( 1)
x

f x x e


   

380. Να μελετηθεί ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση: 

        3
( ) ( 3 2)f x n x x    

381. Να μελετηθεί ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση 

      ( ) ( 1) ( 1)f x x n x    

382. Να μελετηθεί ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση 

       
1

( )
x

f x n
x

 
  

 
 

383. Να μελετηθεί ως προς την  μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση 

        2
( ) ( )f x x nx       

384. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και ακρότατα τις παρακάτω συναρτήσεις: 

        i) f(x) = x2 -6x + 5                                 ii) g(x) = -x2–4x+3 

 

385. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και ακρότατα τις συναρτήσεις:  

  i) f(x) = x3 + 3x2-24x+2                        ii) g(x) = -x3+3x2-1 

 

386. Να βρείτε τα ακρότατα των παρακάτω συναρτήσεων: 

        i) f(x) = ex(x-4)                                     ii) g(x) = 81nx-x2+4 

 

387. Να μελετήσετε τη συνάρτηση: f (x) = x4-8x2+6 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

388. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις: 

i)
2

5
( )

4

x x
f x

x





                                ii) 

2

2

4 1
( )

5 4

x x
f x

x x

 


 
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389. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση: ( ) 2
x

x e
f x e

x
    

390. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση: ( ) 2
x

x e
f x e

x
    

        i) f(x) = ln(4x -x2)                                  ii) 
3 23

( )
x x

g x e


   

 

391. Δίνεται η συνάρτηση 
2

1
( )

x

x
f x

e


  .Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ΄(x) ως προς τη  

  μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

392. Δίνεται η συνάρτηση .,252
3

1
)(

23 Rxxxxxff  Να βρείτε : 

        i)   την  )(xf   

        ii)  για ποιες τιμές του χ έχουμε 0)(  xf  

ii) ποιες από τις παραπάνω τιμές των x είναι θέσεις ακροτάτων για την f 

        iv) τις τιμές των ακροτάτων. 

 

 

393. Δίνεται η συνάρτηση: 
4 3

25 7
( ) 4 4

4 3 12

x x
f x x x       

        i) Να βρείτε την f ΄(x). 

        ii) Να λύσετε την εξίσωση f ΄(x) = 0. 

        iii) Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

 

394. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση:  

  f (x) = ex(-x3+9x2-27x + 27) 

 

395. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x(lnx)2- 6xlnx + 6x.Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα  

  ακρότατα τη συνάρτηση: 

  i) f(x)                                               ii) f ΄(x) 

 

396. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση: f (x) = xex -x2 -2x. 

 

397. Δίνεται η συνάρτηση:
3 3

2 2
( ) 4 12 ln 2 12

3 3

x x
f x x x x x x

 
      
 

 . 

  i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

  ii) Να βρείτε τις θέσεις των τοπικών ακροτάτων της f. 

 

398. Δίνονται οι συναρτήσεις f,g με τύπους  : 2
( ) 2 4 1f x x x   και  2

( ) 4 2, .g x x x x R      

  Να βρείτε: 

        i)   την  )(xf   και  ii) την ).(xg  

        ii)  τις θέσεις για τις οποίες οι συναρτήσεις παρουσιάζουν  ακρότατα 

iii) τις τιμές των ακροτάτων αυτών. 

 

 

 



 

57 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:ΠΑΤΣΙΜΑΣ ΔΗΜΗΤΡΗΣ 
 

Ομάδα Β΄ 

 

399. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 3x2 -6x+1.  

        i)  Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ (2, f (2)). 

        ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία,  

        iii)Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

 

400. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
x

x
f x

e


  , με xR. 

        i)  Να βρείτε τη μονοτονία και τα ακρότατα της f. 

        ii) Να αποδείξετε ότι 
1

( ) ( )
x

f x f x
e

   . 

        iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο  

                Α(0, f (0)). 

401. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
1

x
f x

x x


 
,όπου xR.   

        i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

        ii) Να υπολογίσετε το 
21

( )
lim
x

f x

x x




  

        iii) Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τα ακρότατά της. 

 

402. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

3
( )

4 5

x
f x

x



 όπου xR. Να βρείτε: 

        i)  το σημείο στο οποίο η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα χ'χ, 

        ii) το 
0

lim ( )
x

f x


 , 

        iii) την παράγωγο της συνάρτησης f,  

        iv) τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και αυτά στα οποία είναι  

              γνησίως φθίνουσα, 

         v) τα ακρότατα της συνάρτησης f. 

 

403. Δίνεται η συνάρτηση:
3

2
( ) ln 2

3

x
f x x   . 

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία 

        ii) Να βρείτε το όριο 
2

( ) (2)
lim

( )x

f x f

f x

 


  

 

404. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex(x2-3). 

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        ii) Να βρείτε το όριο 
1

f( ) 2e
lim

( ) ( )

x

x

x

f x f x



 
  

 

405. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

1
( )

19

x
f x

x





 . 

        i) Να βρείτε το όριο 
1

f( )
lim

2x

x

x x  
  

        ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 
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406. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3+αx ,με αR.Η εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της f   

  στο σημείο της Μ(1,f(1)),είναι παράλληλη στην ευθεία ζ: y = - 9x+2011. 

        i)  Να αποδείξετε ότι α = - 12, 

        ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε).  

        iii)Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία 

        iv)Να βρείτε τα ακρότατα της. 

 

407. Δίνεται η συνάρτηση 
2

1
( )

x
f x

x


  . 

        i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f και την παράγωγο της. 

        ii) Να βρείτε τα ακρότατα της 

        iii)Να υπολογίσετε το 
0

( )
lim

( )x

xf x

f x


  

 

408. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 – 9x2 + 15x – 3.                                                     

  i)   να βρείτε την f ΄(x)                                   ii) να εξετάσετε την μονοτονία της                                                                     

  iii) να προσδιορίσετε τα ακρότατα της                                                                

  iv) να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων ευθειών στην Cf  στα σημεία των τοπικών  

       ακρότατων. 

 

409. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = -2x3 + αx2 + 12x + 1, με αR .Οι εφαπτομένες της γραφικής  

  παράστασης της f στα σημεία της Μ(-2,f(-2)) και Ν(1,f(l)) είναι παράλληλες. 

        i) Να αποδείξετε ότι α =-3. 

        ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

410. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = ex(αx2+βx+9), με α, βR .Αν η εφαπτομένη της γραφικής  

  παράστασης της f στο σημείο της Α(2, f (2)) είναι η  ε: y =-e2x + 3e2 τότε: 

        i)  να αποδείξετε ότι α = 1 και β = - 6, 

        ii) να βρείτε τα ακρότατα της f.  

 

411. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x2 +αx + βσυνx + (β + 2)ημx + xσυνx ,με α, β  R, για την οποία  

  ισχύει: f (0) = 3 και f ΄(0) = - 6 

        i) Να βρείτε τις τιμές των α και β. 

        ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τις θέσεις των ακροτάτων της. 

 

Η f δεν έχει ακρότατα 

 

412. Δίνεται η συνάρτηση:
2

( ) ln( 2)
2

x
f x x x      

        i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f και την παράγωγο της. 

        ii) Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

 

413. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση: 2
( ) ln( 1)f x x   έχει ακρότατα. 

 

414. Δίνεται η συνάρτηση 
1

( )
1

x
f x

x





.  

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία,  

        ii) Να εξετάσετε αν η f έχει ακρότατα. 
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415. Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις δεν έχουν ακρότατα: 

  i) 
3 3 2

( ) 6 12
x x

f x e x x x


                         ii) g(x) = ex(ημx+συνx-4) 

 

416. Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = x3+4x-2011 

  i) Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα. 

  ii) Να βρείτε το όριο :
20

( )
lim

2 4 2x

f x

x x



  
  

 

417. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
3

2
( ) ( 4) 5

3

x
f x ax a x      διέρχεται από το  

  σημείο Μ(3, 4).  

  i) Να αποδείξετε ότι α =- 1. 

  ii) Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα. 

  iii) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ. 

 

418. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αx3 + βx+3 με α, β R. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης  

  της f στο σημείο της M(l, f (1)) έχει εξίσωση 11 1y x   . 

  i) Να βρείτε τις τιμές των α και β. 

  ii) Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα.  

  iii) Να βρείτε το όριο :
2

( ) ( )
lim

2x

f x f x

x x



 
  

 

419. Δίνεται η συνάρτηση .,252
3

1
)(

23 Rxxxxxff  .Να βρείτε : 

        i)   την  )(xf   

        ii)  για ποιες τιμές του x έχουμε 0)(  xf  

        iii) ποιες από τις παραπάνω τιμές των x είναι θέσεις ακροτάτων για την f 

        iv) τις τιμές των ακροτάτων. 

 

420. Δίνεται η συνάρτηση .,3)(
3

Rxxxxff  .Να βρεθούν τα διαστήματα που η f είναι : 

        i) αύξουσα                                                ii) φθίνουσα 

 

421. Δίνεται η συνάρτηση .)(
2 x

exxff


  

        i)   Να βρεθούν οι )(xf  , ).(xf    

        ii)  Να μελετηθεί η συνάρτηση f ,ως προς την μονοτονία της 

        iii) Να προσδιοριστούν τα ακρότατα της (αν υπάρχουν). 

 

422. Δίνεται η συνάρτηση Rx ,)2()(
2 x

exxxff  . 

        i)  Να βρεθούν :  

             α) το πεδίο ορισμού της                       β)η )(xf  και η ).(xf   

        ii) Να μελετηθεί η f ως προς : 

             α) τη μονοτονία της  

             β) τα ακρότατα της και να εντοπιστούν αυτά αν υπάρχουν. 
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Προσδιορισμός παραμέτρων 

 

423. Δίνεται η συνάρτηση .,,,3)(
3

RkRxxkxxff    

        i)  Να βρείτε τα κ, λ ώστε η f να έχει στην θέση x=1 τοπικό ακρότατο ίσο με –2. 

        ii) Τι είδους ακρότατο παρουσιάζει η συνάρτηση στη θέση x=1. 

 

424. Δίνεται η συνάρτηση  3 2
( ) 3 1, x , , .f f x x x x R R           

        i)  Να βρείτε την )(xf    

        ii) Να προσδιορίσετε τα κ ,λ ώστε η f να έχει τοπικά ακρότατα στα σημεία με τετμημένες 

             x1=2,x2=-2. 

        iii) Να βρείτε τις τιμές των ακροτάτων. 

 

425. Nα βρεθεί ο μ>0 αν η συνάρτηση f(x) = -2x2 + 12x + (- μ2 – μ +44) έχει μέγιστη τιμή 44. 

 

426. Δίνεται η συνάρτηση:
3

2
( ) 9 2011

3

x
f x x x     .Να βρείτε για ποιες τιμές του λ  R η  

  συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

 

427. Δίνεται η συνάρτηση: 
3

22
( ) 2( 3) 2012

3

x
f x x x 


     .Να βρείτε για ποιες τιμές του  

  λ  R η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο R. 

 

428. Δίνεται η συνάρτηση: 
3

2
( ) 2 ( 3) 7

3

x
f x x x


     .Να βρείτε για ποιες τιμές του  

  λ  R η συνάρτηση f είναι: 

  i)  γνησίως αύξουσα στο R. 

        ii) γνησίως φθίνουσα στο R. 

 

429. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = (x2 + α)e3x.Να βρείτε για ποιες τιμές του λR, η συνάρτηση  f  

  είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

 

430. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3 + λx2 + μx + 7, με λ, μ  R.Η f παρουσιάζει στο x0 τοπικό  

  ακρότατο ίσο με 2.Να βρείτε: 

        i) τους αριθμούς λ και μ 

        ii) το είδος και τις τιμές των τοπικών ακροτάτων της f. 

 

431. Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = αx3 + βx2+3x-1, με α, β R ,η οποία παρουσιάζει τοπικά  

  ακρότατα στα σημεία μ τετμημένες x1 = 2 και x2 =-2. Να βρείτε: 

  i)  τους αριθμούς α και β, 

  ii) το είδος και τις τιμές των παραπάνω ακροτάτων. 

 

432. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = -x2 +αx + βlnx, με α, β R της οποίας η γραφική παράσταση  

  διέρχεται από το σημείο Μ(1, 9). Επίσης η f παρουσιάζει ακρότατο στο σημείο με τετμημένη  

   2. Να βρείτε: 

   i)  τους αριθμούς α και β, 

   ii) το είδος και τις τιμές των ακροτάτων της f,  

   iii) την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ. 
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433. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3 + αx2 + (4 - 2α2)x+2012.Να βρείτε για ποια τιμή του αR η  

  συνάρτηση f παρουσιάζει ακρότατο στο x1 = 2. 

 

434. Δίνεται η συνάρτηση: 
2

2

4
( )

3 2

x x
f x

x x

 


 
 ,με λR. 

        i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f.  

        ii) Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της f.  

        iii) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ, η συνάρτηση f έχει: 

        α) δύο ακρότητα,                      β) ένα ακρότατο.  

 

 

  iv) Για την τιμή του λ που η f έχει ένα ακρότατο, να βρείτε: 

        α) τη θέση και το είδος του ακροτάτου,               

        β)την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο τηςΜ(3, f(3)). 

 

Απόδειξη ανισοτήτων 

 

435. Δίνεται η συνάρτηση f(x) =10lnx-5x2 .  

  i) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

        ii) Να αποδείξετε ότι 2
2ln 1x x   για κάθε x>0. 

 

436. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = lnx-x-1.  

  i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

        ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        iii) Να αποδείξετε ότι: 1n(1,1) — 2,1 > ln(1,2) -2,2 

 

437. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x∙ lnx. 

        i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        ii) Να αποδείξετε ότι 
1

ln x
ex

    για κάθε x > 0. 

 

438. Δίνεται η συνάρτηση 
ln

( )
x

f x
x

 .  

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

        ii) Να αποδείξετε ότι xe ≤ ex για κάθε x > 0. 

 

439. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = xex. 

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

        ii) Αν α > β > 0, να αποδείξετε ότι : e  




  . 

 

440. Δίνεται η συνάρτηση 
1

( ) lnf x x
x

   . 

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        ii) Να αποδείξετε ότι 
1

ln
x

x
x


  για κάθε x>0 

        iii) Αν α > β > 1, να αποδείξετε ότι ln
  

 


  .  
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441. Δίνεται η συνάρτηση 
3

2
( ) 2

3

x
f x x   . 

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        ii) Να αποδείξετε ότι : 
3 3

2 2
2( )

3

e
e





    

 

Επίλυση εξισώσεων-ανισώσεων 

 

442. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = 4x2+3x+lnx-7 

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία,  

        ii) Να λύσετε την εξίσωση: 4x2 + 3x = 7 – lnx 

 

 

443. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = ex +x3-3x2+3x. 

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.  

        ii) Να λύσετε την ανίσωση: ex > -x3+3x2-3x+1. 

 

444. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex +x. 

        i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

        ii) Να λύσετε τις ανισώσεις: 

             α) ex < 1-x                                   β) 
2 22 3 2 1 2

3 4
x x x x

e e x x
   

      

 

445. Δίνεται η συνάρτηση 
1

( ) lnf x x
x

   . 

        i)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        ii) Να λύσετε τις ανισώσεις: 

             α) 
1

1 ln x
x
                                 β) 

2

2 2 2

1 1 5
ln

5 2 1 2 1

x

x x x


 

  
  

 

Συνδυαστικά θέματα 

 

446. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x2-4(x-2), με x  R 

        i)   Να βρείτε την πρώτη παράγωγο f ΄(x) της f (x). 

        ii)  Να αποδείξετε ότι xf΄΄(x)-f ΄(x) = 4 για κάθε xR. 

        iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης της συνάρτησης f στο σημείο της  

              με τετμημένη xο = 1. 

        iv) Να μελετήσετε την f ως προς τα ακρότατα. 

 

447. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = 2x3 -3x2-12x-7, με x R 

        i) Να βρείτε την f ΄(x). 

        ii) Να βρείτε τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλες στον  

             άξονα  χ'χ. 

        iii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

 

448. Δίνεται η συνάρτηση 
2

( )
1

x
f x

x



 ,με x R. Να βρείτε: 

        i) τα διαστήματα στα οποία η f είναι γνησίως αύξουσα και αυτά στα οποία είναι γνησίως  

           φθίνουσα, 

        ii) τα ακρότατα της f, 
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        iii) τον ρυθμό μεταβολής της συνάρτησης f στο σημείο Α(0, f (0)), 

        iv) την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(0, f (0)). 

 

449. Δίνεται η συνάρτηση: 31
( ) 2

3
f x x x    με πεδίο ορισμού το R και κ R.  

i)  Αν η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Μ(3, 8), να βρείτε το κ.  

ii) Για κ = - 1 : να αποδείξετε ότι: f ΄(x)+f΄΄(x) + 2 = (x+ l)2 για κάθε xR, 

      iii) Nα βρείτε τα ακρότατα της f. 

 

450. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3 + αx2 -9x + β ,όπου α, β πραγματικοί αριθμοί,  

        i) Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f ,στο σημείο της Μ(2, 5), έχει συντελεστή  

            διεύθυνσης ίσο με 15, να αποδείξετε ότι α = β = 3. 

         ii) Για α = β = 3, να βρείτε το όριο:
22

( ) 9
lim

4x

f x

x

 


  

         iii) Για α = β = 3, να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης g(x) = f ΄(x) + 10.  

 

451. Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = 2xex + αex-x2+ βx, με α, β R.H εφαπτομένη της γραφικής  

  παράστασης της f στο σημείο της Μ(3, f (3)) έχει εξίσωση :y = 2(e3-l)x- 3(2e3-3) 

         i) Να αποδείξετε ότι α =- 6 και β = 4.  

         ii) Να βρείτε τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλες στην  

              ευθεία ζ: y = 2011. 

         iii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

 

452. Έστω η συνάρτηση f(x) = x4-αx+β  ,  α , β . Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης  

  στο σημείο Α(1,2) είναι παράλληλη στον άξονα χ ΄χ  τότε: 

        i)   Να βρεθούν τα α, β 

        ii)  Να βρεθεί το ελάχιστο της συνάρτησης f 

        iii) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x)=0 δεν έχει πραγματική ρίζα 

 

453. i. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της  γραφικής παράστασης της συνάρτησης  

          f (x) = xe + ex    η οποία είναι  παράλληλη στην εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  

          συνάρτησης g(x) = eημx + ημ2 x + ex −1 στο σημείο  A(0,g(0)) . 

    ii. Να βρεθεί το σημείο Λ(x,h(x)) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  

         h(x) = 2
x 4x 10    , x  που είναι πλησιέστερο στο σημείο A(0,g(0)) . 

    iii. Να λυθεί η εξίσωση 4λ2 f ′′(1) + λ f ′(1) − f (1) = 0 ως προς λ  

 

5.  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
2

2x

x 1
 

     i) Να  βρείτε τα ακρότατα f(x1) , f(x2) της συνάρτησης και να δείξετε ότι τα αντίστοιχα σημεία    

        Μ1(x1 , f(x1)) , Μ2(x2 , f(x2))  ανήκουν στην διχοτόμο της γωνίας Oy   

     ii) Να δείξετε ότι υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της Cf που είναι παράλληλες στην ευθεία Μ1Μ2 
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454. Δίνεται η συνάρτηση 
2 3

( )
1

x
f x

x





.  

        i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

        ii)  Να βρείτε το 
1

( )
lim

( ) 1x

f x

f x x



 
  

        iii) Να βρείτε τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλες στην  

              ευθεία ζ: y = -3x+2011.  

        iv) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

455. Δίνεται η συνάρτηση: 
3

2 1
( )

3 3

x
f x x x      , με β, γ  R. 

        Η γραφική παράσταση της f στο σημείο της Μ (2, f(2)) δέχεται οριζόντια εφαπτομένη την  

        ευθεία ε: y = 5. 

        i)   Να βρείτε τις τιμές των β και γ.  

        ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία,  

        iii) Να βρείτε τις θέσεις και το είδος των τοπικών ακροτάτων της f. 

 

456. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = 4x3-6x2+α, με αR. 

        i) Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της f.  

        ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία,  

        iii) Να αποδείξετε ότι η f έχει ένα τοπικό ελάχιστο, το οποίο να υπολογίσετε συναρτήσει του  

              α.  

        iv) Αν το τοπικό ελάχιστο είναι ίσο με 5, να βρείτε: 

              α) την τιμή του α, 

              β) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ(-1,f (-1)). 

 

457. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3 + 6x2 + 9x+α, με α  R 

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία,  

        ii) Να προσδιορίσετε τις θέσεις και το είδος των τοπικών ακροτάτων της f.  

        iii) Αν το τοπικό μέγιστο της f είναι τριπλάσιο από το τοπικό ελάχιστο της f, να βρείτε: 

              α) τον αριθμό α, 

              β) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ(-2,f (-2)). 

 

458. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αlnx-x2 για την οποία ισχύει f΄(4) =-6. 

  i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f και την τιμή  του α R. 

  ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

  iii) Αν α > β > 2, να αποδείξετε ότι:

8

2 2
ln


 



 
  

 
  

  iv) Να αποδείξετε ότι 
2 4

ln
2 8

x x 
   για κάθε x > 0. 

   v) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλη στην  

        ευθεία ζ: y = 6x- 2011. 

 

Προβλήματα 

 

459. Από όλα τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα με την ίδια περίμετρο ,ποιο είναι εκείνο 

        με το μέγιστο εμβαδό; 
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460. Από όλα τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα με εμβαδό 25m2 ,να βρείτε τις διαστάσεις 

        εκείνου που έχει την μικρότερη περίμετρο. 

 

461. Από όλα τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα με εμβαδόν 16 cm2 να βρείτε τις διαστάσεις εκείνου  

  που έχει τη μικρότερη περίμετρο. 

 

462. Ένα οικόπεδο σχήματος ορθογωνίου παραλληλογράμμου έχει περίμετρο 400 m. Αν το μήκος  

  του είναι x m, τότε: 

        i) να εκφράσετε το εμβαδόν Ε του οικοπέδου ως συνάρτηση του x, 

        ii) να βρείτε για ποια τιμή του x το εμβαδόν του οικοπέδου γίνεται μέγιστο, καθώς και ποια  

            είναι η μέγιστη τιμή του εμβαδού. 

 

463. Να βρεθούν 2 αριθμοί x,y με σταθερό άθροισμα 12 ,που να έχουν το μεγαλύτερο 

        γινόμενο. 

464. Να αποδείξετε ότι από όλα τα ισοσκελή τρίγωνα ,που είναι εγγεγραμμένα σε κύκλο ακτίνας   

  R ,το ισόπλευρο έχει μεγαλύτερο εμβαδό. 

 

465. Η τιμή πώλησης ενός μηχανικού εξαρτήματος είναι 1000δρχ.Το κόστος του  

        συναρτήσει του χρόνου κατασκευής (σε ώρες) προσεγγίζεται από τον τύπο της 

        συνάρτησης : 12
250)(


 tttK  

        i)  Πότε πραγματοποιήθηκε το μέγιστο κέρδος; 

        ii) Πόσο είναι αυτό; 

 

466. Η ενέργεια που καταναλώνει ένας μικροοργανισμός που κινείται μέσα στο αίμα ενός ασθενούς  

  με ταχύτητα u ,προσεγγίζεται από τον τύπο της συνάρτησης: ]750)35(2{
1

)(
2
 u

u
uE  

       i) Με ποια ταχύτητα πρέπει να κινηθεί για να καταναλώσει τη μικρότερη ενέργεια; 

       ii)Πόση είναι η ελάχιστη ενέργεια; 

 

467. Η ενέργεια W(t),που αποδίδεται από ένα πηνίο, μεταβάλλεται με τον χρόνο t 

        σύμφωνα με τον τύπο της συνάρτησης: 42
6)( tttW   και μετριέται σε joules. 

        i) Να εκφράσετε το ρυθμό μεταβολής της ενέργειας ως προς τον χρόνο(την ισχύ του πηνίου) 

            την χρονική στιγμή t=t0. 

        ii)Σε ποια χρονική στιγμή το πηνίο έχει μέγιστη ισχύ; 

 

468. Η τιμή εισιτηρίου των αστικών λεωφορείων είναι σταθερή τα τελευταία 8 χρόνια στο 1,5 €. 

       Το κόστος μεταφοράς ανά επιβάτη στη διάρκεια των 8 χρόνων προσεγγίζεται από τον τύπο της  

        συνάρτησης : 2 1
( )

4
K t t

t
  ,όπου t ]8,0(  ο χρόνος. 

        i) Να προσδιοριστεί η χρονική στιγμή κατά την οποία πραγματοποιήθηκε το μέγιστο 

            κέρδος. 

        ii) Πόσο είναι αυτό το κέρδος; 

 

469. Η θετική αντίδραση ενός οργανισμού σ’ένα φάρμακο περιγράφεται (δίνεται) 

        από τον τύπο της συνάρτησης : 0),()(
2

 axxxf  σταθερά και x η ημερήσια δόση  

        του φαρμάκου σε mg..Ποια είναι η ενδεδειγμένη ποσότητα δόσης του φαρμάκου  

        ώστε να έχουμε τη μεγαλύτερη θετική αντίδραση του οργανισμού; 
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470. Ένα εργοστάσιο ζαχαροπλαστικής παρασκευάζει μεταξύ άλλων ταψάκια γαλακτομπούρεκου .  

  Υπολογίστηκε ότι  η παρασκευή x ταψιών την εβδομάδα κοστίζει περίπου 
2

( 12 12)€
4

x
x  .  

  Αν η τιμή πώλησης του ταψιού είναι( (10 )€,
2

x
 πόσα ταψάκια γαλακτομπούρεκου πρέπει να   

  παράγει την βδομάδα ώστε να έχει το μεγαλύτερο δυνατό κέρδος; 

 

471. Η πορεία ενός πλοίου περιγράφεται από την ευθεία y = x + 1 πάνω σε ένα σύστημα  

  συντεταγμένων. Στο σημείο   Ν(1, 4) βρίσκεται ένας ναυαγός περιμένοντας βοήθεια.                                                                                     

        i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση που δίνει την απόσταση του πλοίου από τον ναυαγό είναι  

             f(x) = 2
2x 8x 10  .                                                         

        ii)  να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της απόστασης του πλοίου από το ναυαγό.                                                                                                                  

        iii) να βρείτε σε ποιο σημείο της πορείας του το πλοίο βρίσκεται πλησιέστερα στο ναυαγό.                                                                                        

        iv) αν η μέγιστη ορατότητα στην περιοχή είναι 2 μονάδες, να εξετάσετε αν θα διασωθεί από το   

             πλοίο.  

 

472. Tο πλήθος σε δεκάδες χιλιάδες κομμάτια  των πωλήσεων μιας εταιρείας που πουλά  

  ηλεκτρονικούς υπολογιστές δίνεται από την συνάρτηση Ρ(t) = 
2

400t

t 25
 , t 0 , όπου το t  

  εκφράζει σε μήνες τον χρόνο κυκλοφορίας του μοντέλου  από την στιγμή που βγήκε στην  

  αγορά 

        i) Να βρείτε τις πωλήσεις του μοντέλου στον δέκατο μήνα κυκλοφορίας 

        ii) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής των πωλήσεων μετά από ένα μήνα κυκλοφορίας του   

             μοντέλου στην αγορά  

        iii) Να βρεθεί η χρονική στιγμή κατά την οποία οι πωλήσεις παίρνουν την μέγιστη τιμή 

        iv) Να βρεθεί η μέγιστη ποσότητα που πουλά η εταιρεία τον μήνα που βρήκατε από το  

             ερώτημα iii) 

 

473. Ένα μικρό ναυπηγείο έχει τη δυνατότητα να κατασκευάζει κατ’ έτος μέχρι και είκοσι (20)  

  σκάφη ενός συγκεκριμένου τύπου. Το κόστος κατασκευής (σε χιλιάδες €) x σκαφών  

  εκφράζεται με τη συνάρτηση Κ(x) = 4x2+30 και τα έσοδα από τις πωλήσεις τους (σε χιλιάδες  

  €) με τη συνάρτηση: Ε(x) = 3x2+20x 

  i)   Να βρεθεί το κόστος κατασκευής πέντε (5) σκαφών. 

  ii)  Να βρεθεί ο τύπος Ρ(x) της συνάρτησης του κέρδους του ναυπηγείου,  

  iii) Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους.  

  iv) Πόσα σκάφη πρέπει να κατασκευάζει το ναυπηγείο κατ’ έτος για να έχει το μέγιστο  

       κέρδος; 

 

 

 

474. Μια βιομηχανία κατασκευάζει τηλεοράσεις. Για την κατασκευή x τηλεοράσεων τον μήνα το  

  κόστος είναι: Κ(x) = 100x + 5.000 €.Η τιμή πώλησης της μίας τηλεόρασης είναι: 

  S(x) = 500- 0,2x €.Να βρείτε πόσες τηλεοράσεις πρέπει να κατασκευάζει τον μήνα η  

  βιομηχανία, ώστε το κέρδος από την πώλησή τους να είναι μέγιστο. 
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475. Το ύψος (σε m) που βρίσκεται ένα τηλεκατευθυνόμενο μοντέλο αεροπλάνου ,μετά από χρόνο  

  πτήσης t (σε s), δίνεται από τη συνάρτηση : f(t) = -3t2 + 30t,0≤ t ≤10. 

        i) Σε ποιο ύψος βρίσκεται τη χρονική στιγμή t = 0; 

  ii) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβoλής του αεροπλάνου μετά από χρόνο t. 

  iii) Να βρείτε το χρονικό διάστημα το αεροπλάνο ανεβαίνει, καθώς και το διάστημα κατά το  

        οποίο κατεβαίνει. 

  iv) Να βρείτε τη χρονική στιγμή t0 κατά την οποία το αεροπλάνο βρίσκεται στο μέγιστο ύψος, 

        καθώς και το ύψος αυτό. 

 

476. Μια βιοτεχνία κατασκευάζει κεραμικά πλακάκια σε σχήμα τριγώνου. Σε κάθε πλακίδιο το  

  άθροισμα της βάσης (x cm) και του ύψους, που αντιστοιχεί στη βάση αυτή, είναι σταθερό και  

  ισούται με 50 cm. 

i)  Να εκφράσετε το εμβαδόν Ε της επιφάνειας κάθε τριγωνικού πλακιδίου συναρτήσει του x. 

  ii) Να βρείτε για ποια τιμή του x το εμβαδόν Ε γίνεται μέγιστο, καθώς και ποιο είναι το  

       μέγιστο εμβαδόν. 

 

477. Μια δεξαμενή, ανοιχτή πάνω, έχει όγκο 36 m3. Το πλάτος της είναι x m,   

  το μήκος της 12x m και το ύψος της είναι y m. 

        i)   Να αποδείξετε ότι :
2

18
y

x
  . 

  ii)  Να βρείτε για ποια τιμή του x, το εμβαδόν της επιφάνειας της  

        δεξαμενής είναι ελάχιστο. 

  iii) Αν το μέταλλο κοστίζει 40 € το τετραγωνικό μέτρο, να βρείτε ποιο είναι το ελάχιστο  

        κόστος για την κατασκευή της παραπάνω δεξαμενής. 

 

478. Η ενέργεια W(t) που αποδίδεται από ένα πηνίο μεταβάλλεται με τον χρόνο t (σε s) σύμφωνα  

  με τον τύπο: W(t) = - t4+6t2+ 27, με 0 < t < 3 και μετριέται σε Joule. Επίσης γνωρίζουμε ότι ο  

  ρυθμός μεταβολής της ενέργειας ισούται με την ισχύ P(t) του πηνίου και μετριέται σε Watt.   

  Να βρείτε:  

   i)   την ισχύ του πηνίου τη χρονική στιγμή t,  

   ii)  τη χρονική στιγμή που η ενέργεια γίνεται μέγιστη, καθώς και πόσα Joule είναι η μέγιστη  

         ενέργεια, 

   iii) τη χρονική στιγμή που η ισχύς γίνεται μέγιστη, καθώς και πόσα Watt είναι η μέγιστη  

         ισχύς. 

 

479. Ένα νησί Ν απέχει από την ακτή απόσταση ΝΑ = 6 km  

  και πρόκειται να συνδεθεί με καλώδιο ρεύματος υψηλής  

  τάσης με έναν ηλεκτρικό σταθμό Σ που βρίσκεται στην  

  ακτή και απέχει 10 km από το σημείο Α. Η σύνδεση θα  

  γίνει με ένα υποθαλάσσιο καλώδιο ΝΒ και ένα υπόγειο  

  καλώδιο ΒΣ. Το κόστος για το υποθαλάσσιο καλώδιο  

   είναι 10.000 € ανά km και για το υπόγειο καλώδιο είναι  

   8.000 € ανά km. Να βρείτε πόσο είναι το μήκος κάθε  

   τύπου καλωδίου, ώστε το συνολικό κόστος της  

   σύνδεσης να είναι ελάχιστο. 
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480. Δύο χωριά Α και Β απέχουν μεταξύ τους 15 km. 

  Τα χωριά Α και Β απέχουν από έναν  ποταμό αποστάσεις  

  ΑΓ = 9 km και ΒΔ = 18 km. Σε κάποιο  σημείο Μ του  

  τμήματος ΓΔ του  ποταμού θα κατασκευαστεί μια  

  δεξαμενή νερού, η οποία θα συνδέεται με τα χωριά  

  Α και Β με σωλήνες AM και ΒΜ όπως φαίνεται  

  στο διπλανό σχήμα,  

  i)  Να αποδείξετε ότι ΓΔ = 12 km.  

  ii) Να βρείτε πόσο πρέπει να απέχει η δεξαμενή    

       από το σημείο Γ, ώστε το συνολικό μήκος κ        

       σωλήνων που θα χρησιμοποιηθούν να είναι  

       ελάχιστο. 

 

Μέγιστα-ελάχιστα και συναρτήσεις 

 

481. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + 5x + 6, με x R. 

  i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα. 

  ii) Να βρείτε σε ποιο σημείο της γραφικής παράστασης της f  η εφαπτομένη έχει τον ελάχιστο  

       συντελεστή διεύθυνσης. 

  iii) Να βρείτε το 
1

( )
lim

( ) 6x

f x

f x  
  

 

482. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = e2x-7 - 4ex-1. 

        i) Να βρείτε το σημείο Μ της γραφικής παράστασης της f στο οποίο η εφαπτομένη της έχει  

            τον μικρότερο συντελεστή διεύθυνσης. 

  ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Μ του ερωτήματος (i). 

 

483. Δίνεται η συνάρτηση: 
2

2

3 9
( )

5 6a a a

x ax a
f x

e x e x e

  


 
,με α R.  

  Να βρείτε τον αριθμό α, ώστε το 
3

lim ( )
x

f x


 να παίρνει την ελάχιστη τιμή του. 

 

484. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) =x2-2αx-α4+4α3+6α,όπου α R. Να βρείτε για ποια τιμή του α, το  

  ελάχιστο της f παίρνει τη μέγιστη τιμή του. 

 

485. Δίνεται η συνάρτηση 
2 4 8

( )
x x

f x e
   

  με λ R. 

  i) Να βρείτε για ποιον αριθμό λ, η μέγιστη τιμή της f γίνεται ελάχιστη. 

  ii) Για την παραπάνω τιμή του λ, να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  

       στο σημείο της Μ(3, f(3)). 

 

486. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=e-x. Από τυχαίο σημείο M(x, y), με x>0, της γραφικής παράστασης  

  της f φέρνουμε ευθείες παράλληλες προς τους άξονες χ'χ και y'y, οι οποίες σχηματίζουν με  

  τους θετικούς ημιάξονες Οχ και Oy ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Να βρείτε τις  

  συντεταγμένες του σημείου Μ, ώστε το εμβαδόν του ορθογωνίου παραλληλογράμμου να  

  γίνεται μέγιστο. 

 

487. Δίνεται η συνάρτηση: 3 223 43
( ) 1

4 4
f x x x x     .Έστω (ε) η εφαπτομένη της γραφικής  

  παράστασης) της f στο σημείο τομής της με τον άξονα y'y.  

  i) Να βρείτε την εξίσωση της (ε). 
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  ii) Θεωρούμε τα σημεία A(l, f(l)) και Β(2, f(2)) της γραφικής παράστασης της f. Να βρείτε  

       σημείο Μ της εφαπτομένης (ε), ώστε το άθροισμα των τετραγώνων των αποστάσεων ΜΑ  

       και MB να είναι ελάχιστο. 

 

488. Δίνεται η συνάρτηση:
2 3 2 5

( ) ( 2)
x x

f x e x
 

    και έστω (ε) η εφαπτομένη της γραφικής  

  παράστασης της f στο σημείο της Α(2, f (2)). 

        i) Να βρείτε την εξίσωση της (ε). 

  ii) Θεωρούμε το σημείο B(l, f(l)) της γραφικής παράστασης της f και ένα σημείο M(x, y) της  

       εφαπτομένης (ε). 

       α) Να εκφράσετε την απόσταση d των σημείων Β και Μ ως συνάρτηση του x. 

       β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Μ, για το οποίο η απόσταση ΒΜ γίνεται  

            ελάχιστη. 

 

489. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αx2 + β, με α, βR. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  

  f στο σημείο της Μ (1, f (1)) έχει εξίσωση y=-2x+ 13. 

i)  Να αποδείξετε ότι α = -1 και β = 12. 

  ii) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες. 

  iii)Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f. Έστω M(x, y), με 0 < x < 2 3 , ένα σημείο  

       της γραφικής παράστασης της f και A, Β οι προβολές του Μ στους άξονες χ'χ, y'y  

       αντίστοιχα. Να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ, ώστε το εμβαδόν του ορθογωνίου ΟΑΜΒ  

       να γίνεται μέγιστο. 

 

490. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = μlnx, με μ  R. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  

  στο σημείο της Μ(2, f (2)) σχηματίζει γωνία 45° με τον άξονα χ'χ. 

  i) Να αποδείξετε ότι μ = 2.  

  ii) Έστω (ε) η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ(α, f (α)),με α<e. 

       α) Να γράψετε την εξίσωση της (ε) με τη βοήθεια του α. 

       β) Να βρείτε το α, ώστε το τρίγωνο που σχηματίζει η εφαπτομένη (ε) με τους άξονες να έχει  

           το μέγιστο εμβαδόν. 

 

Γενικά θέματα 

 

491. Δίνεται η συνάρτηση 
1

( )
x

x
f x

e


  , όπου χ πραγματικός αριθμός. 

        i)   Να υπολογίσετε το 
21

( )
lim

1

x

x

e f x

x 
 . 

        ii)  Να αποδείξετε ότι exf΄(x) = 2-x. 

        iii) Να βρείτε τα ακρότατα της f.  

 

492. Ένα χελιδόνι πετάει και το ύψος του h (σε μέτρα), από το έδαφος, δίνεται σε συνάρτηση με  

  τον χρόνο t (s) από τον τύπο: h(t) = 3t2-6t+5, 0≤ t ≤ 5.Να βρείτε: 

        i) το ύψος στο οποίο το χελιδόνι βρίσκεται τη χρονική στιγμή t = 0, 

       ii)  τον ρυθμό μεταβολής του ύψους h, ως προς t, τη χρονική στιγμή t = 2,  

       iii) σε ποια χρονική στιγμή t0 το ύψος του χελιδονιού από το έδαφος γίνεται ελάχιστο και ποιο  

             είναι τότε το ύψος αυτό.  

 

493. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2x2-αx-8, όπου α R, της οποίας η γραφική παράσταση   

  διέρχεται από το σημείο Α(1,-2). 

        i)  Να αποδείξετε ότι α =- 4. 

        ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο Α. 
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        iii)Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλη στην  

             ευθεία ζ: y = -4x+2011.  

        iv) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

494. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2
( )

1

x
f x

x



 ,x R. 

        i) Να βρείτε το 
0

( )
lim

( )x

xf x

f x


  

        ii) Να προσδιορίσετε το διάστημα στο οποίο η είναι γνησίως φθίνουσα και το διάστημα στο  

             οποίο η f είναι γνησίως αύξουσα.  

        iii) Να βρείτε τα ακρότατα της f.  

        iv) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης τη γραφικής παράστασης της f στο σημείο της    

              Μ(-1,f(-1)). 

 

495. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = 2x3-9x2+αx+β, με α, βR.Η εφαπτομένη της γραφικής  

  παράστασης της f στο σημείο της Μ (3, f (3)) έχει εξίσωση y = 12x-26. 

        i) Να βρείτε τις τιμές των α και β. 

        ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        iii) Να βρείτε το όριο 
3 2

2

( )
lim

2 3 3x

f x

x x



 
 . 

 

496. Δίνεται η συνάρτηση 
2 1

( ) ln
x

f x x
x


  .Να βρείτε: 

        i)   το πεδίο ορισμού της f, 

        ii)  τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες, 

        iii) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο που αυτή τέμνει τον άξονα χ'χ, 

        iv)  το όριο : 
2

21

(2 1) ( )
lim

3 2x

x f x x

x

 

 
  

 

497. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αex + βe-x, με β > 0. 

        i) Να βρείτε την τιμή της παράστασης: A = f΄΄(2012)-f (2012) 

        ii) Αν ισχύει ότι f ΄(x) + f ΄΄x) = 8ex για κάθε x  R και η εφαπτομένη (ε) της γραφικής  

             παράστασης της f στο Μ(0, f (0)) είναι παράλληλη στην ευθεία ζ: y = 2x + 2012, τότε: 

             α) να βρείτε τις τιμές των α και β, 

             β) να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε),  

             γ) να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

498. Δίνεται η συνάρτηση f (x)=x2+βx+γ, με γR. Η ευθεία ε: y =-6x-3 εφάπτεται στη γραφική  

  παράσταση της συνάρτησης f, στο σημείο της N(-2,f(-2)). 

        i) Να βρείτε τις τιμές των β και γ. 

        ii) Να βρείτε το όριο 
1

( )
lim

1x

f x

x x x x   
  

           iii) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f. 

           iv) Θεωρούμε το σημείο Α(4, 0), το σημείο τομής Β της γραφικής παράστασης της f με τον  

                 άξονα χ΄χ και τυχαίο σημείο M(x, y) της γραφικής παράστασης της f, με x > 1. Να βρείτε  

                 τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΜΑΒ, ως προς x, όταν x = 3. 
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499. Δίνεται η συνάρτηση: 31 1
( )

3 3
f x x x a     , με αR  

        i) Να υπολογίσετε το όριο 
1

( )
lim

( ) 3x

f x

f x x



  
 ,  

         ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες η f  

              παρουσιάζει ακρότατα.  

         iii) Αν το τοπικό μέγιστο της f είναι τριπλάσιο από το τοπικό ελάχιστο, να βρείτε: 

               α) την τιμή του α, 

               β) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Μ (2, f (2)). 

 

500. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2
( )

1
f x

x



 ,xR. Να βρείτε:  

  i)   τον ρυθμό μεταβολής της f ως προς x, όταν x = 1, 

        ii)  την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο A(l, f(l)), 

        iii) το όριο
31

( ) ( )
lim

3 2x

f x f x

x x



 
 , 

        iv) τα διαστήματα στα οποία η f είναι γνησίως αύξουσα και αυτά στα οποία είναι γνησίως  

             φθίνουσα,  

         v) τα ακρότατα της f. 

 

501. Δίνεται η συνάρτηση: 
3 2

2
( )

1

x x ax a
f x

x

   



 ,με α R για την οποία ισχύει 

1
lim ( ) 3
x

f x


 . 

        i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

        ii) Να αποδείξετε ότι α = 2. 

        iii) Να απλοποιήσετε τον τύπο της f και να βρείτε το όριο  
21

( )
lim

3 2x

f x

x



 
 

        iv) Να βρείτε τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f που διέρχονται από το σημείο    

             Κ(0,-4). 

 

502. Δίνεται η συνάρτηση 2 1
( ) lnf x x

x
 .  

         i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού Af της f.  

         ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

         iii)Να αποδείξετε ότι 
2

1
ln

2
x

ex
    για κάθε x  Af. 

         iv)Να βρείτε το όριο 
2

( ) 2 ( ) 6
lim

2 2x

f x f x

x

 

 
  

          v) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f ΄ στο σημείο της  

              M(l ,f ΄(l)). 

 

503. Δίνονται οι συναρτήσεις 2 3
( )

2
f x x     και ( ) ln( )g x a x  , με α > 0.  

   i) Να αποδείξετε ότι f ΄(x)g΄(x) = -1 για κάθε x > 0. 

         ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής παράστασης της f στο σημείο  

              της Μ(-1,f(-1)). 

          iii) Αν η ευθεία (ε) του ερωτήματος (ii) εφάπτεται και στη γραφική παράσταση της g, να  

                βρείτε:  

                α) τον αριθμό α, 
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               β) το διάστημα στο οποίο η γραφική παράσταση της g είναι κάτω από τον άξονα χ'χ, 

               γ) το 

4

1

( )
4

lim

( ) 5
4

x

e
f x g

e
f x g



 
   

 

 
  

 

  

 

504. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = lnx+ αx, με α R. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 

        της f στο σημείο της Μ
1 1

,
2 2

f
  

  
  

,σχηματίζει γωνία 45° με τον άξονα χ'χ.  

         i) Να αποδείξετε ότι α = -1. 

         ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

         iii) Αν α > β > 1, να αποδείξετε ότι ln


 

    

         iv) Να βρείτε το 
21

( ) ( ) 1
lim

3 2x

f x f x

x

  

 
. 

 

505. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x-eλx,με  λ > 0.  

        i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f παρουσιάζει μέγιστο. 

        ii) Να βρείτε για ποιον αριθμό λ, το μέγιστο της παίρνει την ελάχιστη τιμή του.  

        iii) Για τον αριθμό λ που βρήκατε στο ερώτημα ii) 

              α) να υπολογίσετε το 
1

( ) ( )
lim

3 1x

f x f x

x x



  
 

              β) να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, που  

                   σχηματίζει γωνία 135° με τον άξονα χ'χ. 
 

506. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = -3e 2αx +7  

        i) Να βρεθούν  οι  τιμές του α για τις οποίες είναι f ΄ (x) – f ΄΄(x) = 0 ,  για κάθε x  

        ii) Να βρεθεί συναρτήσει του α  η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f   

             στο σημείο με τετμημένη  x0 = 0 

         iii)  Για  α>0 να βρείτε τα σημεία τομής Α και Β της εφαπτομένης με τους άξονες  y΄y και χ΄χ  

                αντίστοιχα 

         iv)  Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου  ΑΟΒ που σχηματίζει η   

                εφαπτομένη με τους άξονες  y΄y και χ΄χ  για α = 
1

3
. 

 

507. Δίνεται η συνάρτηση f που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο για την οποία ισχύουν:  

        f(1) = 3 , f ΄(1) = 2 , f ΄΄(1) = -1 . Δίνεται ακόμα η συνάρτηση g(x) = xf(2x-3) + f(3-x) , x  

         i)   Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(1 ,   

               f(1)) 

         ii)  Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης g   

         iii) Να δείξετε g(2) = 9 και g΄(2) = 9 
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         iv)  Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της g στο σημείο 

               Β(2,g(2)) 

          v)  Να βρείτε τον αριθμό λ   ώστε (λ+3)g΄΄(2) + g΄(2) = λ2+4 

 

508.  Έστω η συνάρτηση  f(x) = αx3 – 3βx2 + 24x -2 .  Nα βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί α , β  

   ώστε η συνάρτηση να έχει ακρότατα στα σημεία  x=2 και x=4. Να μελετήσετε την συνάρτηση  

   ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα 

 

509. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2x3+4x-2 

    i) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο .  

    ii) Να βρείτε το σημείο της  Cf  στο οποίο η εφαπτομένη  έχει τον ελάχιστο συντελεστή   

         διεύθυνσης.  

     iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο του προηγούμενου  ερωτήματος.  

     iv) Να υπολογίσετε το 
21

( ) 4
lim

2 3 1x

f x

x x



 
 

  

510. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 4 - 3x2 + x3 

        i) Να βρείτε σημείο Μ της C
f  

ώστε η εφαπτομένη της (ε) στο Μ να είναι παράλληλη στην  

            ευθεία (η): 3x+y-4=0. Στη συνέχεια βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε).  

    ii) Να υπολογίσετε το 
1

( ) (1)
lim

( ) (1)x

f x f

f x f

 


                 

    iii) Για ποιες τιμές του x  είναι f ΄(x)0 ; 

    iv) Αν g(x)=lnf ΄(x), να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να τη μελετήσετε (μονοτονία και  

          ακρότατα).  

 

511. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = x3 − 6x2 + 9x − 4 

    i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f , την f ′( x) και την f ′′( x) . 

    ii) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

    iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής. παράστασης της f ′ που διέρχεται  

          από το σημείο A(1, −3). 

    iv) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων της γραφικής παράστασης της  f  που είναι  

          παράλληλες προς την ευθεία  y = 9x +11 

      v) Να βρείτε σε ποιο σημείο της Cf  η εφαπτομένη δέχεται τον ελάχιστο συντελεστή  

           διεύθυνσης. 

      vi)  Να υπολογίσετε το 
21

( )
lim

2 1x

f x

x x  
 

      vii) Να υπολογίσετε το ρυθμό μεταβολής της f (x) ως προς x όταν x =1. 
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512. Α.  Δίνεται η συνάρτηση   φ(t) = 2t + μ,    t,   όπου    η  παράμετρος   μ   είναι ένας   

        πραγματικός αριθμός.  

              Μια επιχείρηση έχει έσοδα Ε(t) που δίνονται σε εκατομμύρια ευρώ ,με τον τύπο:    

              E(t) = (t-1) φ(t),   t0,      όπου t συμβολίζει το χρόνο σε έτη. Το κόστος λειτουργίας Κ(t),  

              της επιχείρησης δίνεται, επίσης σε  εκατομμύρια ευρώ, σύμφωνα με τον τύπο:  

              Κ(t) = φ(t+4),  t0. 

              i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση κέρδους P(t) είναι  P(t) = 2t2+(μ-4)t-2μ-8  ,   t0 . 

              ii)  Υποθέτουμε ότι κατά το πρώτο έτος λειτουργίας η επιχείρη παρουσίασε ζημιά δώδεκα  

                    εκατομμύρια ευρώ. 

α)  Nα αποδείξετε ότι η συνάρτηση κέρδους Ρ(t), είναι   P(t) = 2(t2-t-6)  , t0 . 

β)  Να βρείτε ποια χρονική στιγμή θα αρχίσει η επιχείρηση να παρουσιάζει κέρδη. 

γ)   Να βρείτε ποιος θα είναι ο ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης κέρδους στο τέλος    

       του δεύτερου έτους. 

        Β.   Εξαιτίας  σημαντικών διεθνών οικονομικών αλλαγών, η συνάρτηση κέρδους της  

               παραπάνω επιχείρησης,  πήρε την μορφή  
2

ln( 1)
( )

( 1)

t
P t

t





  ,     0t   .   Να βρείτε: 

               i) την χρονική στιγμή, που η επιχείρηση θα παρουσιάσει μέγιστο κέρδος       

               ii) το μέγιστο αυτό κέρδος  

 

513. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx(x2+x-1)-β με α,βR. Αν η εφαπτόμενη της γραφικής   

  παράστασης της f στο σημείο Α(1,-4) έχει συντελεστή διεύθυνσης 4, τότε:  

        i)   Να αποδείξετε ότι α=1 και β=5            

        ii)  Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ακρότατα της f. 

        iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της καμπύλης της f που είναι παράλληλη στην   

              ευθεία x+y+2=0. 

514. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=2x2 , g(x)=
16

x
  και το σημείο  Β(0,-α(α+3)2) με α<0.  

  i)  Να βρείτε το σημείο τομής Α των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g. 

        ii)  Να εκφράσετε το εμβαδό Ε του τριγώνου ΟΑΒ    (Ο η αρχή των αξόνων)  ως συνάρτηση  

              του α. 

        iii)  Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Ε ως προς α. 

        iv) Να βρείτε τις συντεταγμένες του Β ώστε ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού Ε ως προς α να  

              γίνεται μέγιστος. 
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515. Δίνεται η συνάρτηση 
2

2 ln 2ln 1
( )

x x x x
f x

x x

   



. 

         i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού.                      ii) Να υπολογίσετε το όριο 
1

lim ( )
x

f x


. 

         iii) Να βρείτε την τιμή του αR ώστε η συνάρτηση g(x)= 
2

( )        ,  αν  0 x 1

3  ,  αν  x 1

f x



 

  

  να είναι   

                συνεχής στο x=1. 

516. H θέση ενός κινητού που κινείται σε ευθεία δίνεται κάθε χρονική στιγμή από την συνάρτηση  

  θέσης  x(t) = t3 - 6t2 + 9t - 4   με  t[0 , 5]  (t σε  min)     

         i)   Να βρείτε την θέση του κινητού τη χρονική στιγμή t=0 

         ii)  Nα βρείτε την ταχύτητα του κινητού κάθε χρονική στιγμή, καθώς και την επιτάχυνσή του 

         iii) Να βρείτε ποιες χρονικές στιγμές αλλάζει η φορά κίνησης του κινητού 

         iv)  Ποια χρονικά διαστήματα το κινητό κινείται προς τα δεξιά  και ποια προς τα αριστερά; 

          v)  Να βρείτε το συνολικό διάστημα που διένυσε το κινητό τα πρώτα 5 λεπτά της κίνησής  

               του 

         vi)  Nα βρείτε την μέση ταχύτητα του κινητού τα πρώτα 5 λεπτά της κίνησής του 

        vii)  Σε ποιες χρονικές στιγμές η ταχύτητα του κινητού θα έχει μέτρο 9; 

       viii)  Τι δείχνει η τιμή  | x(5) – x(0) | ; 

 

517. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η  γραφική  

  παράσταση της παραγώγου f ΄(x) μιας  

  συνάρτησης f.                                                                                   

  Αν η καμπύλη της f διέρχεται από τα  

  σημεία Κ(0, 3), Λ(2, - 1) τότε:                                                                                                                                                                                                  

        i)  να βρεθούν τα διαστήματα μονοτονίας  

             της f.                                                                                 

        ii) να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της f.                                                                                      

        iii) να συγκριθούν οι αριθμοί 
1

( )
2008

f  και    

       
2012

( )
2010

f  

 

518. Δίνεται η συνάρτηση ( )
a x

f x
x

  ,με α  R ,της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται 

        από το σημείο 
1

,6
9

 
  
 

 . 

        i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f.  

        ii)  Να βρείτε τον αριθμό α. 

        iii) Να αποδείξετε ότι 
( )

( )
2

f x
f x

x
    και ότι η f δεν έχει ακρότατα.  

        iv) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της f ΄(x), ως προς x, όταν x = 4.  

         v) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, που είναι  

              παράλληλη στην ευθεία ζ: y =-8x+2011. 
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519. Δίνεται η συνάρτηση 2( ) 9f x x   . 

        i)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

        ii)  να βρείτε το 
2

3 20

( ) ( ) ( )
lim
x

f x f x f x

x x




. 

        iii) Θεωρούμε τον x0 R για τον οποίο ισχύει : 0 0

0

7
8 ( ) ( )

( )
f x f x

f x
     . Να βρείτε 

              α) τον αριθμό x0.  

              β) την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  στο σημείο της Μ (x0 ,f(x0)). 

 

520. Δίνεται η συνάρτηση ( )
1

x

ax

e
f x

e



 , με α  R, της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται 

        το σημείο 
2

ln 2,
5

K
 
 
 

 . 

        i)  Να βρείτε την τιμή του α.  

        ii) Nα αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι άρτια,  

        iii) Nα μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        iv) Nα βρείτε το 
0

( )
lim

1
xx

f x

e




  

 

521. Δίνεται η συνάρτηση f (x)=αx + βlnx, με α  R, της οποίας η γραφική παράσταση στο σημείο   

  της Μ(1, 1) δέχεται οριζόντια εφαπτομένη. 

        i)  Να βρείτε τις τιμές των α και β. 

        ii) Nα αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο, το οποίο και να βρείτε. 

        iii) Θεωρούμε τη συνάρτηση 
ln

( )
( )

x
g x

f x
   

              α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της g. 

              β) Να μελετήσετε τη g ως προς τη μονοτονία.  

              γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της g στο σημείο  

                  τομής της με τον άξονα χ'χ. 

 

522. Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = α(x +1)3-2x, με α  R .Η εφαπτομένη (ε) της γραφικής  

  παράστασης της f σημείο της K(l, f (1)) σχηματίζει με τον άξονα χ΄χ  γωνία ω για την οποία  

  ισχύει συνω =
1

17
 . 

        i) Να βρείτε τον αριθμό α. 

        ii) Nα βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε).  

i) Έστω M(x, y) ένα σημείο της (ε). 

              α) Να εκφράσετε την απόσταση d του σημείου Μ από την αρχή των αξόνων Ο, ως  

                   συνάρτηση του x. 

              β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Μ για το οποίο η απόσταση ΟΜ γίνεται  

                   ελάχιστη. 

 

523. Δίνεται η συνάρτηση: 
2

2
( ) ln( 1)

2

x
f x x   .  

        i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

        ii) Αν α > β > 1, να αποδείξετε ότι: 
2 2 2

2

1
ln

2 1

  



 



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        iii) Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = f ΄(x)-x+λ, με λ  R. 

              α) Να μελετήσετε τη g ως προς τη μονοτονία. 

              β) Να προσδιορίσετε τις θέσεις και το είδος των τοπικών ακροτάτων της g. 

              γ) Να βρείτε τον αριθμό λ, αν το τοπικό μέγιστο της g είναι διπλάσιο από το τοπικό  

                   ελάχιστο της g. 

 

524. Δίνεται η συνάρτηση 2( ) 1f x x x    . 

  i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Af της f. 

        ii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τον άξονα χ'χ.  

        iii) Να αποδείξετε ότι 2( ) 1 ( )f x x f x      για κάθε xAf. 

        iv) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία,  

         v) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f, που είναι παράλληλη στη  

              διχοτόμο της 1ης και της 3ης γωνίας των αξόνων.  

        vi) Να βρείτε το 
0

( ) 1
lim

4 2x

f x x

x x x

 

 
  

 

525. Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = α(1 +lnx) –βx ,όπου α, β > 0 σταθεροί πραγματικοί αριθμοί,  

        i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f παρουσιάζει ολικό μέγιστο, του οποίου να εκφράσετε τη  

            θέση και την τιμή συναρτήσει των α και β. 

        ii) Αν η f παρουσιάζει για 
1

x
e

   ολικό μέγιστο ίσο με -3, τότε: 

             α) να βρείτε τις τιμές των α και β, 

             β) να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της  

                 Ν (1, f (1)) διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

526. Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = x - ln(ex + λ), με λ>0 της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται   

  από το σημείο 
3

ln 3, ln
4

K
 
 
 

  

        i)   Να βρείτε τον αριθμό λ. 

        ii)  Να αποδείξετε ότι f (x) -f (-x) = x για κάθε x   R. 

        iii) Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα.  

        iv) Για κάθε α, β  R, με α < β, να αποδείξετε ότι:
1

ln
1

ae

e
 


 


  

         v) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, που είναι  

              παράλληλη στην ευθεία ζ: 
2011

2

x
y


     . 

 

527. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3- 3x2. 

        i) Να βρείτε σε ποιο σημείο Μ της γραφικής παράστασης της f η εφαπτομένη της έχει τον  

            ελάχιστο συντελεστή διεύθυνσης. 

        ii) Έστω Μ το σημείο που βρήκατε στο ερώτημα (i) και (ε) η εφαπτομένη της γραφικής  

             παράστασης της f στο Μ. Θεωρούμε και το σημείο Κ(-13, 0). 

             α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) 

             β) Να αποδείξετε ότι η απόσταση d ενός σημείου A(x, y) της (ε) από το σημείο Κ δίνεται  

                 από τη σχέση: 2( ) 10 20 170d x x x     

              γ) Να βρείτε για ποια τιμή του x, η παραπάνω απόσταση d γίνεται ελάχιστη, καθώς και  

                   ποια είναι η ελάχιστη αυτή απόσταση.  


