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2022 – 2023  

1o Επαναληπτικό διαγώνισμα διάρκειας  

3 ωρών στις συναρτήσεις 

Θέμα Α 

Α1. Έστω η συνάρτηση f :A  με Α μη κενό υποσύνολο του . Αν η f είναι 1-1 συνάρτηση πως   

       ορίζεται η αντίστροφη 1f   και τι γνωρίζεται για τις γραφικές τους παραστάσεις; 

7 μονάδες 

A2. Τι ονομάζεται σύνολο τιμών μίας συνάρτησης f :A  με Α μη κενό υποσύνολο του ; 

3 μονάδες 

Α3. Να χαρακτηρίσετε κάθε μία από τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, δίπλα  

       στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος  

       αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

       α) Το μηδέν μπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f x x



   με ,    . 

       β) Η γραφική παράσταση της    2g x ln e x  προκύπτει με μετατόπιση της γραφικής παράστασης  

           της  
x

f x ln
e

  κατά τρεις μονάδες προς τα πάνω. 

      γ) Έστω οι συναρτήσεις f και g με πεδία ορισμού τα fD  και gD  αντίστοιχα. Για να ορίζεται η  

          συνάρτηση    f x g x  πρέπει μόνον  g x 0 . 

      δ) Για κάθε συνάρτηση f με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, η οποία δεν παρουσιάζει στο 0x A   

          ολικό ελάχιστο, υπάρχει 
1x A  τέτοιο ώστε    1 0f x f x  . 

      ε) Μία συνάρτηση f με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α , είναι 1-1 αν και μόνον αν για κάθε 1 2x ,x    

          με 1 2x x  ισχύει    1 2f x f x . 

2 5 10   μονάδες 

 

Α4. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας  

       συνάρτησης f. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που  

       ακολουθούν ως Σωστές (Σ) ή Λάθος (Λ). 

       α) H f είναι 1-1.  

       β)  1f 2 4   

       γ)  1f 5 3   

       δ)   1f f 2 4   

       ε)  1f x x   . 

 

 

5 μονάδες 

 

Θέμα Β 

Δίνεται η συνάρτηση f :   με   2f x x x , x  . 

Β1. Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της f. 

6 μονάδες 

Β2. Χωρίς χρήση της γραφικής παράστασης να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και να βρείτε τα  

      ακρότατα και τις θέσεις αν υπάρχουν. 

7 μονάδες 
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Β3. Αν  
x , x 0

g x
2x 1 , x 0








 
  να ορίσετε την σύνθεση της f με την g. 

6 μονάδες. 

Β4. Έστω συνάρτηση  h : 0,   για την οποία ορίζεται η f h  στο  0, . Αν η f h  είναι  

      γνησίως αύξουσα να αποδείξετε ότι η h είναι γνησίως αύξουσα. 

6 μονάδες 

 

Θέμα Γ 

Δίνονται οι συναρτήσεις    f x ln x x 1      και      2g x ln 2x x ln x     . 

Γ1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων f,g. 

4 μονάδες 

Γ2. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f,g δεν είναι ίσες και να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του  στο  

      οποίο είναι ίσες. 

5 μονάδες 

Γ3. Να αποδείξετε ότι η g αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 

5 μονάδες 

Γ4. Να λύσετε την εξίσωση        1 4 1 2 2 4g x 1 g 2x 1 g 2x 1 g x 1        . 

6 μονάδες 

Γ5. Να βρείτε την συνάρτηση k, για την οποία ισχύει ότι   1 xk g x 1 e   . 

5 μονάδες 
 

Θέμα Δ 

Δίνεται συνάρτηση  f : 1,   για την οποία ισχύει ότι    f x x f 2   για κάθε x 1 . 

Δ1. Να αποδείξετε ότι  f x x 1  . 

7 μονάδες 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την 1f  . 

5 μονάδες 

Δ3. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των f και 1f  . 

5 μονάδες 

Δ4. Για κάθε x 0  θεωρούμε τα σημεία Α   1x,f x
, Β   1f x , x

των γραφικών παραστάσεων των  

      συναρτήσεων 1f  και f αντίστοιχα. Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση των σημείων A και Β καθώς  

      και τα σημεία για τα οποία η απόσταση γίνεται ελάχιστη. 

8 μονάδες 

 

 

Ευχόμαστε κάθε επιτυχία! 

Στέλιος Μιχαήλογλου – Νίκος Τούντας 
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Λύσεις 

Θέμα Α 

Α1. Έστω μια συνάρτηση f :A . Αν υποθέσουμε ότι αυτή είναι 1 1 , τότε για κάθε στοιχείο y του 

συνόλου τιμών,  f  , της  f  υπάρχει μοναδικό στοιχείο x του πεδίου ορισμού της Α για το οποίο ισχύει 

 f x y . Επομένως ορίζεται μια συνάρτηση   g : f A   με την οποία κάθε y f (A)  αντιστοιχίζεται 

στο μοναδικό x A  για το οποίο ισχύει f (x) y . 

Από τον τρόπο που ορίστηκε η g προκύπτει ότι: 

— έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών f (A)  της  f, 

— έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού Α της  f  και  

— ισχύει η ισοδυναμία: f (x) y g(y) x   . 

Αυτό σημαίνει ότι, αν η  f  αντιστοιχίζει το x στο y, τότε η g 

αντιστοιχίζει το y στο x και αντιστρόφως. Δηλαδή η g είναι η 

αντίστροφη διαδικασία της  f. Για το λόγο αυτό η g λέγεται αντίστροφη 

συνάρτηση της  f  και συμβολίζεται με 1f  . Επομένως έχουμε 
1f (x) y f (y) x    

οπότε                   1f f x x, x A          και          1f f y y, y f A   . 

 

Οι γραφικές παραστάσεις δύο αντίστροφων συναρτήσεων είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y x . 

 

Α2. Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της f σε όλα τα x A , λέγεται σύνολο τιμών της f και 

συμβολίζεται με  f A . Είναι δηλαδή:      f A y / y f x ,x A    

Α3. α) Λάθος     β) Σωστό     γ) Λάθος     δ) Σωστό     ε) Λάθος 

Α4. α) Σωστό     β) Λάθος     γ) Σωστό     δ) Λάθος     ε) Σωστό 

 

Θέμα Β 

Β1.  
3

2

3

x , x 0
f x x x

x , x 0






 




 . Για x 0  η γραφική παράσταση της f είναι 

συμμετρική ως προς τον άξονα x΄x με την 3y x . 

 

B2. Για κάθε 1 2x x 0   είναι    3 3 3 3

1 2 1 2 1 2x x x x f x f x        άρα η f 

είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 . 

Για κάθε 1 20 x x   είναι    3 3

1 2 1 2x x f x f x    άρα η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο  ,0 . 

Είναι      2x x 0 f x 0 f x f 0      για κάθε x  άρα η f παρουσιάζει 

ολικό ελάχιστο για x 0  το  f 0 0 . 

Είναι    f x 0 1  και αν x 0  τότε   31 x 0 x 0      ενώ αν x 0  τότε   31 x 0 x 0    . 

Άρα η f παρουσιάζει ακρότατο μόνο για x 0 . 

 

 

 g 

 f 

 f(A)  A 

 y=f(x)  g(y)=x 
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B3. Αν   2f x x x , x   και  g x x , x 0   τότε η g f  για να ορίζεται πρέπει: 

  2

xx

f x 0 x x 0 ύ







  




 

 


 

 άρα τότε δεν ορίζεται η g f . 

 

Αν   2f x x x , x   και  g x 2x 1 , x 0    τότε η g f  για να ορίζεται πρέπει: 

  2

xx
x

f x 0 x x 0 ύ ά x




  


   

 
 

  
 άρα για κάθε x  είναι 

       
3

2

3

2x 1 , x 0
g f x g f x 2f x 1 2 x x 1

2x 1 , x 0





  
     

 
 

 

B4. Για κάθε  1 2x ,x 0,   με 1 2x x  είναι      
 

   
f 0,

1 2 1 2f h x f h x h x h x


  
1

 άρα η h είναι 

γνησίως αύξουσα στο  0, . 

 

Θέμα Γ 

Γ1. Για το πεδίο ορισμού της f πρέπει  x x 1 0 x 1 x 1           

Αν x 0 x 0     τότε η (1) είναι αδύνατη. 

Αν x 0 x 0     τότε      
2 2 21 x 1 x x      22x 1 x  

1
x

2
   

Άρα η f έχει πεδίο ορισμού το 
f

1
D ,  

2

 
   
 

. 

Για το πεδίο ορισμού της g πρέπει:    2 1
2x x 0 x 2x 1 0 x , 0,

2

 
           

 
                    

και  x 0 x 0    .   Άρα η g έχει πεδίο ορισμού το 
g

1
D ,  

2

 
   
 

. 

Γ2. Για –x 1 0 x 1     είναι    f x ln x x 1 ln1 0       

Για 
1

x 1 0 1 x
2

        είναι      f x ln x x 1 ln 2x 1        

Άρα  
 1

f

0 , x 1

1
ln 2x , 1 x

2

x







 

   






 . 

Για 
1

x
2

   είναι        
2

2 2x x
g x ln 2x x ln x ln ln 2x 1

x

 
        

 
 

Η g και η f έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού όμως όπως φαίνεται παραπάνω δεν ισχύει    f x g x  για κάθε 

g f

1
x D D ,  

2

 
    

 
  άρα δεν είναι ίσες.  
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Όμως για 
1

1 x
2

      είναι    f x g x  αφού    f g1 01     άρα το ευρύτερο υποσύνολο του  

στο όποιο είναι ίσες είναι το 
1

1,  
2

 
  
 

.  

Γ3. Για κάθε 
1 2

1
x ,x ,  

2

 
   
 

 με
1 2 1 2 1 2x x 2x 2x 2x 1 2x 1        

       1 1 22ln 2x 1 ln 2 g xx gx1         άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα άρα 1-1 άρα 

αντιστρέφεται. 

Είναι    
yy

y e 1
y g x y ln 2x 1   e 2x 1 x ,y

2

 
              

Πρέπει 
y

y y 0
1 e 1 1

x e 1 1 e
2 2 2


           ισχύει. 

Άρα  
x

1 e 1
g x   ,x

2

 
   . 

Γ4.        1 4 1 2 2 4g x 1 g 2x 1 g 2x 1 g x 1          

       1 4 4 1 2 2g x 1 g x 1 g 2x 1 g 2x 1           

Πρέπει  

4 4

4 4

2 2

1 1
x 1 x x

1 12 2 2 2
x

2 21 1 1 1
2x 1 x x

2 4 2

1 1

2


        

   
         


 γιατί 
4

1 1

2 2
   

(Πράγματι 4

4

1 1
2 2 2 16

2 2
     ) 

Θέτω την συνάρτηση      1 1
ν x g x g x , x

2

     

Για κάθε 
1 2

1
x ,x ,

2

 
   
 

 με 1 2x x  έχουμε    1 2g x g x . 

Για κάθε 
1 2

1
x ,x ,

2

 
   
 

 με          
g

1 1 1 1

1 2 1 2 1 2x x g g x g g x g x g x       
2

 

Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε:    1 2

1
, :1 1

2
x x

 
        

 
2  

 

           1 4 4 1 2 2 4 2g x 1 g x 1 g 2x 1 g 2x 1 ν x 1 ν 2x 1            
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1 1

4 2 4 2 2 2x 1 2x 1 x 2x 0 x 0

x 0

x 2

x 2

x 2





         





 

 



 

Επειδή όμως  
1 1

x
2 2

    δεκτή λύση είναι μόνον η x 0 . 

Γ5.   1 xk g x 1 e     και   
x

1 e 1
g x

2

 
   

x
xe 1

k 1 e
2

 
   
 

      ΘΕΤΩ 
xe 1

y 0
2


    άρα xe 1 2y    

Άρα  k y 2y , y 0   .  Άρα  k x 2x   ,x 0    

 

Θέμα Δ 

Δ1. Για x = 2 είναι            2 2f 2 2 f 2 f 2 2 f 2 f 2 f 2 2 0          

Η τελευταία είναι εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες το 1 και το -2, άρα    f 2 1 ή f 2 2   . 

Όμως για κάθε x 1  είναι    f x x f 2 0    οπότε και  f 2 0 , άρα  f 2 1 . 

Επομένως  f x x 1  . 

 

Δ2. Για κάθε 1 21 x x   είναι      1 2 1 2 1 2x 1 x 1 x 1 x 1 f x f x f 1,          1 , άρα η f 

είναι 1-1 και αντιστρέφεται.  f x y x 1 y     

Για y 0 είναι 2 2x 1 y x y 1     . 

Είναι 2 2x 1 y 1 1 y 0       ισχύει, άρα  1 2f y y 1, y 0    , οπότε  1 2f x x 1, x 0    . 

 

Δ3. Η γραφική παράσταση της f προκύπτει από οριζόντια 

μετατόπιση της y x  κατά 1 θέση δεξιά. 

Η γραφική παράσταση της 1f  , αποτελείται από το τμήμα της 
2y x με x 0 που έχει μεταφερθεί μια θέση επάνω. 

 

Δ4. Έστω  Α x, y με 2y x 1, x 0    σημείο της 1f
C  , τότε το 

συμμετρικό του  Β y,x  ως προς την y = x είναι σημείο της fC .  

Η ελάχιστη απόσταση των γραφικών παραστάσεων των f και 
1f   ισοδυναμεί με την ελάχιστη τιμή της απόστασης ΑΒ . 

Είναι  

       
2 2 2

d ΑΒ y x x y 2 y x 2 y x         

22 x 1 x    

2 2

2 2 21 1 1 1 1 3 1 3
d 2 x x 1 2 x 2 x 1 2 x 2 x 1 2 x 2 x

2 2 4 4 2 4 2 4

    
                      

     

Για κάθε x 0  είναι 

2 2 2
1 1 3 3 1 3 3 3 2

x 0 x 2 x 2 d
2 2 4 4 2 4 4 4
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Άρα η ελάχιστη απόσταση των γραφικών παραστάσεων των f και 1f  είναι 
3 2

4
 όταν  

2
1 1 1

x 0 x 0 x
2 2 2

 
       

 
. Τότε 

2
1 5

y 1
2 4

 
   
 

, οπότε τα σημεία που δίνουν την ελάχιστη  

απόσταση είναι τα 
1 5 5 1

Α , και Β ,
2 4 4 2

   
   
   

. 
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