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Πωο απνδεηθλύω όηη ε 

εμίζωζε  έρεη: 

ην πνιύ 1 ξίδα 

ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην (α,β) 

αθξηβώο κία ξίδα ζην (α,β) 

αθξηβώο κία ξίδα 

1νο ηξόπνο: Απνδεηθλύω όηη ε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε. 

2νο ηξόπνο: Υπνζέηω όηη ε f έρεη δύν ξίδεο  θαη κε          

                    ζεώξεκα Rolle ζην  θαηαιήγνπκε ζε άηνπν. 

1νο ηξόπνο: Εθαξκόδω ην Θεώξεκα Bolzano γηα ηελ f ζην [α,β]. 

2νο ηξόπνο: Θεωξώ ηε ζπλάξηεζε F(x) κε F΄(x)=f(x) (ηελ παξάγνπζα ηεο f) 

                      θαη εθαξκόδω ζεώξεκα Rolle ζην [α,β]. 

Απνδεηθλύω όηη ε f έρεη ηαπηόρξνλα ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα θαη ην πνιύ 1 ξίδα. 

1νο ηξόπνο: Βξίζθω πξνθαλή ξίδα ηεο f θαη ζηε ζπλέρεηα   

                    απνδεηθλύω όηη ε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε. 

2νο ηξόπνο: Βξίζθω ην Σύλνιν ηηκώλ ηεο f. Αλ ην κεδέλ πεξηέρεηαη  

                     κόλν κηα θνξά ζην Σύλνιν Τηκώλ, ηόηε ππάξρεη κνλαδηθό  

                      ηέηνην, ώζηε   

Πωρ βπίσκω το πλήθορ των λύσεων τηρ εξίσωσηρ ; 

Βξίζθω ην Σύλνιν Τηκώλ ηεο f. Σε όζα δηαζηήκαηα ηνπ Σπλόινπ ηηκώλ πεξηέρεηαη ην κεδέλ ηόζεο ξίδεο έρεη θαη ε εμίζωζε. 

Στέλιορ Μισαήλογλος 

ην πνιύ θ ξίδεο 

Υπνζέηω όηη ε f έρεη θ+1 ξίδεο θαη κε εθαξκόδνληαο 

δηαδνρηθά ζεωξήκαηα Rolle πξνθύπηεη άηνπν. 

Πωρ Λύνω την εξίσωση ; 

Αλ δελ ιύλεηε κε γλώζεηο κέρξη ηελ Β΄ Λπθείνπ ηόηε βξίζθω πξνθαλή ξίδα θαη ζηε ζπλέρεηα απνδεηθλύω όηη ε f είλαη 

γλεζίωο κνλόηνλε. 
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Τν πνιύ θ ξίδεο 

Λύζε 
 

 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   4 3 2f x x 2x 6x x 1     , 

ε νπνία ππνζέηνπκε όηη έρεη 3 δηαθνξεηηθέο  

πξαγκαηηθέο ξίδεο 1 2 3, ,    κε 1 2 3   , δειαδή  

     1 2 3f f f 0      . 

Η f είλαη ζπλερήο  ζην  ωο πνιπωλπκηθή θαη  

παξαγωγίζηκε κε   3 2f x 4x 6x 12x 1     .   

Σύκθωλα κε ην Θ. Rolle ππάξρνπλ  1 1 2,    ,  2 2 3,     ηέηνηα ώζηε,

   1 2f 0 f     .  Η f   είλαη ζπλερήο  1 2,  θαη παξαγωγίζηκε ζην  1 2,   κε 

  2f x 12x 12x 12     Σύκθωλα κε ην ζ. Rolle ππάξρεη   1 2,   ηέηνην, ώζηε: 

  2 2f 0 12 12 12 0 1 0           , άηνπν, γηαηί 3 0    . Άξα, ε αξρηθή 

εμίζωζε έρεη ην πνιύ 2 ξίδεο 

 

 

Τν πνιύ 1 ξίδα 
 

2. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 

3
x

lnx 6
3

   έρεη ην πνιύ κία ξίδα ζην 

        δηάζηεκα  1,2 .

Λύζε 
 

Είλαη 
3 3x x

ln x 6 ln x 6 0
3 3

      .  

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
3x

f x ln x 6
3

   . 

α΄ τρόπος (Μονοτονία) 

Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0, , άξα θαη ζην  1,2  κε   21
f x x 0

x
    . 

Οπόηε ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  1,2 , άξα ε εμίζωζε  f x 0  ζα έρεη ην πνιύ κία 

ξίδα ζην  1,2 . 

 

β΄ τρόπος (Rolle – άτοπο) 

Έζηω όηη ε f έρεη δύν ξίδεο  1 2, 1,2    κε 1 2   . Η f είλαη ζπλερήο ζην  1 2,  , 

παξαγωγίζηκε ζην  1 2,   κε  
3

21 1 x
f x x

x 3


     θαη    1 2f f 0    . 

Οπόηε, ιόγω ηνπ Θ. Rolle ζα ππάξρεη    1 2, 1,2     ηέηνην, ώζηε 

 
31

f 0 0
3

 
     

3 1 0    3 1     1 1,2    , άηνπν. 

Άξα ε f έρεη ην πνιύ κία ξίδα ζην  1,2 . 

1. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 4 3 2x 2x 6x x 1     έρεη ην πνιύ δύν  

1.  πξαγκαηηθέο ξίδεο.

                    .         

                    

μ       
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3. Δίλεηαη ε δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :   γηα ηελ νπνία 

 ηζρύεη:    f x f x 0  γηα θάζε x . Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε  f x 0     

2.  έρεη ην πνιύ κία ξίδα ζην .

Λύζε 
 

Έζηω όηη ε εμίζωζε  f x 0   έρεη 2 ξίδεο 1 2,   κε 1 2   . Γηα ηελ f εθαξκόδεηαη ην 

ζ.Rolle ζην  1 2,  , νπόηε ππάξρεη  1 2,   ηέηνην, ώζηε   f 0   . 

Γηα x    ε ζρέζε    f x f x 0  γίλεηαη    f f 0 0 0     πνπ είλαη άηνπν, άξα ε 

εμίζωζε  f x 0   δελ έρεη δύν ξίδεο θαη έρεη ην πνιύ κία πξαγκαηηθή ξίδα. 

 

 

ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  α,β  

 

4. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 
x

2x x e x   έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην 

δηάζηεκα 0,
2

 
 
 

. 

Λύζε 

 

Είλαη 
x x2x x e x 2x x e x 0        .  

Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε   xf x 2x x e x    , ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην 0,
2

 
 
 

, ωο 

πξάμε ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ.  

Είλαη   0f 0 2 0 e 0 1 0       θαη 2f 2 e 0
2 2 2 2


    

        
 

, 

δειαδή  f 0 f 0
2

 
 

 
, άξα, ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη 0x 0,

2

 
 
 

    ηέηνην 

ώζηε:   0x

0 0 0 0f x 0 2x x e x 0      , δειαδή ην 
0 x  είλαη ξίδα ηεο εμίζωζεο 

x2x x e x   . 

 

 

5. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε: 
3 2 24x 3 x 3 9x 6 x 2 x         , ,  ,   

3.    έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  0,3 .  

Λύζε 
 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε      4 3 2F x x 3 x 3 x 3 x       ,  x 0,3  πνπ είλαη κηα 

αξρηθή ηεο f ζην  0,3 . Η F είλαη ζπλερήο ζην  0,3  ωο πνιπωλπκηθή θαη παξαγωγίζηκε ζην 

 0,3  κε:        3 2F x f x 4x 3 3 x 2 3 x 3         . 

Είλαη  F 0 0  θαη      F 3 81 27 3 9 3 9 0        , δειαδή    F 0 F 3 , 

 νπόηε, από ην ζ. Rolle ππάξρεη:  0,3  ηέηνην, ώζηε    F 0 f 0       

δειαδή ε εμίζωζε  ξίδα ηεο εμίζωζεο    3 24x 3 3 x 2 3 x 3 0        έρεη 

ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην  0,3 . 
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Μνλαδηθή ξίδα ζην  ,   

 

6. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 4 3 2x x 20x 28 0     έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην 

δηάζηεκα  1,2 .

Λύζε 
 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   4 3 2f x x x 20x 28    , ε νπνία είλαη ζπλερήο θαη 

παξαγωγίζηκε ζε όιν ην , άξα θαη ζην δηάζηεκα  1,2 . 

Είλαη  f 1 6 0    θαη  f 2 76 0  , νπόηε    f 1 f 2 0 .  

Σύκθωλα κε ην Θ. Bolzano, ζα ππάξρεη  0x 1,2  ηέηνην, ώζηε  0f x 0 , δειαδή 0x  ξίδα 

ηεο εμίζωζεο. Είλαη   3 2f x 4x 3x 40x      2x 4x 3x 40 0   , όηαλ  x 1,2 . Άξα ε f 

είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  1,2 , νπόηε ε ξίδα 0x  πνπ βξήθακε πξνεγνπκέλωο είλαη 

κνλαδηθή. 

 

7. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 3 2
6x 3x 5x 3 0     έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην  

4.         δηάζηεκα  0,1 . 

Λύζε 
Ύπαξμε 

Έζηω   3 2f x 6x 3x 5x 3    ,  x 0,1 . Αξρηθά ζα απνδείμνπκε όηη ε f έρεη ηνπιάρηζηνλ 

κία ξίδα ζην  0,1 . 

 

1
ος 

τρόπος 

Γηα ην ιόγν απηό εμεηάδνπκε αλ ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζ. Bolzano. 

Είλαη  f 0 3 0    θαη  f 1 5 0  . Δειαδή    f 0 f 1 0 , νπόηε επεηδή ε f είλαη ζπλερήο 

ζην  0,1 , ε εμίζωζε  f x 0  έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην  0,1 .  

 

2
ος 

τρόπος 

Τν ίδην όκωο ζα κπνξνύζακε λα ην απνδείμνπκε θαη κε ην ζ. Rolle. Θεωξνύκε ηελ αξρηθή 

ζπλάξηεζε F ηεο f.  Είλαη:   4 3 26 5
F x x x x 3x

4 2
    ,  x 0,1 . 

Η F είλαη ζπλερήο ζην  0,1  θαη παξαγωγίζηκε ζην  0,1  κε

   3 2F x 6x 3x 5x 3 f x      . Επίζεο  F 0 0  θαη  
6 5

F 1 1 3 0
4 2

     , δειαδή 

   F 0 F 1 , νπόηε ε εμίζωζε    F x 0 f x 0     έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην  0,1 . 

 

Μνλαδηθόηεηα 

Σηε ζπλέρεηα ζα απνδείμνπκε όηη ε f έρεη ην πνιύ κία ξίδα ζην  0,1 . 

Έζηω όηη ε f έρεη δύν ξίδεο  1 2, 0,1    κε 1 2   . Τόηε, επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην

 1 2,  , παξαγωγίζηκε ζην  1 2,   κε 
2f (x) 18x 6x 5     θαη    1 2f f 0    , ιόγω 

ηνπ ζ. Rolle, ππάξρεη     1 2, 0,1    ηέηνην, ώζηε,  

 f 0   
218 6 5 0    , πνπ είλαη αδύλαηε, αθνύ 0  . Άξα, ε f δελ έρεη δύν ξίδεο 

ζην  0,1  θαη έρεη αθξηβώο κία ξίδα ζην δηάζηεκα απηό. 
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Μνλαδηθή ξίδα 

 

8. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 

2
x x

e 1 x
2

   , x , έρεη κνλαδηθή ξίδα.

Λύζε 

 

Έζηω  
2

x x
f x e 1 x

2
    , x . 

Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε   xf x e x 1     θαη   xf x e 1   . 

  xf x 0 e 1 x 0      . 

Γηα θάζε x 0  είλαη  f x 0  , άξα ε f   είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα ζην  0, .  

Γηα θάζε x 0  είλαη    f x f 0 0   , άξα ε f  

είλαη γλεζίωο αύμνπζα  ζην  0, . 

Γηα θάζε x 0  είλαη  f x 0  , άξα ε f   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  ,0 .  

Γηα θάζε x 0  είλαη    f x f 0 0   , άξα ε f είλαη γλεζίωο  αύμνπζα ζην  

 ,0 . Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

Παξαηεξνύκε όηη  f 0 0 , άξα ε x 0  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο  

 
2

x x
f x 0 e 1 x

2
     . 

 

 

Πιήζνο ξηδώλ 
 

9. Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο: 
2 3

6x 2 x 9x   .

Λύζε 
 

Είλαη 2 3 3 26x 2 x 9x x 6x 9x 2 0        . 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   3 2f x x 6x 9x 2    , x .  

Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην , κε   2f x 3x 12x 9    .  

Είλαη    2f x 0 3 x 4x 3 0       x 1  ή x 3 .  

Γηα θάζε x 1  είλαη  f x 0   άξα ε f είλαη  

γλεζίωο αύμνπζα ζην  ,1 .  

Γηα θάζε  x 1,3  είλαη  f x 0  , άξα  

ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,3 . Τέινο γηα θάζε x 3 είλαη  f x 0   άξα ε f είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα ζην  3,  

Είλαη  f 1 2 ,  f 3 2  ,    3 2

x x
lim f x lim x 6x 9x 2
 

    
3

x
lim x


   θαη 

   3 2

x x
lim f x lim x 6x 9x 2
 

    
3

x
lim x


  . 

 Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  ,1  κε ζύλνιν ηηκώλ  

       1
x

f A lim f x ,f 1 ,2


  


. 

]  [

[
 

x    1  3    

      +    –  + 

f 
  1   2    1 
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Επεηδή ην 0 είλαη εζωηεξηθό ηνπ  1f A , ππάξρεη κνλαδηθόο  1 ,1    ηέηνηνο, ώζηε 

 1f 0  . 

 Η f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,3 , νπόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ζε απηό ην  

δηάζηεκα είλαη:        2f A f 3 ,f 1 2,2      . 

Επεηδή ην ην 0 είλαη εζωηεξηθό ηνπ  2f A , ζα ππάξρεη κνλαδηθόο  2 2,2    ηέηνηνο, ώζηε 

 2f 0  . 

 Η f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  3, , κε ζύλνιν ηηκώλ ζην δηάζηεκα απηό  

       3
x

f A f 3 , lim f x 2,


   


. 

Επεηδή ην 0 είλαη εζωηεξηθό ηνπ  3f A , ππάξρεη κνλαδηθόο  3 3,    ηέηνηνο, ώζηε 

 3f 0  . Άξα, ε εμίζωζε  f x 0  έρεη αθξηβώο ηξεηο ξίδεο. 

 

Λύζε εμίζωζεο 
 

10. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:

          α) 
4x xe e 2     β) 

3 2x 18 2x 9x 3 2
e e 9x x 2x 18

     

Λύζε 
 

α) Παξαηεξνύκε όηη ην x 0  είλαη ξίδα ηεο εμίζωζεο, γηαηί 0 0e e 2 1 1 2     ,  

ηζρύεη. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   4x xf x e e 2   , ε νπνία είλαη παξαγωγίζηκε ζην , 

κε   4x xf x 4e e 0    , νπόηε ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην , άξα ε ξίδα x 0  είλαη 

κνλαδηθή. 

 

β) Είλαη 
3 2x 18 2x 9x 3 2e e 9x x 2x 18      

3 2x 18 3 2x 9x 2e x 18 e 2x 9x      . 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   xf x e x  , x , νπόηε ε εμίζωζε γίλεηαη

   3 2f x 18 f 2x 9x       (1). 

Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην , κε   xf x e 1 0    , νπόηε ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

ζην , άξα θαη "1 1" , νπόηε από ηελ (1) έρνπκε: 

   
f  1 1

3 2 3 2 3 2f x 18 f 2x 9x   x 18 2x 9x x 2x 9x 18 0


              

      2 2x x 2 9 x 2 0 x 2 x 9 0           

   x 2 x 3 x 3 0 x 2       ή x 3  ή x 3  . 

 

 

 

 

 

 

 

 


