
 

 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ 
 

ΘΕΜΑ 1
Ο 

 

Έστω 1 2z ,z  οι ρίζες της εξίσωσης 
2z 2z 2 0   . Να αποδείξετε ότι: 

Α) 1

2

z
i

z
                             (μονάδες 7) 

Β) 
4 4

1 2z 4 z 4 0                                (μονάδες 8) 

Γ)  
20122012

1 2z iz 0                              (μονάδες 8) 

   Δ) οι εικόνες των 1 2z ,z  και η αρχή των αξόνων, ορίζουν ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο. 

        (μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ 2
Ο 

Έστω    
iz 1

f z  ,z 1
z 1


   


. 

Α) Να αποδείξετε ότι  12f i 64  .                (μονάδες 8) 

Β) Να βρείτε τον μιγαδικό z για τον οποίο ισχύει  
1 1

f z i
2 2

  .            (μονάδες 8) 

Γ) Αν   1f z 1  και    2 1 2f z 2 ,z ,z 1    , να βρείτε την  

   ελάχιστη τιμή του 1 2z z .                  (μονάδες 12) 

 

 
ΘΕΜΑ 3

Ο 

Αν οι εικόνες των μιγαδικών 1 2z ,z  και η αρχή των αξόνων σχηματίζουν ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς 

1, να αποδείξετε ότι: 

Α) 1 2

2 1

z z
1

z z
      (μονάδες 15)        

Β) 
3 3

1 2z z            (μονάδες 12)            

Γ) 

2007 2010 2013

1 2 1

2 1 2

z z z
1

z z z

     
        

     
 (μονάδες 12) 

 

 

 

 

Καλή Επιτυχία!! 

 
Στέλιος Μιχαήλογλου 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ 1
Ο 

   Α) Η εξίσωση είναι 2
ου

 βαθμού με  
2

2 4 2 4 0         και 1,2

2 i 4
z 1 i

2


   . 

      Άρα 1z 1 i  , 2z 1 i   και  
 

  

2 2

1

2 2

2

1 iz 1 i 1 2i i 2i
i

z 1 i 1 i 1 i 1 1 2

  
    

   
. 

   Β)  
22 2 2

1z 1 i 1 2i i 1 2i 1 2i         ,  

         
24 4

1 1z 2i 4 z 4 0      . Όμοια και 
4

2z 4 0  . 

   Γ) 1
1 2

2

z
i z iz

z
   , άρα  

20122012 2012 2012

1 2 1 1z iz z z 0    . 

   Δ) Έστω Α,Β οι εικόνες των 1 2z ,z  αντίστοιχα. Τότε: 

     
2 2

1OA z 1 i 1 1 2       , 

     
2 2

2OB z 1 i 1 1 2       και  

     1 2AB z z 1 i 1 i 2i 2        . 

      Είναι 
2 2 2

OA OB 2 2 4 AB     , οπότε το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο με O 90 . 

 

ΘΕΜΑ 2
Ο 

 

Α)  
   2

2 2

2 1 i 2 1 ii i 1 i 1
f i 1 i

i 1 i 1 1 1 2

     
      

  
,  

        
22 2f i 1 i 1 i 2i 2i         και       

6 612 2 6 6 4 2f i f i 2i 2 i 64 i i 64           

Β)  
1 1

f z i
2 2

    
iz 1 1 i

z 1 2

 
 


 2iz 2 z iz 1 i           

     3iz z 3 i      3i 1 z 3 i     

     
   2

2 2

3 i 3i 13 i 9i 3 3i i 6 8i 3 4
z i

3i 1 3 1 10 10 5 5

        
      

 
. 

Γ)  1f z 1 1

1

iz 1
1

z 1


  


 1 1iz 1 z 1     

    
2 2

1 1iz 1 z 1         1 1 1 1iz 1 iz 1 z 1 z 1            

    1 1 1 1 1 1 1 1z z iz iz 1 z z z z 1           1 1 1 1i z z z z 0     . 

    Αν 1 1 1z x y i  , τότε: 1 1 1 1i 2y i 2x 0 y x      . 

   Δηλαδή η εικόνα του μιγαδικού 1z  βρίσκεται στην ευθεία y x . 

    2f z 2 2
2 2

2

iz 1
2 iz 1 2 z 1

z 1


      


 

   
2 2

2 2iz 1 4 z 1         2 2 2 2iz 1 iz 1 4 z 1 z 1        

          2 2 2 2 2 2 2 2z z iz iz 1 4z z 4z 4z 4           2

2 2 2 2 23 z 4 z z i z z 3 0      .  



 

 

   Αν 2 2 2z x y i  , τότε:  2 2

2 2 2 23 x y 4 2x i 2y i 3 0          2 2

2 2 2 2

8 2
x y x y 1 0

3 3
       

     2 2

2 2 2 2

4 16 1 1 16 1
x 2 x y 2 y 1

3 9 3 9 9 9
            

2 2

2 2

4 1 8
x y

3 3 9

   
      

   
. 

  Δηλαδή η εικόνα του 2z  βρίσκεται στον κύκλο που έχει κέντρο     

  
4 1

K ,
3 3

 
 
 

 και   ακτίνα 
8 2 2

9 3
   . 

     Είναι  
 

22

4 1

5 23 3
d K,

61 1

 

  
 

, 

      1 2 min

5 2 2 2 2
z z AB KB KA d K,

6 3 6
          . 

 

 

ΘΕΜΑ 3
Ο 

Α) Έστω Α,Β οι εικόνες των 1 2z ,z  αντίστοιχα. Επειδή το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισόπλευρο πλευράς 1,       

      ισχύει ότι:   1 2 1 2OA OB AB 1 z z z z 1        . Τότε:  

    
2

1 1 1 1 1

1

1
z 1 z 1 z z 1 z

z
         και όμοια 2

2

1
z

z
 . 

       Είναι 1 2z z 1   
2

1 2z z 1     1 2 1 2z z z z 1    1 1 1 2 1 2 2 2z z z z z z z z 1      

       
2 2

1 2 1 2

2 1

1 1
z z z z 1

z z
     1 2

2 1

z z
1 1 1

z z
     1 2

2 1

z z
1

z z
   

Β) 2 2 2 21 2
1 2 1 2 1 1 2 2

2 1

z z
1 z z z z z z z z 0

z z
         . Όμως  

         3 3 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2z z z z z z z z 0      
3 3

1 2z z  . 

  Γ)  1 2

2 1

z z
1

z z
    

2 2

1 2 1 2z z z z   (1)  2 2

1 1 2 2z z z z 0    

    Είναι   3 3 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2z z z z z z z z 0       3 3 3 3

1 2 1 2z z 0 z z     , άρα 

3

1

2

z
1

z

 
  

 
 και      

     

3

2

1

z
1

z

 
  

 
. 

   Είναι 

2007 2010 2013

1 2 1

2 1 2

z z z
1

z z z

     
         

     

669 670 671
3 3 3

1 2 1

2 1 2

z z z
1

z z z

          
              
               

 

                 
669 670 671

1 1 1 1 1 1 1            
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