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7η Άζκηζη 

 

Έζηω ε ζπλάξηεζε  f x x x  . 

α) Να ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f. 

β) Να δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηελ αληίζηξνθή ηεο. 

γ) Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα: 

   i. 
   13

x 1

f x f x 2
lim

x 1





 


   ii. 

 
3

x 0

f εκx
lim

x
                  iii. 

 
x 0

εκf x
lim

x
  

δ) Έζηω ζπλάξηεζε g :   γηα ηελ νπνία νξίδεηαη ζην  ε ζπλάξηεζε     h x f g x  θαη είλαη  

   γλεζίωο αύμνπζα ζην  0, . 

       i.  Να δείμεηε όηη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

       ii. Αλ     h x g f x , x 0  , λα απνδείμεηε όηη      1 1f g x g f x   , x 0 . 

ε) Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε θ ηζρύεη όηη:      f x 4x x 3f x 2     , γηα θάζε x 3  , λα ππνινγίζεηε ηα  

   όξηα: 

   i.  
x 1
lim x

                                              ii. 

 
x 1

x 5
lim

x 1

 


           

   iii. 
 

x 1

x 1 4
lim

x 3 2

  

 
                                 iv. 

 

 x 1

x 4 3
lim

2 x 6 2

  

  
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Λύζη 
 

α) Είλαη  
2

2
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f x
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β) Έζηω  1 2x ,x 0,   κε 1 2x x  ηόηε      2 2

1 2 1 2x x f x f x f 0,    1  άξα f 1-1 ζην  0, . 

   Έζηω  1 2x ,x ,0   κε 1 2x x  ηόηε      2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x x x f x f x f ,0       1   άξα ε f  

   είλαη 1-1 ζην  ,0  . 

   Γηα θάζε x 0  είλαη  
x 0

2f x y x y 0 x y


        

   Γηα θάζε x 0  είλαη  
x 0

2 2f x y x y 0 x y x y


             . 

   Σην δηάζηεκα  1Α ,0   ε f έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ ην    1f Α ,0   θαη ζην δηάζηεκα  

   2Α 0,   ε f έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ ην    2f Α 0,  . 

   Επεηδή    1 2f Α f Α   ε f είλαη 1-1 θαη αληηζηξέθεηαη κε  

    1
y, y 0

f y
y, y 0


 

 
  

 , άξα  1
x, x 0

f x
x, x 0


 

 
  

 . 

 

γ) i.
   1 3 2 4 33
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f x f x 2 x x 2 ω ω 2
lim lim lim
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
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

  
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  

  5 4 3 2
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

    
 

  

          

     ii. 
 

 
2

3 2
x 0 x 0

f εκx εκ x 1
lim lim

x x x
  1 

  

 
   

 
       

 

     iii. 
     2 2

2
x 0 x 0 x 0

εκ x εκ xεκf x
lim lim lim x 1 0 0

x x x    

 
      
 
 

 , 

           
     2 2

2
x 0 x 0 x 0

εκ x εκ xεκf x
lim lim lim x 1 0 0

x x x    

 
        
 
 

, άξα 
 

x 0

εκf x
lim 0

x
  

δ) i. Έζηω όηη ππάξρνπλ  1 2x ,x 0,   κε 1 2x x  ηέηνηα, ώζηε    1 2g x g x  ηόηε επεηδή ε f είλαη  

       γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  ηζρύεη όηη          1 2 1 2f g x f g x h x h x    πνπ είλαη άηνπν  

       αθνύ ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0, . Άξα      1 2g x g x g 0,  1 . 

Θέηουμε  
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    ii.           h x g f x f g x g f x    άξα θαη        1 1f f g x f g f x    

             1g x f g f x  θαη αληηθαζηζηώληαο όπνπ x ην  1f x  πξνθύπηεη: 

               1 1 1g f x f g f f x         1 1f g x g f x   

 

ε) Γηα θάζε x 0  είλαη  2 2x 4x x 3x 2     . 

   i. Είλαη    2 2

x 1 x 1
lim x 4x 5, lim 3x 2 5
 

      νπόηε από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη  
x 1
lim x 5

    

 

   ii.    2 2 2 2x 4x x 3x 2 x 4x 5 x 5 3x 3             

    Γηα θάζε  x 0,1  είλαη 
 2 2x 5x 4x 5 3x 3

x 1 x 1 x 1

   
 

  
  

     Είλαη 
   2

x 1 x 1

x 5 x 1x 4x 5
lim lim

x 1  

  


 x 1
6,  

 2

x 1 x 1

3 x 13x 3
lim lim

x 1  






 x 1

x 1




6  νπόηε από ην   

     Κ.Π  είλαη θαη 
 

 
x 1

x 5
lim 6 1 .

x 1

 



           

     Γηα θάζε x 1  είλαη 
 2 2x 5x 4x 5 3x 3

x 1 x 1 x 1

   
 

  
  

     Είλαη 
   2

x 1 x 1

x 5 x 1x 4x 5
lim lim

x 1  

  


 x 1
6,  

 2

x 1 x 1

3 x 13x 3
lim lim

x 1  






 x 1

x 1




6  νπόηε από ην   

     Κ.Π  είλαη θαη 
 

 
x 1

x 5
lim 6 2 .

x 1

 



           

     Από (1),(2):
 

x 1

x 5
lim 6.

x 1

 



 

 

   iii. Επεηδή   
x 1
lim x 1 4 0


     είλαη  x 1 0    γηα ηηκέο ηνπ x πνιύ θνληά ζην 1, νπόηε: 

      
       

  
   

 
2x 1 x 1 x 1 x 1

x 5 x 3 2 x 5 x 3 2x 1 4 x 1 4
lim lim lim lim

x 3 2 x 3 2 x 3 2 x 3 2 x 3 4
   

            
   

         

                                

      
 

 
x 1

x 5
lim x 3 2 6 4 24

x 1

  
     

 
 

 

   iv. 
 

 

        
        x 1 x 1

x 4 3 x 4 3 2 x 6 2x 4 3
lim lim

2 x 6 2 2 x 6 2 2 x 6 2 x 4 3 

          
 

           
 

         

     

     

     
     

2

2x 1 x 1

x 4 9 2 x 6 2 x 5 2 x 6 2
lim lim

2 x 10 x 4 32 x 6 4 x 4 3
 

 
            

 
           
  

 

       
  

x 1

x 5
lim


    
  

2 x 6 2

2 x 5

  

    
4 1

2 6 3x 4 3
 
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