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9ο Γιαγώνιζμα 

  9 - 5 - 2020 

Θέμα Α 
 

A1. Να κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδηό ζαο ζπκπιεξσκέλν ηνλ πίλαθα 2, αθνύ αληηζηνηρίζεηε θάζε ζεώξεκα  

       ηεο ζηήιεο Α ηνπ πίλαθα 1 ζε όζεο ζπλαξηήζεηο ηεο ζηήιεο Β κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζην  α,β . 

Πίνακας 1 

Σηήλη Α Σηήλη Β 

 

 

 

1.  Θεώξεκα   

      Bolzano  

 

 

 

 

 

2.  Θεώξεκα Rolle 

 

 

 

 

 

3.  Θεώξεκα κέζεο  

          ηηκήο 

 

 

 

 

 

 

                 

x

y

0

y´

x´ α
β

 

        α.                            β. 

x

y

0

y´

x´
α β

           

 

                      γ.                                     δ. 

 

xx´

y

y´

0 α β

 

ε. 

                                                            Πίνακας 2 

1 2 3 

   

    

κνλάδεο 6 

 

A2. Να κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδηό ζαο ζπκπιεξσκέλν ηνλ πίλαθα 4, αθνύ αληηζηνηρίζεηε ζε θάζε ζρέζε 

ηεο ζηήιεο Α έλα γξάθεκα από ηε ζηήιε Β ηνπ πίλαθα 3. Οη ζπλαξηήζεηο είλαη παξαγσγίζηκεο ζην .   
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Πίνακας 3 

Σηήλη Α Σηήλη Β 

 

 

1.      f x g x ΄ 0   

 

 

2.     f x g x ΄ 0   

 

 

3.     f x g x ΄ 0   

 

 

4.     f x g x ΄ 0  , γηα x 0  

           θαη 

      f x g x ΄ 0  , γηα x 0  

    

    

x

y

0

Cf

Cg

         

x

y

0

Cf

Cg

 
                    α.                                            β. 

 

x

y

0

Cf

Cg

           

x

y

0

Cf

Cg

       

                  γ.                                                 δ. 

Πίνακας 4 

1 2 3 4 

    

 

κνλάδεο 8 

A3. Έζησ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αλ 

      ε f είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη 

       f x 0   γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Γ, λα απνδείμεηε όηη: 

     ε  f  είλαη ζηαζεξή ζε όιν ην δηάζηεκα Γ.   

κνλάδεο 7 

Α4. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

     « Έζησ ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη 0x  έλα  εζσηεξηθό  ζεκείν ηνπ Γ.  

         Αλ ε f  παξνπζηάδεη αθξόηαην ζην ζεκείν 0x  ,ηόηε είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x κε  0f x 0  ». 

   α) Δίλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

   β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

κνλάδεο 1+3 

Θέμα Β 

Γύν κνιύβηα ΑΒ θαη ΑΓ κε κήθε 3 2 cm θαη 4 2 cm αληίζηνηρα είλαη ηνπνζεηεκέλα ζην δάπεδν έηζη 

ώζηε λα αθνπκπάλε ζην ζεκείν Α θαη ε γσλία ΒΑΓ λα είλαη 180°. 

 

 

 

 

 

 

Τα πηάλνπκε από ην ζεκείν Α θαη ηα αλαζεθώλνπκε θαηαθόξπθα πξνο ηα πάλσ κε ζηαζεξή ηαρύηεηα 0,2 

cm/sec, έηζη ώζηε νη άθξεο Β θαη Γ λα αθνπκπάλε πάληα ζην δάπεδν. Με ηνλ ηξόπν απηό ζρεκαηίδεηαη 

B A Γ 

A 

B Γ Γ 

x 
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έλα κεηαβιεηό ηξίγσλν ΑΒΓ . Αλ AΓ xcm , x 0,3 2


, θαη Δ ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΓΓ, λα 

δείμεηε όηη: 

Β1.   21
E x x 32 x

2
 

 
κνλάδεο 5 

 

Β2. Να βξείηε κεηά από πόζα δεπηεξόιεπηα ην ηξίγσλν ΑΓΓ έρεη κέγηζην εκβαδό.  

κνλάδεο 7 

Β3. Να βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηεο γσλίαο ˆAΒΓ ζ ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην ηξίγσλν ΑΓΓ έρεη  

      κέγηζην εκβαδό. 

κνλάδεο 6 

Β4. Να δείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθή ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην ηξίγσλν ΑΓΓ έρεη εκβαδό 5 2cm . 

κνλάδεο 7 

 

Θέμα Γ 
 

Έζησ ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην  0,π  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη      f x εκx f x ζπλx f x εκx    γηα 

θάζε  x 0,π  κε 
π

2
π

f e
2

 
 

 
. 

Γ1. Να δείμεηε όηη    xf x e εκx, x 0,π   . 

κνλάδεο 5 

Γ2. α) Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ζην δηάζηεκα  0,π . 

       β) Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f 

       γ) Να βξείηε ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο   f x α  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ  

          αξηζκνύ α. 

κνλάδεο 5+3+3 

Γ3. Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθή εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  , ε νπνία είλαη  

       παξάιιειε ζηελ επζεία 
π

2y e x 2020    θαη λα βξεζεί ε εμίζσζε ηεο. 

κνλάδεο 5 

Γ4. Να δείμεηε όηη  ππάξρνπλ  1 2μ ,μ 0,π ηέηνηα ώζηε    1 22f μ 3f μ 0   . 

κνλάδεο 4 

 

Θέμα Γ 
Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f : 0,   γηα ηελ νπνία ηζρύεη

       
20202 21 1

f x f y x εκ y εκ x y γηα θάζε x, y 0,
x y

        ,
1

f 0
π

 
 

 
 θαη ε ζπλάξηεζε  

 
 f x , x 0

g x
0 , x 0

 
 


. 

Γ1. Nα δείμεηε όηη    2 1
f x x εκ , x 0,

x
   . 

κνλάδεο 6 

Γ2.  Να δείμεηε όηη ε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x 0  θαη όηη ν άμνλαο x΄x είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο  

     gC  ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

κνλάδεο 4 

Γ3. Να δείμεηε όηη  ν άμνλαο x΄x έρεη κε ηελ gC  άπεηξα θνηλά ζεκεία. 

κνλάδεο 3 
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Γ4. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία ζην δηάζηεκα 
2

,
π

 


 
. 

κνλάδεο 6 

Γ5. Να δείμεηε όηη ππάξρεη  
1 1

μ ,
2021π 2020π

 
 
 

 ηέηνην ώζηε  
1

ζθ 2μ
μ
  . 

κνλάδεο 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Καιή ηύρε! 
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Λύζεηο 

 

 

Θέμα Α 
 

Α1. 

    

 

 

 

Α2.  

 

 

 

Α3.Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη γηα νπνηαδήπνηε  ηζρύεη . Πξάγκαηη 

     Αλ , ηόηε πξνθαλώο . 

     Αλ , ηόηε ζην δηάζηεκα  ε  f  ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο κέζεο ηηκήο.        

      Δπνκέλσο, ππάξρεη  ηέηνην, ώζηε        (1) 

      Δπεηδή ην μ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ, ηζρύεη ,νπόηε, ιόγσ ηεο (1), είλαη .  

     Αλ , ηόηε νκνίσο απνδεηθλύεηαη όηη. .Σε όιεο, ινηπόλ,  ηηο πεξηπηώζεηο είλαη  

       .       

 

 

Α4. α) Ψεπδήο 

 

       β) Η ζπλάξηεζε  f x x , x   παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 0x 0  αθνύ    f x 0 f 0   γηα θάζε  

         x  , όκσο ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό θαη δελ νξίδεηαη ην  f 0 . 

 

 

Θέμα Β 
 

Β1. Από ην ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΓΓ έρνπκε: 

     2 2 2 2 2ΓΓ ΑΓ ΑΓ 32 x ΓΓ 32 x        θαη   21 1
E x ΓΓ ΑΓ x 32 x

2 2
     

 

Β2. 1ος ηρόπος 

    Η ζπλάξηεζε Δ είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,3 2  κε: 

      21 1 2
E x 32 x x

2 2


    

x

2

2 2 2

2 2 2

32 x x 32 2x

32 x 2 32 x 2 32 x

  
 

  
 

    
2

2 2

2

32 2x
E x 0 0 32 2x 0 x 16 x 4

2 32 x


          


. 

   Γηα θάζε  x 0,4  είλαη  E x 0   θαη επεηδή ε Δ είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  0,4 , είλαη γλεζίσο  

   αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 

   Γηα θάζε  x 4,3 2  είλαη  E x 0   θαη επεηδή ε Δ είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα 4,3 2


, είλαη  

   γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 

   Η Δ έρεη κέγηζην γηα x 4cm . Δπεηδή ηε ρξνληθή ζηηγκή t 0 πνπ μεθηλήζακε λα αλαζεθώλνπκε ην    

1 2x ,x Γ    1 2f x f x

1 2x x    1 2f x f x

1 2x x  1 2x ,x

 1 2μ x ,x  
   2 1

2 1

f x f x
f μ

x x


 



 f μ 0     1 2f x f x

2 1x x    1 2f x f x

   1 2f x f x

1 2 3 

β γ γ, ε 

1 2 3 4 

δ γ β α 
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   ζεκείν Α ήηαλ x 0 , αλ t ε ρξνληθή ζηηγκή πνπ x 4 ηόηε 
Γx 4 1 4

π 0,2 t 20sec
Γt t 5 t

       , 

   δειαδή κεηά από 20 δεπηεξόιεπηα ην ηξίγσλν ΑΓΓ έρεη κέγηζην εκβαδό. 

    2ος ηρόπος 

   Δίλαη    x t 0,2 x t 0,2t c, c      . Δίλαη  x 0 0 c 0    άξα  x t 0,2t . 

        2 2 21 1
E t x t 32 x t 0,2t 32 0,04t 0,1t 32 0,04t

2 2
        

   Δπεηδή   x t 0,3 2


 είλαη 0 0,2t 3 2 0 t 15 2      

   Δίλαη   2
0,08

E t 0,1 32 0,04t 0,1t


   

0,04

t

2

2 2 2

2 2 2

32 0,04t 0,04t 32 0,08t
0,1 0,1

32 0,04t 32 0,04t 32 0,04t

  
 

  
 

    
2

2 2

2

32 0,08t
E t 0 0,1 0 32 0,08t 0 t 400 t 20

32 0,04t


          


 

   Όηαλ  t 0,20  είλαη    E t 0 E 0,20   1  θαη γηα  t 20,15 2  είλαη  

      E t 0 E 20,15 2  


2 . 

    Τν εκβαδόλ Δ γίλεηαη κέγηζην ηε ρξνληθή ζηηγκή t 20sec  

    

Β3. Δίλαη  
 x tΑΓˆεκAΒΓ εκζ t

ΑΒ 3 2
    θαη  

     
 

   
 x t x t 0,2 2

εκζ t ζπλζ t ζ t
303 2 3 2 3 2

            
 

 

   Τε ρξνληθή ζηηγκή t 20  είλαη      
 

2 2
ζπλζ 20 ζ 20 ζ 20

30 30 ζπλζ 20
    


 

   Δίλαη  x 20 0,2 20 4cm    θαη  
2

2 2 2 2BΓ ΑΒ ΑΓ 3 2 4 2 ΒΓ 2       , 

   νπόηε  
2 1

ζπλζ 20
33 2

   θαη  
2 2

ζ 20 rad / sec
1 10

30
3

  



 

 

Β4. Δίλαη  E 0 0 ,    2E 20 0,1 20 32 0,04 20 8      θαη     

         
2 15 4

E 15 2 0,1 15 2 32 0,04 15 2 2 32
10 10 0

       450   

       
3 2 3 2

E 15 2 14 2 7 3 7
2 2

     

     Σην δηάζηεκα  1Γ 0,20  ε Δ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα, νπόηε έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν  

     ηηκώλ ην    1Δ Γ 0,8 . 

    Σην δηάζηεκα  2Γ 20,15 2  ε Δ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα, νπόηε έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν  

     ηηκώλ ην    2Δ Γ 3 7, 8 . 

     Δίλαη 5 3 7  γηαηί  
2

25 3 7 25 63   , νπόηε ην 5 πεξηέρεηαη ζην  1Δ Γ  θαη δελ πεξηέρεηαη ζην 

       2Δ Γ , νπόηε ππάξρεη κνλαδηθή ρξνληθή ζηηγκή  t 0,20  έηζη ώζηε   2E t 5cm . 
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Θέμα Γ 
Γ1.  1

ος
 ηρόπος 

     
       εκx 0 ζην 0,π

2

f x εκx f x ζπλx f x
f x εκx f x ζπλx f x εκx

εκ x εκx

  
       

     
 x x

f x f x f x
ce ,c f x ce εκx

εκx εκx εκx

 
       

 
. 

Γηα 
π

x
2

  έρνπκε 
π π π

2 2 2
π

f ce e ce c 1
2

 
     

 
 νπόηε    xf x e εκx,x 0,π   . 

Η f είλαη ζπλερήο ζην  0,π  νπόηε      
x 0
lim f x f 0 f 0 0


    θαη      

x π
lim f x f π f π 0


   . 

Άξα    xf x e εκx,x 0,π   . 

 

2
ος

 ηρόπος 

 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
 

 x
f x

g x e ,x 0,π
εκx

   . 

H g είλαη παξαγσγίζηκε κε παξάγσγν  
     x

2

f x εκxεκx f x ζπλx f x
g x e

εκ x

  
   

2εκ
 xe g x

x
   

νπόηε   xg x ce ,c  . 

Γηα 
π

x
2

  έρνπκε 
π π π π

2 2 2 2
π

g ce e e ce c 0
2

 
      

 
 νπόηε 

 
   

   x x x
f x f x

g x 0 e 0 e f x e εκx,x 0,π
εκx εκx

           

Η f είλαη ζπλερήο ζην  0,π  νπόηε      
x 0
lim f x f 0 f 0 0


    θαη      

x π
lim f x f π f π 0


   . 

Άξα    xf x e εκx,x 0,π   . 

 

 Γ2. α) Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,π κε    xf x e εκx ζπλx    . 

            Γηα ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ έρνπκε : 

            
xe 0 3π

f x 0 εκx ζπλx 0 εκx ζπλx εθx 1 x
4



              αθνύ  x 0,π . 

           Γηα 
π

x
2

  είλαη 
π π

2 2
π π π

f e εκ ζπλ e 0
2 2 2

   
        
   

 θαη  

          γηα x π  είλαη    π πf π e εκπ ζπλπ e 0       .  

          Δπνκέλσο  f x 0   ζην 
3π

0,
4

 


 
  θαη  f x 0  ζην 

3π
,π

4

 
 
 

. 

        

 

          Η f είλαη ζπλερήο ζην  0,π  άξα ε f <  ζην 
3π

0,
4

 
 
 

, ε f >  ζην 
3π

,π
4

 
 
 

 , 

 x 0            
3π

4
                 1 

( )f x                    

( )f x              [ O.Μ  ]  

ΟΔ                                ΟΔ
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          Η f έρεη νιηθό κέγηζην ην 

3π

43π 2e
f

4 2

 
 

 
 ,νιηθό ειάρηζην ζηα ζεκεία 0,π ην    f 0 f π 0  . 

  

       β) Θεσξνύκε ηα δηαζηήκαηα 1

3π
Α 0,

4

 
  
 

θαη 2

3π
Α ,π

4

 
  
 

. 

           Λόγσ ηεο κνλνηνλίαο ζηα παξαπάλσ δηαζηήκαηα έρνπκε : 

             

3π

4

1

3π 2e
f A f 0 ,f 0,

4 2

 
           

  

  θαη    

               

3π

4

2
3π

x
4

3π 2e
f A f π , lim f x 0,f 0,

4 2



  
              

        

        Άξα ε f έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην      

3π

4

1 2

2e
f A f A f A 0,

2

 
   
 
  

. 

      γ) Αλ α 0 ή 

3π

42e
α

2
 ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε αθνύ  α f A . 

           Αλ 

3π

42e
α

2
   έρεη κνλαδηθή ξίδα ηελ  0

3π
x

4
 . 

          Αλ 

3π

42e
α 0,

2

 


 

  έρεη δύν αθξηβώο ξίδεο  αθνύ  1α f A θαη  2α f A  νπόηε  

          ππάξρνπλ 
1 2 1 2x ,x A ,A  αληίζηνηρα ηέηνηα ώζηε    1 2f x f x 0   . 

         Οη ξίδεο είλαη κνλαδηθέο αθνύ ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζηα δηαζηήκαηα 
1 2Α ,Α .       

   

Γ3. Η δεηνύκελε εθαπηνκέλε έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο 
π

2ι e  .   

       Αλ   0 0Α x ,f x  ην ζεκείν επαθήο ηεο κε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ηόηε   
π

2
0f x e  . 

        Η f   είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,π κε      x x xf x e εκx ζπλx e ζπλx εκx 2e ζπλx      . 

        Γηα θάζε 
π

x 0,
2

 
 
 

 είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην 
π

0,
2

 
 
 

, είλαη γλεζίσο  

        αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό.  

        Γηα θάζε 
π

x ,π
2

 
 
 

 είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην 
π

,π
2

 
 
 

,  

     

       είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 

       Άξα ε f   παξνπζηάδεη κέγηζην ζην 
π

2
 ην 

π
f 0

2

 
  
 

 θαη  0

π
f x f

2

 
   

 
 κε ην ίζνλ λα ηζρύεη κόλν  

      
π

x
2

 .  

      Άξα ππάξρεη κνλαδηθή εθαπηνκέλε κε εμίζσζε   

      
π π π π π

2 2 2 2 2
π π π π π

y f f x y e e x y e x e e
2 2 2 2 2

      
                 

      
. 
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Γ4. Γηα ηελ f ηζρύεη ην ΘΜΤ ζηα δηαζηήκαηα 
2π

0,
5

 
 
 

θαη 
2π

,π
5

 
 
 

 νπόηε ππάξρνπλ  

        1 2

2π 2π
μ 0, ,μ ,π

5 5

   
    
   

ηέηνηνη ώζηε  
 

1

2 2 2
f f 0 f 5f

5 5 5
f μ

2 2 2
0

5 5

     
     

        



 θαη  

         
 

2

2π 2π 2π
f π f f 5f

5 5 5
f μ

2π 3π 3π
π

5 5

     
      

          



. 

       Δπνκέλσο     1 22f μ 3f μ 2  

2π
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