Baoikég MeBodoloyieg otoug MiyadikoUg-2 uvapthoeig-Opia

BAYIKEX KATHI OPIEX A>KH2EQN

v ", veN

- av oV ival CUYKeKpIUEvVoG aplBuog, ToT1e Ba BewpoUie TNV eUKAEidela didipeon vi4 Kal
£0TW K TO NNAIKO Kail U To undhoino, 1oxvel: v =4k +v, keNkaiu=0, 1, 2, 3, ondre:

1 , av v=0

Vo P AL Y i, av v=1

IV :|4rc+\) :I4T[ ‘IU :(|4) '|D :11'( '|U :|U —

-1, av v=2

-, av v=3

- avo v Oev €ival CUYKEKPIUEVOS ApIBudG, TOTE BETouUE DIAdOXIKA: v =4K, v=4K +1,
v=4K+ 2, v=4kK+ 3 Kal oe KdBe nepintwon Ba unohoyidouue Tn duvapn.

v’ Xxéon Tng HOpPNg (oc + Bi)v + ([3 - oci)v
Otav Béhoupe va anodeifoupe N dtav IoxUel Yia ox€on TNG NApandve Popeng, ToTe
NOAANAAGIGZOUHE TO NPAYHATIKS WEPOG VG and Toug dUo piyadikoug Ye —i°
(yiati =i =1) , BydZoupe kové napdyovta oTn NapévOeon auTh To i A To — i Kal KAvovTag
npd&eig katahnyoupe oTo {NTOULEVO.

v' Abvapn piyadikol (z")

Bpiokoupe Taz?,Z%,... @oTe va npokUyel anotéAecua pe Baon 1o onoio va
unoloyiZovtal 6Aeg ol duvdpeig Tou Z Ta cuvnOicpéva anoteAéouara ivar: £1 n +i n

1+i,
zeR
» ®épvoupe Tov Z oTn Pop@h o+ Pi kal dianicTdvoupe ( anamoUpe) B= Im(z) =0,
n
» AnodeikvUoupe 6Tl Z=2,yaTi: Z=Z < a+Pi=a—Pi<2Pi=0=P=0=zek,
n
» AnodeikvUoupe 6Tl o Z gival dBpoioua dUo cuduywy, dnAadn :
z=w+w=2Re(w)eR
zel
»  Oépvoupe Tov Z oTn pop®n o+ Bi kal dianioTdvoupe (h anairoupe) o = Re(z) =0,
n
» AnodeikvUoupe 611 Z =—z, yiaTi:
Z=-7<o0-Pi=—a0—Pi20=0a=0=z€l,n
» AnodeikvUoupe 611 0 Z ival dlagopd dUo culuywv, dNAAdn :
z=w-w=2Im(w)iel
e&iowoeig

> az? +Bz+y=0, o,B,yeR,a=0
Bpiokoupe Tn diakpivouca A =B —4oy

B+

e AvA>0 éxeldUo piges Z,, = BZ_—\/Z
a

B

o Av A=0, éxer pia dINAN pida z=——
20,
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—R+ir/—
e Av A<, éxel dUo ouluyeic UIyadiKEG pileg Z,= %
a

» E&iowon Tng popeng f(z,z)=0
©¢éToupe z =X+Yi. Kadvoupe npdgeig kal xwpidoupe NpayuaTiké Kal paviacTIKO HEPOG

AnairoUue To NPpAyUATIKS Kal To pAavtdoTIKS Pépog va eival ica ye 0.Téhog Aovoupe cUoTnua Kal
Bpiockoupe 1a X, V.

7n Kartnyopia: AvTIKQrdotaon Tou Z CuvapTACEl TOU Z

2
Av I6XUEl &TI |z|=a>0,Tc’)Te: |z|2=oc2<:>z~7=oc2<:>7=a7.

OCZ

Anhadn avTikaBicToUpe Tov Z ,Je —.
z

2Tn nepintwon nou B£AoUPE va XPENOIUONOINCOUUE TV nponyoUdevn aAvTIKATACTAoh, ouxvd
XPNOoIYoMnoIoUPE Kal TN IDIGTNTA |z|=|2|, £€TOl (OCTE VA €UQPAVICTEl O Z yIid va UMopei va yivel n

avTikatdoTtaon.
8n Kartnyopia: lo6TnTa pe peydAeg n Adyvworeg SUVAUEIG

XpnoiponoloUpe TNV Suvenaywyn:
(M) =(1,@)" =|n@)|=|n.@)

Mpoocoxn dev 1oxUel To avTioTpogo. AnAadn , av IoXUEl ‘(Hl(z))v

[M,2)

"= |H2(Z)

" [y(2)|=[1,(2)

= ‘(HZ(Z))V‘, TOTE OV

ouvendyetal ot (Hl(z))v :(HZ(Z))v .

9n Kartnyopia: AVICOTIKEG OXECEIG
¢ Me 1c0duvapieg KataAiyoue o€ OXE0N NOU ICXUEL
e XpnoiuonoloUUE TNV TRIVWVIKN aviedTnTd
2.z, <[z, +2,| <[z, +2,]

» Oy.1.1ng elkévag Tou Z ,av Re(z)za, Im(z)2p
- AvioxiUel Re(z)=a, 16T€ 0 y.T. TOU Z €ivain y4 X=a

euBeiaX=a.

- AvioxUel Re(z) > o, TOTE 0 V.T. TWV EIKOVWOV (P )
. . 1

Tou Z €ivai To npieningdo P,.

- Av eival Im(z) =, T6T€ 0 V.T. TWV EIKSVWV 0 a
TOU Z eival n euBeia y =f3.

Av divetal Im(z) < B, T6T€ 0 V.T. TV EKSVWY > / B

Tou Z eival To npigninedo P, . (PZ)

» O y.1. Ing €IK6vag Tou Z ,av |Z| >A<p
- Av |z| <p, OY.T. TNG EIKOVAG TOU Z eival T ECWTEPIKA onPeia Tou KUKAIKoU diokou Kévtpou O Kal

akTivag p.
- Av |z| >p 0Y.T. TNG €IKGVAG ToU Z eival Ta eEWTEPIKA onpeia Tou KUKAIKoU diokou kevTpou O Kal

akTivag p.
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Av p, < |z| <p, OY.T. TNG EIKOVAG TOU Z €ival T ECWTEPIKA ONPEIQ TOU KUKAIKOU dakTuAiou Kevipou O Kal

AKTIVOV p, KO p, AVTICTOIXA.

» MeookdfeTog eubUypaupou TUAPATOg
Hoxéon |z-z,|=|z-2,|, ye z,,z, €C, SnA@vel 6TI 0 YEWUETPIKOG TOMOG TOU Z €ival N UECOKABETOG Tou
guBuypappou Tpnparog AB, pe A,B TIG EIKOVEG TWV YVWOTWOV PIYadikwv Z,,Z, . H egicwon Tng
pMecokaBéTou pnopei va Bpebei e dUo Tpdnouc:
I 1p6n10¢: (ANYeBPIKA)
©&toupe Z =X+Yi. AGlonoloUpe Tov opioud Tou PETPOU Kdl KAvovTdg NpdEeig KataAnyoupe otny e&icwon
TNG JECOKABETOU.
Z° 1pénog: ([ ewueTpIKA)

yA
Bpiokoupe 10 yéco M tou AB Kal Tov GUVTEAECTA
A, - Eivar € L AB, ondte A =—i. By
S P\(’Ll\) M
— |

Bpiokoupe Tnv €€icwon Tng € and Th oxéon:
Y=Y = (X=X,).

x 0
Av Oev opiletal A, 161 n €uBeia AB cival Tng popenig y \ g
X =X, , ONOTE N € €ival TNG HOPPNG Y =Y, .

Xy

Av |z—zl| > |z—zz| T6TE 0 V.T. €ival £va and 1a nuienineda Nou SnUICUPYEI N HECOKABETOG

» Av yia Tov Z IoxU€l h oXéon |az+ Zl| = |Bz + zl|, o # [, T0TE Pe avTikaTtdotacn zZ=X+Yi
kataAnyoupe o€ €Eicwon (X —X, )2 +(y—y0 )2 = p2 , ONOTE O Y.T. TNG €IKOVAG ToU Z €ival KUKAOG JE
KEVIpo K (X,,Y, ) kar akTiva p.
> Av yid Tov Z IoxXU€l n oxéon: |Z —zo| =p, TOTE O Y.T. TNG €IKSVAG TOU Z €ival KUKAOG HE KEVTPO K(zo)

Kal akTiva p.

» Av yid Tov Z IoxXU€l n oxéon: |z —zl| +|Z —22| =20, 200> |zl —22| , TOTE 0 Y.T. TNG €IKGVAG ToU Z €ival
EMegn.

> Av yia tov Z 1IoXU€l n oxEon: |z —zl| —|Z —22| =2a, 20.< |Z1 —22| , TOTE 0 Y.T. TNG EIKOVAG TOU Z eival
kAGdog unepBoiig.

Av yia Tov Z I0XU€EI GXECN Mou NepIEXEl kdnola and 1a Re(z),lm(z), 16TE O BETOUPE OTN OXéon Z=X+VYi

kal 8a katalAiyoupe otny eEicwon Tou YEWUETPIKOU TOMoU.
2YNAPTHXEIX

AnocuvOeon
» EUpeon cuvapthoswy nou cuvBETouy pia cuvBeTn cuvdpTnon
Otav divetal pia cuvdptnon f kal 6éAoupe va Thv ekppdooupe wg ouvBeon dUo N NEPICCOTEPWV
cuvapTAcewy, TOTE, NAPATNPOVTAG ToV TUNo TNG cuvdpTnong and «£Ew» Npog Td «Péca», NpoondBoupe

va BpoUle TIg BACIKEG cuvaApTNCEIG Nou cuvBEéTouy Tnv .
» Andé tnv fog kaitnv g, va BpeBein f

©étoupe g(X) = . AUvoupe Tnv NponyoUIEVN OXECN WG NPOG X N wg Npog Hia napdoTacn Tou X, £T01 MOTE
VA JETATPEYOUE TNV (f o g)(x) oTn popen f(w), ue aveEaptnTn PETABANTA TO W.

» Ané 1nv fog kaitnv f, va Bpebein g
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AvTtikaBiotoUpe omv f(X) dnou X To g(x) kai Bpickoupe Tnv f(g(x)) :

E&ic@voupe v f(g(x)) Tou nponyolpevou Bripatog pe v (fog)(x)=f(g(x)) Tg unéeeong kai Abvoupe
wG npog g(x).

Edpeon 1Onouv cuvdptnong

> Xxéoelg g poppng kf(a—X)+Af(B+X)=g(x)
Eotw a—Xx=B+X = X=a—-pB-X:
AvTikaBicToUpe oTn oxéon Ornou X To X Kal MPoKUnTel pia AN oxéon nou
nepiéxel ta floao—Xx) kai f(B+X) .Z1n cuvéxeia Advoupe To cUoThpa Twv dUo
ox€cewV Yia va unoloyicoupe Ta f(a-x) kai f(B+x) . Av Bécoupe a—y =U,
npoaodiopiZoupe 1o f(u), dpakaito f(x).

» EUpeon 1Unou and avicoTIKEG OXECEIQ

Me katdAMnAeg avTiIkataoTdoelg, NpoondBoUue va SNUICUPYACOULE TIG
aviowoelg: f(x) > g(x) kar f(x) <g(x), and T11g onoieg npokunTel 611 f(X) =g(X) .

EUpeon akpotadtwyv
e Avnféxel oUvoho Tiywv [m,M], 161

£€xel oAIKS eAAXIOTO To M Kal OAIKS péyioTo To M.

Av B&loupe va Bpouue pdvo To eAdxioTo i pdvo To péyioto Tng f 1éTe e SladoxIkéG IcodUVAIeg
npoonadoupe va katackeudooupe Tig aviowoelg f(x)=m i f(x) <M avrioToixa.

Mpénel va Bpiokoupe Kal yia noleg TIHEG Tou X n f napouciddel o akpdtato AUvovtag Ty e€icwon f(x)=m
n f(x)=M avricToixa.

1-1 (AvrioTp€yiun ocuvapTtnon)
MNa va anodei&oupe 611 pia cuvdptnon f gival 1-1 o éva didotnpa A,
xpnaoiponoloUpe KAaneiov and Toug NApaKATw Tpdnoug:
- Eotw x,,X, € A pe f(x,) =f(X,). v 1eAeutaia oxéon Kavoupe GAeq TIG NPAEEIG Kal
KATAANYOUUE OTO X, =X, .
- Eotw X,X, € A pe X; # X,. M€ S1ad0XIKEG CUVENAYWYEG EMIBIMKOUKE va
kataA&oupe oth oxéon f(x,) = f(x,) .

- AnodeikvUoupe 611 n f gival yvnoiwg povéTtovn oto A, ondte gival kar 1-1.

Mn avTrioTpéyiun
MNa va anodeiEoupe 611 pia cuvdptnon f dev gival avtioTpéwiun, apkei va deifoupe 6T
dev eival 1-1 ye kAnoiov and Toug NAPAKATW TPAMNOUG:
¢ Méow napampnong Bpickoupe X,,X, €D, Ye X, # X, TéToia wote f(x,)=f(X,).

e YnobBétoupe om f(x,) =f(X,) Kal ue SladoxIkéG CUVENAYWYEG KATAOKEUAZOUUE TO YIVOUEVO

(X, =%, )TT(X;,X, ) =0. ToTE X, =X, 1 [1(X,,X,) =0 (1). Av omv (1) BEcoupe X, = o, Kal MPOKUYEl
X, =B#a ,161€ f(X,) =1f(X,) ka1 n fdev eivar avricTpéyiun.
Av diverain C,, 161€ anodelkvUoupe OTI undpxel opI¢ovTia eubeia nou T€uvel Tn C, o€ NepIcodTEPA

and €va onpeia.
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Nuon e&iowoncg

Ma va ANicoupe pia e€icwon, otnv onoia dev pnopoUle va XpNCIKMOMNOINCOoUE KAnold and Tig uebddoug

rnou pdBape oTig Nnponyouueveg TAEEIG, KAvouue Ta EAG:

e Meragépoupe dhoug Toug dpoug oto 1° pélog Kal n e&iowon yivetal Tng popong f(x)=0. Méow
napatipnong, Bpickoupe pia npogavn pida X, 1ng f. Anodeikvioupe &t n f eivar 1-1, ondéTe 10 X €ival
n Povadikh piZa ng f.

e Av 1a dUo PéAn Tng eficwong eival cuvBéoeig Tng idlag ouvdptnong, TéTe opiloupe we f Th cuvdpTtnon
auTh Kai anodeikvuoupe 6T n f eivar 1-1. Tote n e&iowon yiverar : f(g(x))=f(h(x)) <

gxX)=h(x) = ....

EUpeon avriotpopng
MNa va Bpouue Thv avrioTpogn piag cuvdptnong f, akohouBoUue Tnv eEng dladikaoia:

e Anodeikvuoupe 6T n f givar 1-1.
o Auvoupe Tnv eEicwon f(X) =y wg npog X.

e Bpiokoupe To olvolo Tipwv Tng f.
Oétoupe X =f(y) kar alMdZoupe YeTaBANTEG (GMoU Y To X Kal avTioTpoga).

TIMEZ ANTIZTPO®HZ — KOINA 2HMEIA ANTIZXTPO®QON 2YNAPTHXZEQN
Eotw avriotpéyiun ouvdptnon f. H ypagikh napdotaon g ' eival n cuppetpikn g f we npog v
y=X.

Ma va Bpolue v Tiph (B)an avrioTpopng, 8étoupe (B) =aP= f(oc) Kal apkKei va Bpoupe yia

nola TR Tou X n f €xel Tiun B.
YnevBupidoupe 6T av M(a,B)onueio ing C,, 161€: f(a)=Brar £ (B)=o.

H eEiowon f(x)=f*(x)

Ma va Bpoupe Ta koivd onpeia Twv C;,C_, , dnhadn yia va Abcoupe Tnv egiowon f(x)=f*(x), anodekvioupe

41 n f eival yvnoing at&ouca oto nedio opliopol Tng, ondTte Ta ZnTolueva onycia BpiokovTal €ni Thg
guBeiag y=x. Apa: f(x) = f(x) < f(X) = x

Av n f 8ev eival yvnoing augouoa, 1éTe Bpickoupe TNy f kal A0voupe anguBeiag Tnv egiowon f(x) =f(x)

OPIA
, . (OJ
Opio pn1ig 6
Kdvoupe avrikatdoTtaon Orou X To X, Yid va dIaniocTWooUNE av eival 6plo [g} .

MNapayovronoloUue apIBUNTA KAl NAPAVOUACTA YIa va eU¢AviCoude ToV NApAyovTa X—X, .

AnAonoloUpe To (x —xo) Kal Bpickoupe To 6plo Tou NNAIKou.

Av gpgaviotei nd\l anpoaodiopioTia (gj , EnavaiapBdvoupe Ta nponyoUueva BApara.
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Appnteg
AppnTeG TNG HOPPAG Aix/g, \/Kix/g

0
Av é€xoupe anpoocdiopioTia [aj , TOTE NoAanAaciddoupe apIiBuNTh KAl NapavouacTi Je Tn cuduyn

napdotacn Twv ApwV NOU NEPIEXOUV Td PICIKA KAl OTN CUVEXEIA NAPAYOVTONOIoUE KAl ArnACMNoIoUE.
Appnreg g popeng YA —3B
MoAAanAacidZoupe apiBUNTA KAl MApavopacTi Ye Ty napdoracn IA? +§/K~3/§+\3/BZ , WOTE va

NPoKUWEI N TAUTSTNTA: (%—%)(Q/A_ZJr%i/ngf’/B_z) = (%)3 —(3/5)3 =A-B
Kai yevikd, av 1a pIdikd ival Thg JopPpng ﬁ—% noAanAiacidloupe Kal Toug dUo dpoug Ue TNV
napdocTtaocn: (x/K)V_l+(x/K)V'2 X/B_+ +({’/§)H

AppnTEG TNG HOPPNG ﬁ+£—r n QK+\E—F
Kavoupe didonaon tou [, oToug apiBuoug nou NPoKUNTOUV av avTIKATAoTACOUUE X = X, OTIG PIEg
JA n YT n \B.
Xwpitoupe oe emuépoug KAdouaTa Kal epappdZoupe Kanola and Tig nponyouueveg nebddoug.
PiZikd ue 1o idlo undpio SIaQopeTIK®V TAEewv
- Bpiokoupe 10 E.K.IN. K TV TdEEWV Kal TwV pId@V.

- ©éToupe ,K/f(x) =y, ondte apol X —> X,, 161e: 'y —> §/f(X,) .

Oplo TG HopeNng % Mou NEPIEXEl ANOAUTEG TINEG

1o¢ 1pdénog
- Av kavéeva andiuto dev pndevicetal yia X = X

Analdoooupe Ty cuvdpTtnon and TIg andAUTEG TIUEG, avAloyd av ol NApAacTACEIC JECA O AUTEG eival
BETIKEG N apVNTIKEG (KAVOUNE aVTIKATAoTACN X = X, Kal Bpiokoupe To npéono).

YnoMoyiZoupe 10 éplo cUUPva e kKanola and TIG NponyoUUEVESG HOPPEG.
- Av anoAuto pndevidetal yia X =X

Katacokeuddoupe nivaka NpocAPwV TV NApdcTACEWY Nou NEPIEXOVTAl oTda andAuTa.

Maipvoupue NAeupikd épia, analdccovtag, avdloyd, Thy cuvdpTnon and TiG andAUTEG TIUEG.
Ma va undpxei to lim f(x), npéner: lim f(x) = lim f(x).
X 0 X

.
X—>Xq X )

20¢ 1pdénog

Bpiokoupe 10 éplo Tng NapdoTaong Nou nepiéEXetdl oto andiuto. Me Bdon 1o npdonpo Tou opiou
agaipoUue Ta andAuTtd Kal unoloyicoupe 1o éplo. Av 1o épio TG NApAcTACNS NoU PRICKETAI 6To AndAUTO
gival ico e PndEv, TOTE dNW Kal Nplv, unoloyidouue Ta NAeUpIKA Spia.

KPITHPIO MAPEMBOAHZ
Me npd&eig napepPdioupe Tnv ¢nToUpevn cuvdpTnon f(x) avdpeca os dUo AMEG CUVAPTACEIG:
g(x) <f(x) <h(x) , o1 onoieg npénel va éxouv koIvé 6plo 6Tav X — X, .
Mapatipnon:

XapakTnpIoTIKS yid Ty papuoyn Tou Kpinpiou napepBoAng sival n Unapén dinAng aviocdtntag
B(X)<AX)<T(x) i |A(X)| <B(x) < —B(X) < A(X) <B(x).
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TpiywvoueTpikd Spia
e OE£TOUNE OMOU X TO X, YIaT: lim nux =nuX,, lim cuovx =cvvx,, lim epx =epX,
X—Xg X—Xg X—Xg

(XO # K7t+g,Ker.

o Otav éxoupe anpoodlopIcTia (g} , TOTE NpoconaBolue va eugavicoupe 1a éplia:

. X , .. _oovvx—1
imIE2 _ 15 MY
X—0 X x—0 X

0

Opio pe alayn JeTaBAnTng
MNa va unooyicoupe 1o lim f(g(x)) ,8étoupe u=g(X), Bpiokoupe u, = lim g(X) HE U # U, KOVTA OTO X

Kal oTh cuvéxela Bpiokoupe 1o lim f(u).

u—uy

EidIkd yia 1o dplo Iimw, B€Toupe oy =U, 161E lim nr(ox) =lim e _ 1.
x->0 X x=0 oX u—=0 y

. «Mndevikn X @paypévn»
Otav €xoupe YIVOLEVO CUVAPTACEWY TWV UOPPOV:

f(X)-T]M% n f(x)-csuv%, énou lim g(x) =0 = lim f(x) ,epappdloupe To KpIMpio NapepBoNig
g(x g(x X—Xg X—Xg

AapBdvovtag undyn o |np(ax)| <1 |GUV((1X)| <1kai |npx| < |X| .

Opia pye xprion BonOnTIKAG cuvdpTnong

- Aiverar: Iim[H(f(x),...)] =( e RR Onou IT = napdotacn nou nepiéxel Tnv f(X) kai Znteital To lim f(x)

X—Xg
.Tére:
e BéToupe g(X) TNV napdoTacn Tou yvwotoU opiou.

e AUvoupe wg npog v cuvdptnon f(x).
e Bpiokoupe 1o lim f(x) péow Tng nponyoUpevng oxéong.

X—Xg

Av Znteital n elpeon Tou opiou piag AAANg cuvdapTtnong nou nepiéxel Tnv f(X) kar éxoupe anpoodiopioTia
0 . . . . . .
(6} , TOTE HopPonoIoUE e NPOCOAPAIPECEIG N NAPAYOVTONOINCEIG To nToUUEVO OpIo YId vd

kKataNi&oupe o€ NAPACTACEIG UE YVWOTA Opia.

Opio Tng popeng |lim % pe limg(x)=0 kar lim f(x)=0.

X—>Xg X—>Xg

«  Anopovwvoupe» Tov NapdyovTtd Nou PUNdevidel Tov NapavouacTi.
lim (M} lim [LMJ pe lim g,(x)=0 kar im —& —3 %0,
X—Xg g(x) X—>Xg gl(x) gz (X) X=X X—Xg 92 (X)
f(x)

e Av g,(x)>0 téte: lim i:Jroo kar lim —

+oo (avdhoya Pe 1O A).

X—Xg gl(x) X=X g(x)
. . 1 . f(x) .
o Av g, (x)<0 1618 liIMm —— =—00 Kal lim —— == (avdloya pe 10 A).
X—>Xo gl(x) X—>Xg g(X)

Av 10 g,(X) aAAAZel NpGoNpo OTo X, HE NAEUPIKA Opla SIANICTOVOUE OTI Bev
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. , . . [ f(x)
undpxeito lim g,(x), ondte dev undpxel karto |lim ﬁ .
X—Xq =%\ g(X

Edpeon napapyétpwv

. . 3 i , . f(x
Otav ZnTouvTal ol TIHEG TWV NApauéTpwy woTe lim % =AeR
x=¥% g(X

(6nou n f(x) nepiExel napapérpoug kai lim g(x) =0), 1é1€:
e Oétoupe:h(x)= % < f(x) =h(x)g(x)
e FEivar lim f(x) = lim(

X—Xg X—Xg

h(x)g(x)) =0 ondTe, npokUNTEl Yia ox€on PE NAPAPETPOUG,.

i i i . f(x i i i i
e XpnoiyonoloUue Tn oxéon yia va Bpouue to lim Q Kal NpoKUNTel pJia SeUTEPN OXEON LE

X=Xy g(x)

napapéTpoug.
EniAUoupe To oUCTNUA TWV NAPAPETPIKOV CXECEWY KAl MPOCdIopiloUlE TIG TIUEG TOUG.

Opi1o noAuwvuuIKng - Oplo pnTAg

Op10 NOAUWVUUIKNAC
looUTal he To dplo Tou PeyIoToRdBIou dpou Tou NoAUWVUHOU.

Opio pntAC: lim P(X)
ope e i)

looUTal pe To dplo Tou NnAIKou Twv PeyIoToRdBuIny 6pwv Tou AaplBuNTA Kal TOU NApdvoudcTi.

Ygx) = 4/h(x)

Vo(x) £5(x)

énou P(x),Q(x) nohudvupa.

Yuvdaptnon Tng popong f(x) =

e Byddloupe koivé napdyovra péca oTo unodpido Tn dUvdpn Tou X Mou avTIoToIXel othy Tagén Tng pidag.

e BydZoupe 10 X £Ew and Tn pida. Eival {/x_":|x| Kal [X| =X (av X —>+00) A [ ==X av X —>—w.

e Byddloupe Koivé napdyovTd To X o€ aplBuNTA Kdl NApAavouacTi.
AnAonoloUpe Kai Bpickoupe To 6plo.

2uvaptnon Tng pop®ng f(X) =+/A(X) £B(X) A f(x)=+/A(X) =+/B(X)

e Oewpoupe Tnv napdotaon TT=,fa X" £ X" A =/o X" i,fﬁpxp énou a, X', Bx" ol
peyioToBdABuIol Spol Twv nocAuwvUuwy A(x) kal B(x) avtioToixa.

e Av IT#0 BydZouue koivé napdyovia Tnv JeydAUTepn dUvdpn Tou X Kal unoloyidoupue 1o dpio.

e Av IT=0 noManiaciddoupe Kal diaipoUle Je TNV cuduyn napdcTtacn.

ByddZoupe kKoilvoug napdyovieg, anionoloUE Kal Bpickoule To 4plo.
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TpiywvoueTpIkd dpia oTo dneipo

Oplo oT1o dnelpo pe napdoTtach Tng HOPPNAG npf(x) n ouvf(x)

> Av lim f(X) =0, 161 B€TOULE f(X) =U Kdl npoonadoUpe va eupavicoupe Ta Bacikd épia

X—+o0
. hyu . 1-ouvu
I|mL=1 kai lim———=0.
x=0 U x—0 u

> Av lim f(X) = 00, TOTE XPNOILOMOIOUME TO KPITAPIo NAapePBoAng (UNdeVIKA €ni ppaypévn)
X—>to0

f(a*)
g(a”
- AvaiUoupe Tic duvdpeic. ©¢toupe . a* =u

YnoAoyiZoupe 10 éplo Nou NpokUNTel e TNy aAkayn Tng YeTABANTAG.

f X’ X
e  Opia cuvapTAcewV UopPpng M

g(a*,p")

o Opla cuvapTNCE®V TNG HOPPNCG

N

- AvalUoupe TIg QUVAEIG.

- ByddZoupe koivé napdyovTa o€ apIBunTh Kal NapavouacT.

- av X — +ooT1n dUvapn Tng JeyaluTepng Bdong.

- av X — —oo Tn dUvapn Tng PIKpSTEPNS Bdong. (o1éxog gival va epgavicoups épia nou Teivouv oto 0).

- Bpiokouue To éplo nou NpoKUNTEL.
Ortav éxoupe napduetpo otn Bdon SIAKpivOUUE NEPIMTWOEIC.

Oplo ocOvOeTNg cuvapTnong oTo Aneipo

e [a va unoloyiooupe To )I(mf(g(x)) BéToupe g(X) =U

e [a Tn AoyapiBuikn cuvdptnon, 1ox0el 6T [im InX = +o00 kai lim InX = —o0

X—>-+30 X—0*

e JUVEXEIQ OTO X=X,

- Bpickoupe 1o lim f(x) i 1a nAeupika épia Tng f oto X, av n f aAAdZel Tono

X—Xg
EKATEPWOEV TOU X,
- Bpiokoupe 1o f(X,).

Av eivar lim f(x) = lim f(x) =f(x,), 161€ n f eival cuvexng oTo X,

X=Xy X—Xg

o [lapauerpikéq ouvéxelag
©a npénel n cuvdpTnon vd €ival CUVEXAC Kal oTd onpeia nou aAMdalel Tuno.
- Bpiokoupe Ta lim f(x), lim f(x) kaito f(x,).

X—>Xg X—>Xg
- Mpéner: lim f(x) = Iim+ f(x) =f(x,)
X—>Xqo X—Xg

- AUvoupe To cUoTnpa Twv eEICOCEWVY NOU MEOKUMNTOUY Kdl UNCAOYICOUE TIG NAPAPETPOUG.

e Y uvéxela o€ diIdoTnua
Av ol cuvapTthoelg f, g eival cuvexeig, TOTE Kal Ol CUVAPTACEIG:

ft+g, f-g, i Y, {/H f+x, «f, |f| ™, fog, gof eival eniong ouvexeic.
g

Eniong, é\eg ol cuvapThcelg Twv onciwy o Tinog opidetal ye NPAEEIC BACIKWY CUVEX®V CUVAPTACEWV
€ival cuvexeicg.
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Ynoloyiopég f(X,) péow cuvéxeiag
Orav diverar pia oxéon yia pia ouvdptnon f, n onoia gival cuvexng oto X, Kail ¢nTeital To f(xO ) TO onoio
dev Pnopei va Bpebei an’ eubeiag and tnv f, 1d1€:
e AUvoupe Tn doBeica oxéon wg npog f(x), B€Toviag dAoug Toug nepiopicuoUc.
® Ynohloyidoupe To lim f(x).
X—Xg

e Eneidn n f eival cuvexng oto x,, 1oxver: f(x,) = lim f(x).

X=X

Na Tnv e0peon Tou opiou Ba xpnoluonolcUue onoladnnoTte and Tig ueBddoug unoloyicuou opiwy
OewpoUpe anapaitnTec.

2 UVAPTNOIAKEG OXECEIC

2uvéxela cuvaprtnong f y€ow ocuvapTNoIAKNG oxéong f(x+y) =...

Av yvwpicoupe 61i n f eival cuvexing oto a € R kal 8Ehoupe va anodeioupe OTI ival cuvexng oTo nNedio
oplouoU Tng, TOTE:

O¢Toupe: X—X, =h—a < x=(X,—a)+h é1av X — X, eivar h—a. Téte: lim f(x)=limf((x, —a)+h)=...

X—Xg h—a

Av lim f(x) =f(x,) 761 n f eival cuvexnig oTo Tuxaio X, €D;, onéTe kai oe Sho 10 D, .

X—Xg

2uvéxela cuvaptnong f péow ocuvapTnolakng oxéong f(xy) =N

Av yvwpicoupe 611 n f eival cuvexing oto a e R kal 8Ehoupe va anodeioupe OTI ival cuvexng oTo nNedio
oplouoU Tng, TOTE:
. X _h Xo v ] o (%
e ©Oétoupe: —=—<X=—"h. Otav X > X, eivat h—>a. Téte: lim f(x)=limf| —=-h |=...
XO o o X—Xg h—a o

Av lim f(x)=f(x,) 161€ n f €ival cuvexng oTo Tuxaio X, €D, , ondte Kail e 6Ao To Nedio opicpoU TNG.

X—Xg

AnoéodeiEn ouvéxelag and avicoTIKn oxéon
e ©éToupE OTN OXx€on dMnou X To X, Yia va Bpoupe To f(X,).

e Bpiokoupe 1o lim f(X), cuvhBwg pe kpmnpio NapepBoAig.

X—>Xg

o EMéyxoupe av lim f(x)=1(x,).

X—Xq
Opiopéveg popég iowg XpeldZeTal va TPONoNOINCOUE TNV APXIKA GXEON YIA vd UNopECOUE va
£QapuSooUE TA Napandvw BAuara.
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