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30η Άσκηση 

 

Έως Μονοτονία συνάρτησης 

 

Δίνονται οι συναρτήσεις   2x 2f x e 2x 2x    και   x 2g x 2e 2x 2x 2     , x . 

α) Να μελετήσετε την συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία. 

β) Να μελετήσετε την συνάρτηση g ως προς τη μονοτονία. 

γ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ρ  τέτοιο, ώστε 2ρ 2e 2ρ 2ρ   . 

δ) Να βρείτε διάστημα της μορφής  α,α 1 , α   που να περιέχει το ρ. Το ρ βρίσκεται πιο κοντά στο α  

   ή στο α 1  ; 

ε) Να δείξετε ότι η εξίσωση x 2e x x 1    έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

στ) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση της g. 

 
Στέλιος Μιχαήλογλου 
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Λύση 
 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με   2xf x 2e 4x 2     και   2xf x 4e 4    . 

     2x 2xf x 0 4e 4 e 1 2x 0 x 0           

   Για κάθε x 0  είναι  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 ,  

   οπότε για κάθε x 0  είναι    f x f 0 0    και επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα  

   στο  ,0 . 

   Για κάθε x 0  είναι  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  0, ,  

   οπότε για κάθε x 0  είναι    f x f 0 0    και επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα  

   στο  0, . Επειδή η f είναι συνεχής στο x 0 , είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

β) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με   xg x 2e 4x 2     και   xg x 2e 4    . 

     x x xg x 0 2e 4 0 2e 4 e 2 x ln2           . 

   Για κάθε x ln2  είναι  g x 0   και επειδή η g είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  

    , ln 2 . Για κάθε x ln2  είναι  g x 0   και επειδή η g είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα  

   στο  ln 2, . 

   Είναι      ln2g ln2 2e 4ln2 2 4 4ln2 2 2 4ln2 2 1 2ln2 2 1 ln4 0               , 

      x
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       και  
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e 2
lim g x lim x 2 4
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   γιατί 
x x

x DLH x
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    . 

   Στο διάστημα  1Δ ,ln2   η g  είναι συνεχής και  

   γνησίως φθίνουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο  

   τιμών το     1g Δ g ln 2 ,    . Επειδή  10 g Δ   

   υπάρχει μοναδικό 1 1x Δ  τέτοιο, ώστε  1g x 0   . 

   Στο διάστημα  2Δ ln 2,   η g  είναι συνεχής και  

   γνησίως αύξουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο  

   τιμών το     2g Δ g ln 2 ,    . Επειδή  20 g Δ   

   υπάρχει μοναδικό 2 2x Δ  τέτοιο, ώστε  2g x 0   . 

   Για κάθε      
g

1 1 1x x g x g x 0 g ,x


      
2

1  .  

   Για κάθε      
g

1 1 1x x ln2 g x g x 0 g x ,ln2


      
2

2   

   Για κάθε      
g

2 2 2ln 2 x x g x g x 0 g ln2,x


      
1

2  . Επειδή η g είναι συνεχής στο x ln2 ,  

   είναι γνησίως φθίνουσα στο  1 2x , x  . 

   Τέλος, για κάθε      
g

2 2 2x x g x g x 0 g x ,


      
1

1 . 

 

γ)  2ρ 2 2ρ 2e 2ρ 2ρ e 2ρ 2ρ 0 f ρ 0         . 

   Είναι      2x 2 2x 2

x x x
lim f x lim e 2x 2x lim e 2x 2x 0
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    2 2
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   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο , έχει σύνολο τιμών το  και επειδή το 0  

   βρίσκεται στο σύνολο τιμών της f, υπάρχει μοναδικό ρ τέτοιο, ώστε  f ρ 0 . 

 

δ) Είναι     2f 0 1, f 1 e 4 0     , δηλαδή    f 0 f 1 0  και f συνεχής στο  

    0,1  , οπότε λόγω του θεωρήματος Bolzano η εξίσωση  f x 0  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  

    0,1 . Όμως το ρ είναι η μοναδική ρίζα της f, άρα  ρ 0,1  και α 0  . 

   Είναι 
1 1 1 3

f e 2 2 e 0
2 4 2 2

 
        

 
 , οπότε  

1
f f 1 0

2

 
 

 
 και λόγω του Θ.Bolzano η 

    f x 0  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο 
1

,1
2

 
 
 

 . Επειδή το ρ είναι η μοναδική ρίζα της f, είναι  

    
1

ρ ,1
2

 
 
 

, οπότε το ρ βρίσκεται πιο κοντά στο 1 απ’ ότι στο 0. 

 

ε)  x 2 x 2e x x 1 2e 2x 2x 2 g x 0           

    Παρατηρούμε ότι    g 0 g 0 0    και επειδή η g είναι γνησίως φθίνουσα στο  1Δ ,ln2  , το 0  

   είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  g x 0  , οπότε 1x 0  . 

   Για κάθε    
g

x 0 g x g 0 0   
1

 και για κάθε      
g

2 20 x x g x g x g 0 0     
2

 . 

   Είναι      
x

x 2 2

2 2x x x

e 2 2
lim g x lim 2e 2x 2x 2 lim x 2 2

x x x  

  
              

  
 γιατί 

  
x x x
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x 2x 2

    
   
    

  
    . 

    Στο διάστημα  3 2Δ x ,   η g είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο  

   τιμών το     3 2g Δ g x ,   . Επειδή  30 g Δ  υπάρχει μοναδικό 3 3x Δ  τέτοιο, ώστε  3g x 0 . 

   Τελικά η g έχει μοναδικές ρίζες το 0 και το 3x . 

 

στ) Αρκεί να δείξουμε ότι     2x 2 x 2 2x xf x g x e 2x 2x 2e 2x 2x 2 e 2e 2 0             

   Έστω   2x xh x e 2e 2, x     . 

   Η h είναι παραγωγίσιμη στο  με   2x xh x 2e 2e   . 

     2x x 2x xh x 0 2e 2e e e 2x x x 0          . 

   Για κάθε x 0  είναι  h x 0   και επειδή η h είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 . 

   Για κάθε x 0  είναι  h x 0   και επειδή η h είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

   Για κάθε    
h

x 0 h x h 0 1   
2

 και για κάθε    
h

x 0 h x h 0 1   
1

, άρα για κάθε x  είναι  

         h x 0 f x g x    . 
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   2ος τρόπος 

Αρκεί να δείξουμε ότι     2x 2 x 2 2x xf x g x e 2x 2x 2e 2x 2x 2 e 2e 2 0            

 
2

2x x xe 2e 1 1 0 e 1 1 0         ισχύει. 

 

 

 

 

 

 


