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9ο Διαγώνισμα 

  26-4-2021 

Θέμα Α 
Α1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

xf (x) α , α 0  είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει 

        xf x α ln α  , δηλαδή  x xα α ln α

 . 

μονάδες 7 

Α2. Να διατυπώσετε το κριτήριο παρεμβολής. 
μονάδες 4 

A3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό:  

  « Αν η μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα σημείο 
0x  του πεδίου ορισμού της, τότε είναι και  

      παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό». 

α) Είναι αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

μονάδες 1+3 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, δίπλα στο γράμμα  

      που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση  

      είναι λανθασμένη. 

   Αν γραφική παράσταση της συνάρτησης f δίνεται από το παρακάτω σχήμα, τότε: 

 

 

 

 

 

 

 

 

    α) το πεδίο ορισμού της 
1

f 
είναι το  1,4 . 

    β) το πεδίο ορισμού της 
1

f 
είναι το  1,4 . 

    γ)  f x 0   για κάθε  x 1,4 . 

    δ) υπάρχει  0x 1,4 τέτοιο, ώστε  0f x 0   

μονάδες 8 

Α5. Να μεταφέρετε στο τετράδιό σας το γράμμα που αντιστοιχεί στην σωστή απάντηση στη παρακάτω  

       πρόταση: 

      Το 
h 0

1 1

x h xlim
h


  ισούται με: 

     Α. 
2

1

x
  Β. 

2

2

x
   Γ. 

2

1

x
    Δ. 

2

x
   Ε. 0 

μονάδες 2 

Θέμα Β 
Δίνονται οι συναρτήσεις   2f x x αx β, α,β , x      και 

 g x x, x 0  . Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της f 

και η ευθεία ε είναι εφαπτομένη της fC στο 2x ρ . 

B1. Να αποδείξετε ότι β 3 και α 2 3   . 

μονάδες 4 

Έστω ότι η ευθεία ε έχει εξίσωση y 2x 6  . 

Β2. Να αποδείξετε ότι   2f x x 4x 3   . 

μονάδες 4 
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B3. Κάνοντας κατάλληλο σχήμα να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης    x x 4 g x 3    

μονάδες 3 

B4. Έστω η συνάρτηση     h x g f x . 

  α) Να αποδείξετε ότι   2h x x 4x 3   ,    x ,1 3,    . 

μονάδες 3 

  β) Να μελετήσετε την h ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

μονάδες 6 

  γ) Να αποδείξετε ότι για κάθε    x ,1 3,     ισχύουν οι σχέσεις  

           h x h x x 2    και      
2

h x h x h x 1       

μονάδες 5 

Θέμα Γ 
Δίνεται συνάρτηση  f:   με τύπο   2022f x x κx λ , κ,λ     της οποίας η διαίρεση  με το 

 
2

x 1  είναι τέλεια και δίνει πηλίκο ένα πολυώνυμο  P x  . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι κ 2022 και λ 2021  . 

Μονάδες 7 

Γ2. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και να λύσετε την εξίσωση   

       f x 0 . 

Μονάδες 6 

Γ3. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης    

       P x στο σημείο της με τετμημένη  
0x 1 . 

Μονάδες 5  

Γ4. Να  αποδείξετε ότι  P x 0 για κάθε x  . 

Μονάδες 7 

Θέμα Δ 

Για τις παραγωγίσιμες στο συναρτήσεις 1 2f ,f ισχύουν: 

    1 1f x f x    

    2 2f x f x   

     1 2

1 1
f 0 , f 0

2 2
    

Δ1. Να αποδείξετε ότι     
x x

1 2

e e
f x f f x , x

2

 
    . 

μονάδες 4 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει την γραφική παράσταση της  g x ln x  

    σε μοναδικό σημείο. 

μονάδες 5 

Δ3. Αν ρ 0  η ρίζα της εξίσωσης    f x g x , να αποδείξετε ότι το ρ είναι ρίζα της  

     εξίσωσης  
1

f x g
x

 
  

 
. 

μονάδες 4 

Δ4. Να αποδείξετε ότι η ευθεία y αx β, α,β   δεν μπορεί να είναι ασύμπτωτη της fC  στο   ή  

     το  . 

μονάδες 6 

Δ5. Να αποδείξετε ότι η fC είναι πάνω από τη διχοτόμο του 2ου και 4ου τεταρτημορίου στο  ,0  και  

     κάτω από αυτήν στο  0, . 

μονάδες 6 

 

Καλή Τύχη! 
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Θέμα Α 
 

Α1. Αν x x lny e     και θέσουμε u xln  , τότε έχουμε uy e . Επομένως,  

u u x ln xy (e ) e u e ln ln           . 

 

Α2. Έστω οι συναρτήσεις f ,g,h . Αν      h x f x g x   κοντά στο 
0x  και 

    
0 0x x x x

lim h x lim g x
 

  ,τότε και  
0x x

lim f x


 . 

 

A3. α) Ψευδής. 

β) Έστω η συνάρτηση  f x x .  

    Η  f  είναι συνεχής στο 00 x , αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό,  

    αφού
   

x 0x 0

f x f 0 x
lim lim 1

x 0 x 


 


, ενώ

   
x 0x 0

f x f 0 x
lim lim 1

x 0 x 

 
  


. 

 

 

Α4. α) Λ  β)  Λ  γ) Λ   δ) Σ    Α5. Γ 

 

Θέμα Β 
Β1. Στο σχήμα παρατηρούμε ότι η 

fC τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο (0,3), οπότε  f 0 3 β 3    

και   2f x x αx 3   . 

Παρατηρούμε ακόμη ότι η 
fC τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία    1 2ρ ,0 , ρ ,0  με 

1 2ρ ,ρ 0 . 

Επομένως η εξίσωση   2f x 0 x αx 3 0      έχει ρίζες τους θετικούς αριθμούς 1 2ρ ,ρ . 

Η εξίσωση αυτή όμως είναι 2ου βαθμού, οπότε έχει 2 2Δ 0 α 12 0 α 12 α 12 2 3           

α 2 3 ή α 2 3   . 

Από τους τύπους του Vieta είναι 1 2S ρ ρ 0 α 0 α 0       , άρα α 2 3  . 

 

Β2. 1ος τρόπος 

Επειδή η ε εφάπτεται της 
fC στο  2ρ ,0 , ισχύει ότι 

2 2 20 2ρ 6 2ρ 6 ρ 3      . Τότε 

 f 3 0 9 3α 3 0 3α 12 α 4 2 3           , οπότε   2f x x 4x 3   . 

2ος τρόπος 

Επειδή η ε εφάπτεται της fC στο  2ρ ,0 , ισχύει ότι  2 ε 2 2

2 α
f ρ λ 2ρ α 2 ρ

2


       . 

Είναι  
2

2

2 α 2 α 2 α
f ρ 0 f 0 α 3 0

2 2 2

     
          

   
…

2α 16 α 4 2 3 ή α 4 ,απορρίπτεται        

3ος τρόπος 

Επειδή f είναι κυρτή  γιατί f x 2 0    και η ε εφάπτεται της fC , η εξίσωση  

   2 2f x 2x 6 x αx 3 2x 6 0 x α 2 x 9 0              έχει διπλή ρίζα την 2x ρ . 

Όμως η εξίσωση είναι 2ου βαθμού και έχει διπλή ρίζα αν και μόνο αν 

   
2 2

Δ 0 α 2 36 0 α 2 36 α 2 6 α 4 ή α 8                . 

Όμως α 2 3  , άρα α 4  . 

 

Β3.          2x x 4 g x 3 x 4x 3 g x f x g x         . 
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Το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης είναι το πλήθος των κοινών σημείων 

των γραφικών παραστάσεων των f, g. 

Κάνοντας στο ίδιο σύστημα αξόνων τη γραφική τους παράσταση βλέπουμε 

ότι έχουν δύο κοινά σημεία, οπότε και η εξίσωση έχει 2 λύσεις. 

 

B4. α) Είναι

        2

h f gΑ x Α / f x Α x / x 4x 3 0 ,1 3,             

και         2h x g f x g f x x 4x 3     . 

 

β) Η h είναι παραγωγίσιμη στο    ,1 3,    ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

   
 2

2

2 2

x 4x 3 22x 4
h x x 4x 3

2 x 4x 3 2 x 4x 3


  

      
   

 x 2

2



2x 4x 3


 
 

2

x 2
h x

x 4x 3


 

 
. 

Για κάθε  x ,1  είναι  h x 0  και επειδή η h είναι συνεχής στο  ,1 , είναι γνησίως φθίνουσα στο 

διάστημα αυτό. Για κάθε  x 3,  είναι  h x 0  και επειδή η h είναι συνεχής στο  3, , είναι 

γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. Η h έχει τοπικά ελάχιστα τα    h 1 0 και h 3 0  . 

 

γ) Για κάθε    x ,1 3,     είναι    
 

   
2

x 2 x 2
h x h x h x h x x 2

h xx 4x 3

 
       

 
και 

      h x h x x 2          
2

h x h x h x 1       

 

Θέμα Γ 

Γ1.          
2 22022Για κάθε x : f x x 1 P x x κx λ x 1 P x          (1) 

Για x=-1 έχουμε:    
2022

1 κ 1 λ 0 1 κ λ 0 λ κ 1             (2) 

Παραγωγίζουμε την (1):        
220212022x κ 2 x 1 P x x 1 P΄ x       (3) 

Για x=-1 έχουμε:  
2021

2022 1 κ 0 2022 κ 0 κ 2022         

Άρα από (2) : λ=2021. 

 

Γ2.   2022f x x 2022x 2021 , x    . 

f συνεχής στο ως πολυωνυμική,   2021f ΄ x 2022x 2022   

   f ΄ x 0 x 1 και f ΄ x 0 x 1        ,    f ΄ x 0 στο , 1   . 

Επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  , 1   και γνησίως φθίνουσα στο  , 1  . 

Η f παρουσιάζει ολικό  ελάχιστο στο  0x 1 το f 1 0     . 

     
f

Για x 1 f x f 1 f x 0      
2

και      
f

για x 1 f x f 1 f x 0      
1

.  

Άρα η μοναδική ρίζα της f είναι η -1. 

 

Γ3. Έχουμε          
2 22022: f x x 1 P x x 2022x 2021 x 1 P x         (4) 

Οπότε για  x=1:    4044 4 P 1 P 1 1011    . 

Παραγωγίζουμε την (4):        
220212022x 2022 2 x 1 P x x 1 P΄ x       (5) 

Οπότε για  x=1:        2022 2022 4 P 1 4 P΄ 1 4044 4 1011 4 P΄ 1 P΄ 1 0             

Άρα η εξίσωση της εφαπτομένης είναι: ε: y=1011 
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Γ4. Η P είναι συνεχής ως πολυωνυμική και  P 1 1011 0  . Οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι 

 P x 0 για κάθε x  . Παραγωγίζουμε την (5): 

          
             

22021

22020

2022x 2022 ΄ 2 x 1 P x x 1 P΄ x ΄

2022 2021x 2P x 2 x 1 P΄ x 2 x 1 P΄ x x 1 P΄́ x

       

          

 

Για x=-1    2022 2021 2P 1 P 1 1011 2021 0         

Έστω ότι υπάρχει    0 0 0x 1 τέτοιο ώστε Ρ x 0 τότε από την (1) και f x 0     που είναι άτοπο αφού η 

μοναδική ρίζα της f είναι το -1. 

Άρα  P x 0 για κάθε x  . 

 

Θέμα Δ 

Δ1. Από γνωστή εφαρμογή ισχύει ότι       x

2 2 2f x f x f x ce , c     . 

Είναι  2

1 1
f 0 c

2 2
     , οπότε   x

2

1
f x e

2
  . 

              x x x

1 1 1 1 1 1 1f x f x f x f x 0 f x e e f x 0 f x e 0
            

   x x

1 1 1 1 1f x e c f x c e , c    . Είναι  1 1

1 1
f 0 c

2 2
   , οπότε   x

1

1
f x e

2
  , οπότε 

  x

1

1
f x e .

2

  Άρα     
x x

1 2

e e
f x f f x , x

2

 
    . 

 

Δ2. Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση    f x g x  έχει ακριβώς μία ρίζα. 

Το σύνολο ορισμού της εξίσωσης είναι το  f gΑ Α 0,   . 

Έστω η συνάρτηση      
x xe e

h x f x g x ln x, x 0
2

 
     . 

Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,  ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

 
x xe e 1

h x 0
2 x

 
     για κάθε x > 0, άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

Είναι    
x x

x 0 x 0

e e
lim h x lim ln x 0

2 



 

 
       

 
και 

 
x x

x x

e e
lim h x lim ln x 0

2



 

 
       

 
. 

Επειδή η h είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Α 0,  , έχει σύνολο τιμών το 

      
x x 0

h A lim h x , lim h x
 

  . 

Επειδή το 0 περιέχεται στο σύνολο τιμών της h και η h είναι γνησίως φθίνουσα, η εξίσωση  

     h x 0 f x g x    έχει μοναδική ρίζα ρ 0 . 

 

Δ3. Επειδή το ρ > 0 είναι ρίζα της εξίσωσης    f x g x , είναι        f ρ g ρ f ρ g ρ 0     (1) 

Το πεδίο ορισμού της εξίσωσης    
1 1

f x g f x ln
x x

   
       

   
 είναι το  ,0  γιατί 

fx Α   και  g

1 1
Α 0, 0 x 0

x x
        . 

Είναι         
ρ ρ ρ ρ

11 1 e e e e
f ρ g f ρ ln lnρ lnρ f ρ g ρ 0

ρ ρ 2 2

 
     

                 
   

, άρα 
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1

f ρ g 0
ρ

 
    

 
, οπότε το ρ  είναι ρίζα της εξίσωσης  

1
f x g

x

 
  

 
. 

 

Δ4. Αν η ευθεία y αx β, α,β   , είναι ασύμπτωτη της 
fC στο  , τότε  

      
x x

x x

e e
lim f x αx β 0 lim αx β 0

2



 

 
       

 
 

- Αν α = 0, τότε 
x x

x

e e
lim β

2





 
   

 
, ενώ 

- αν α 0 , τότε 
 

 x x 1

x 2

e e
lim β αx β

2 2





    
            

    
 γιατί 

x

x

e
lim β β

2





 
   

 
 (1) και 

x
x

xx x

e 1 x
lim αx lim e α

2 2 e 

    
        

   
(2), αφού 

x xx DLH x

x 1
lim lim 0

e e

 
 
 

 
  . 

Άρα η y αx β, α,β   δεν είναι ασύμπτωτη της 
fC  στο  . 

Όμοια στο  . 

ή 
x x

x x x x

x x DLH x

e e

e e e e2lim lim lim
x 2x 2




 

  



  
    , 

x x

x x x x

x x DLH x

e e

e e e e2lim lim lim
x 2x 2




 

  



  
     άρα η f  δεν έχει πλάγια ασύμπτωτη οποιαδήποτε 

ευθεία y αx β, α,β   . 

 

Δ5. Η f είναι παραγωγίσιμη στο με  
x xe e

f x
2

 
  .  

Η f   είναι παραγωγίσιμη στο με  
x xe e

f x
2

 
  . 

 
x x

x x x xe e
f x 0 0 e e 0 e e x x 2x 0 x 0

2


 

                 

Για κάθε  x ,0  είναι  f x 0  και επειδή η f είναι συνεχής στο x = 0, είναι κυρτή στο  ,0 . 

Για κάθε  x 0,  είναι  f x 0  και επειδή η f είναι συνεχής στο x = 0, είναι κοίλη στο  0, . 

Η εφαπτομένη της fC στο Ο(0,0) έχει εξίσωση:     y f 0 f 0 x 0 y x      . 

Επειδή η f είναι κυρτή στο  ,0 , ισχύει ότι    f x y f x x     για κάθε  x ,0   και το ίσον 

ισχύει μόνο για x = 0, οπότε  f x x   για κάθε x 0 , δηλαδή η
fC είναι πάνω από τη διχοτόμο του 2ου 

και 4ου τεταρτημορίου στο  ,0 . 

Επειδή η f είναι κοίλη στο  0, , ισχύει ότι    f x y f x x    για κάθε  x 0,   και το ίσον 

ισχύει μόνο για x = 0, οπότε  f x x   για κάθε x 0 , δηλαδή η fC είναι κάτω από την y x στο 

 0, . 

 

 

 

 

 

 
 
 


