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6ε Επαλαιεπηηθή  
               Δίλνληαη ην ζεκείν 2,5   θαη ε ζπλάξηεζε f : [1,5]    

              δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην   , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ  

               ●      f x    
 , γηα θάζε x  

               ●      f 10 f      

              ●        Επζεία  θάζεηε ζηνλ  y y εθάπηεηαη  ζηε γξαθηθή παξάζηαζε 
f

C  

                         ηεο ζπλάξηεζεο f θαη δηέξρεηαη από ην ζεκείν 2,5   

              ●        Αθόκα ηζρύεη όηη:  Η επζεία 3x  είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο 
f

C         

       

1.    Να απνδείμεηε όηη: Η ζπλάξηεζε f έρεη έλα ηνπιάρηζηνλ αθξόηαην  

   ζε εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ    

2.     Να απνδείμεηε όηη:  Η εμίζωζε f 0x  
, έρεη αθξηβώο κηα ξίδα 

3.     Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f ωο πξνο ηε κνλνηνλία 

4.     Να βξείηε ην f   

5.    Να βξείηε ην  ζύλνιν ηηκώλ ηεο  ζπλάξηεζεο f  

6.    Να βξείηε ην  πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο f x     

7.    Να απνδείμεηε όηη νη εθαπηόκελεο ζηε 
f

C ζηα ζεκεία κε ηεηκεκέλε    

   2 θαη 4  ζπληξέρνπλ κε ηελ επζεία 3x      

8.    Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f 
είλαη γλεζίωο κνλόηνλε  

9.    Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή   

10.    Να απνδείμεηε όηη δελ ππάξρεη εθαπηνκέλε ηεο 
f

C ε νπνία 

   λα δηέξρεηαη  από ην ζεκείν   

   Αλ επηπιένλ ηζρύεη f 5  
θαη 

5

3
f d 12x x    , ηόηε  

11.    Να απνδείμεηε όηη από ην ζεκείν (3,0) δηέξρνληαη δύν 

   εθαπηόκελεο    ηεο 
f

C  

12.    Να απνδείμεηε όηη θάζε επζεία ε νπνία εθάπηεηαη ζηε 
f

C ηέκλεη  

   ηελ επζεία x   

13.    Να απνδείμεηε όηη θάζε επζεία ε νπνία δελ είλαη παξάιιειε ζηνλ 

   y y έρεη κε ηε  
f

C ην πνιύ δύν θνηλά ζεκεία   

14.    Να γίλεη πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f  

15.    Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη  

    από ηε 
f

C θαη ηελ επζεία y 
 



                                                                                                        www.askisopolis.gr 

Υ

Χ

ΒΑ
f(α)=f(β)

βα

χ=ρ

ρ

Λύζε 
 

                             Τα ζεκεία ,  ηεο γξαθηθήο   

                         παξάζηαζεο 
f

C είλαη ζπκκεηξηθά  

                         ωο πξνο ηελ επζεία x  , νπόηε  

                        f f    θαη  
2


  , άξα 

                        2  , νπόηε f f 2     

                         δειαδή f f 2x x       

                        Επνκέλωο γηα ηελ f ηεο άζθεζεο ηζρύεη f f 6x x       ( 1 ) 

                        θαη ε f είλαη παξαγωγίζηκε , άξα  f f 6x x       
        ( 2 ) 

       

1. Να απνδείμεηε όηη: Η ζπλάξηεζε f έρεη έλα ηνπιάρηζηνλ αθξόηαην  

   ζε εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ    
    

               Η f  είλαη ζπλερήο ζε θιεηζηό δηάζηεκα , άξα έρεη κέγηζηε θαη ειάρηζηε  

               ηηκή. Αλ δελ έρεη αθξόηαην ζε εζωηεξηθό ζεκείν ηόηε γηα 1x   έρεη  

               ειάρηζην ή κέγηζην θαη γηα 2x  έρεη κέγηζην ή ειάρηζην , ζε θάζε  

              πεξίπηωζε f 0x   , άηνπν , γηαηί f x    
  

              άξα ε ζπλάξηεζε f έρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  αθξόηαην ζε εζωηεξηθό  

              ζεκείν  ηνπ    

 
 

2.     Να απνδείμεηε όηη:  Η εμίζωζε f 0x  
, έρεη αθξηβώο κηα ξίδα 

               Η ζπλάξηεζε f έρεη αθξόηαην ζε εζωηεξηθό ζεκείν   ηνπ    θαη είλαη 

               Παξαγωγίζηκε ζε απηό , νπόηε από ην ζεώξεκα Fermat , f 0 

 

               Έζηω  , κε   θαη f 0 
, ηόηε ε ζπλάξηεζε f 

ηθαλνπνηεί ηηο  

               πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle ζην , ή  , νπόηε ππάξρεη  

                 
1

,   ή 
1
  , ώζηε 

1
f 0   

, άηνπν , άξα ε εμίζωζε  

               f 0x  
, έρεη αθξηβώο κηα ξίδα ζην   
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3.     Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f ωο πξνο ηε κνλνηνλία 

 

               Η επζεία  είλαη παξάιιειε ζηνλ x x άξα έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο  

              κεδέλ θαη επεηδή ην  είλαη κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο f 0x  
θ, έρνπκε  

              όηη ε  εθάπηεηαη ζην ζεκείν f  , άξα f 5    

              Η ζπλάξηεζε  f 
 είλαη ζπλερήο ζην  θαη έρεη κνλαδηθή ξίδα ην   , άξα  

              δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην [1, ) θαη δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  

              ( ] .Όκωο ε ζπλάξηεζε f ε ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο  

               Μέζεο ηηκήο ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα 1 [1, ]    θαη 2 [ ]    

                 άξα ππάξρνπλ
1

(1, )  θαη
2

( )  ,ώζηε
1

f f 5
f

1 1

  
   

 


 

               θαη 
2

f f 5
f

 
   

 


, 
1

f    
θαη 

2
f    

, επνκέλωο  

              f x   
, γηα θάζε [1, )x  θαη f x   

, γηα θάζε (x θαη ε f   

              είλαη ζπλερήο ζην   , άξα ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 1 θαη γλεζίωο  

                 αύμνπζα ζην 2 . 

 

4.     Να βξείηε ην f   

             

              Η επζεία 3x  είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο 
f

C , άξα f fx x    
 

               
νπόηε 

3
f f f f 3 f 0 3

x
x x


                 

 

              άξα  f 5 
 

 

 

5.    Να βξείηε ην  ζύλνιν ηηκώλ ηεο  ζπλάξηεζεο f  

  

             Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 1 θαη είλαη ζπλερήο γλεζίωο  

               αύμνπζα ζην 2 , άξα . 1f [f f ] [5,10]       θαη ην 2f   είναι 

              2f [f f ] [5,10]      , άξα 2 2 1f f f [5,10]         

 

6.    Να βξείηε ην  πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο f x     
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              Όηαλ   ή    , ηόηε f  ,νπόηε ε εμίζωζε f x   δελ έρεη 

               ξίδα ζην  
 

               Όηαλ    ηόηε ε εμίζωζε f x    έρεη κνλαδηθή ξίδα ηελ x   

               Όηαλ    ηόηε 1f  θαη 2f   , νπόηε ππάξρνπλ κνλαδηθά  

               1
1

x  θαη ε 2
2

x   ώζηε 
1

f x    θαη
2

f x     , νπόηε ε εμίζωζε  

               f x     έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο  

 
 

7.      Να απνδείμεηε όηη νη εθαπηόκελεο ζηε 
f

C ζηα ζεκεία κε 

 ηεηκεκέλε  2 θαη 4  ζπληξέρνπλ κε ηελ επζεία 3x      

 

               Όηαλ y f f 2x       
 θαη y f f 4x       

 

               νη εθαπηόκελεο ζηε 
f

C ζηα ζεκεία κε ηεηκεκέλε  2 θαη 4   

               Από ηηο ζρέζεηο ( 1 ) θαη ( 2 ) f f  θαη f f 4x      
 

               Οπόηε y f f 2x        
, ε ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο  

               ηωλ
  ,

 είλαη ιύζε ηεο εμίζωζεο f 2 f 2x x        
 

              3x  , γηαηί f 0 
, άξα νη εθαπηόκελεο ζηε 

f
C , ζηα ζεκεία κε 

               ηεηκεκέλε 2  θαη 4  ζπληξέρνπλ κε ηελ επζεία 3x      

 
 

8.     Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f 
είλαη γλεζίωο κνλόηνλε  

 

 

              Αλ ε f 
δελ είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην   , ηόηε ππάξρεη 

0
x  , ώζηε 

              f 
  γλεζίωο θζίλνπζα ή γλεζίωο αύμνπζα ζην 

0
[ ]x  θαη f 

  γλεζίωο 

              αύμνπζα ή γλεζίωο θζίλνπζα ζην 
0
,[ ]x  ,   , είλαη 

0
x    

              0
f fx    

,θαη 0
f fx    

 ή 0
f fx    

θαη 0
f fx    

 

               Υπνζέηνπκε 0
f f fx      

ή 0
f f f x      

, νπόηε  

               0 0
f f f ,fx x         

, έζηω 
0

f fx    
, ηόηε  

               
0

f ,fx    
, νπόηε από ην ζεώξεκα ελδηάκεζωλ ηηκώλ , ππάξρεη  
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0

x   θαη 
0
,x   , ώζηε f f      

, άξα ε ζπλάξηεζε  

              f 
ηθαλνπνηεί ηηο  πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle ζην     , άξα  

               ππάξρεη  
0       , ώζηε 

0
f 0   

, άηνπν , άξα ε ζπλάξηεζε f 
 

               είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην  , όκνηα όηαλ 0
f f f x      

 

 

9.     Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή 

 

              Από ην εξώηεκα 3  
1 2
    θαη 

1 1
f f      

θαη ε ζπλάξηεζε f 
 

              είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ,  άξα είλαη γλεζίωο αύμνπζα , νπόηε ε ζπλάξηεζε  

             f είλαη θπξηή 

 

 

10.    Να απνδείμεηε όηη δελ ππάξρεη εθαπηνκέλε ηεο 
f

C ε νπνία 

   λα δηέξρεηαη  από ην ζεκείν 
 

 

               y 11 f x    θαη x , αλ ππάξρεη εθαπηόκελε ηεο 
f

C  ε νπνία λα  

               πεξλάεη από ην ζεκείν
 
 ,ηόηε ηα ζεκεία yx,   ηεο εθαπηνκέλεο 

               κε x  , βξίζθνληαη θάηω από ηε  
f

C εθηόο από έλα , όκωο ην 
 

              
είλαη πάλω από ηε 

f
C  , επνκέλωο δελ ππάξρεη εθαπηνκέλε ηεο 

f
C  ε νπνία 

               λα δηέξρεηαη  από ην ζεκείν  
 

   Αλ επηπιένλ ηζρύεη f 5  
θαη 

5

3
f d 12x x    , ηόηε  

 

11.    Να απνδείμεηε όηη από ην ζεκείν (3,0) δηέξρνληαη δύν 

   εθαπηόκελεο    ηεο 
f

C
 

 

              
 Έζηω f ζεκείν ηεο 

f
C  θαη y f f x      

ε  

               εθαπηνκέλε ζηε 
f

C ζην f  , αλ ην (3,0) αλήθεη ζηελ    

              ηόηε f f   
, έηζη αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ππάξρεη   

              ώζηε  f f 0  
.  

               Θεωξνύκε ζπλάξηεζε g , κε g f fx x x x       
, g ζπλερήο  

              ζην  ωο απνηέιεζκα πξάμεωλ κεηαμύ ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ , g θαη   
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              g f   
, άξα ε ζπλάξηεζε g  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο 

              ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano  ζην [1,3], άξα ππάξρεη 1,3 ώζηε g 0   

               νπόηε f f 0  
 

              ζεωξνύκε ηελ επζεία y f f 6x       
, γηα  

              3x  θαη y 0 έρνπκε f f 3    
, όκωο από ηηο  

              ζρέζεηο  ( 1 ) θαη ( 2 ) έρνπκε f f    θαη f f   
 

               νπόηε f f 3 f f         
, δειαδή νη  

               ζπληεηαγκέλεο ηνπ (3,0) επαιεζεύνπλ ηελ εμίζωζε ηεο 
   

               επνκέλωο από ην (3,0) δηέξρνληαη δύν επζείεο νη νπνίεο εθάπηνληαη  

               ζηε γξαθηθή παξάζηαζε  
f

C  ηεο ζπλάξηεζεο f
 

 

12.    Να απνδείμεηε όηη θάζε επζεία ε νπνία εθάπηεηαη ζηε 
f

C ηέκλεη  

   ηελ επζεία x   
 

               Η ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  , αλ ππάξρεη εθαπηνκέλε ηεο 
f

C
 

               ζε ζεκείν 
0

x  ε νπνία δελ ηέκλεη ηελ επζεία x  , ηόηε ζα είλαη  

              παξάιιειε κε ηελ x  , επνκέλωο δελ ζα νξίδεηαη ζπληειεζηήο  

              δηεύζπλζεο,  δειαδή ε ζπλάξηεζε f  δελ ζα είλαη παξαγωγίζηκε ζην   

               άηνπν, άξα θάζε εθαπηνκέλε ζηε  
f

C  ηέκλεη ηελ επζεία x 
 

        

13.    Να απνδείμεηε όηη θάζε επζεία ε νπνία δελ είλαη παξάιιειε ζηνλ 

   y y έρεη κε ηε  
f

C ην πνιύ δύν θνηλά ζεκεία 

 

               Έζηω  επζεία  , ε νπνία έρεη κε ηε 
f

C  ηξία θνηλά ζεκεία κε ηεηκεκέλεο  

               , ,     , κε      ηόηε ε  f ηθαλνπνηεί ην από ην ζεώξεκα κέζεο  

              ηηκήο  ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα [ , ]    θαη [ , ]   , νπόηε ππάξρνπλ  

               ,  , κε ,     θαη ,      , ώζηε 
f f

f  


 

   
    

 


  

               θαη 
f f

f  


 

   
    

 


, άηνπν ,γηαηί ε f 
είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

              άξα θάζε επζεία ε νπνία δελ είλαη παξάιιειε ζηνλ y y  έρεη κε ηε  
f

C
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ην πνιύ δύν θνηλά ζεκεία 

   

14.    Να γίλεη πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f  

 

   Σην ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε  

              ηεο ζπλάξηεζεο f  
 

        

15.    Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ  

   πνπ πεξηθιείεηαη  από ηε 
f

C θαη ηελ  

    επζεία y   

 

              Από  ππόζεζε 
5

3
f d 12x x    

               άξα  
5

3
f d 12x x   θ, ζέηνπκε ux   

               νπόηε θαη 
3

1
f d 12x x    

               
άξα ην δεηνύκελν  εκβαδόλ  είλαη 24 16      

 


