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Οη πξάμεηο ηωλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαη νη ηδηόηεηεο ηνπο 
 

Γπλάκεηο 
 

Οξηζκόο: 




      
 παξάγνληεο

... ,   1 ,  .   

                 Αθόκε νξίδνπκε όηη:   1  θαη κε   0 : 



    



0 1
1  . 
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3. 







 


                           4. 





  
  

  
   5.  


     

 

 ΓΙΟΦΑΝΣΟ΢  (200 – 284 κ.Φ ) ( «παηέξαο ηεο άιγεβξαο»)  

(Λαηηληθή κεηάθξαζε ησλ Αξηζκεηηθώλ, 1621) 

 Σην έξγν ηνπ  Αξηζκεηηθά,  ππάξρεη  ζπζηεκαηηθή ρξήζε 

ζπληνκεύζεσλ γηα ηηο δπλάκεηο ησλ αξηζκώλ θαζώο θαη γηα ηηο ζρέζεηο 

θαη πξάμεηο ησλ αξηζκώλ. 

Έλαο άγλωζηνο αξηζκόο ζπκβνιίδεηαη από έλα ζύκβνιν πνπ κνηάδεη 

κε ην γξάκκα ο (ίζσο, πξνέθπςε από ην ηειεπηαίν γξάκκα ηεο ιέμεο 

αξηζκόο) , ην ηεηξάγωλν ηνπ ζπκβνιίδεηαη Γ
Τ
,  ν θύβνο ηνπ σο Κ

Τ
, ε 

ηέηαξηε δύλακε (πνπ νλνκάδεηαη ηεηξάγσλν-ηεηξάγσλν) σο Γ
Υ
Γ, ε 

πέκπηε δύλακε ή ηεηξάγσλν-θύβνο σο ΓΚ
Υ 

θαη ή έθηε δύλακε ή θύβνο-θύβνο σο Κ
Υ
Κ.  

Έηζη, ην x
2
 ζπκβνιίδεηαη Γ

Υ
, ην x

3 
Κ

Υ
, ην x

4
 Γ

Υ
Γ, x

5
 ΓΚ

Υ
, ην x

6
 Κ

Υ
Κ θνθ.  

Φξεζηκνπνηεί επίζεο όξνπο θαη ζύκβνια γηα ηνπο αληίζηξνθνπο ηωλ δηάθνξωλ 

δπλάκεωλ, δειαδή γηα ηνπο 1/x, 1/x
2
…, όπσο γηα παξάδεηγκα επεηδή γ = 3, ην γ΄= 1/3, 

θαη επεηδή ηα = 11, ην ηα΄= 1/11 θιπ (δειαδή ην αληίζηνηρν αξηζκεηηθό ζύκβνιν κε έλα 

ηόλν), ν Γηόθαληνο ρξεζηκνπνηεί έλα ζεκάδη δίπια από ηα ζύκβνια γηα ηνπο x
2
, x

3
, 

…πξνθεηκέλνπ λα ζπκβνιίζεη ηνπο αληίζηξνθνπο ηνπο. Η πξόζζεζε όξσλ γίλεηαη απιά 

κε ηελ παξάζεζε ησλ ζπκβόισλ ησλ όξσλ, ελώ γηα ηελ  αθαίξεζε  ηνπνζεηεί έλα 

γξάκκα, κπξνζηά από ηνπο πξνο αθαίξεζε όξνπο. Με απηνύ ηνπ είδνπο ηνλ 

ζπκβνιηζκό, ν Γηόθαληνο είλαη ζε ζέζε λα γξάςεη πνιπώλπκα  ζρεδόλ όζν ζύληνκα ηα 

γξάθνπκε θη εκείο ζήκεξα.  

Τν πνιπώλπκν 2x
4
 +3x

3
 – 4x

2
 + 5x – 6 γηα παξάδεηγκα γξάθεηαη θάπσο έηζη 

ΓΓ2Κ3x5ΜΓ4κ6 όπνπ ηα γξάκκαηα Γ, Κ, x, Μ θαη κ έρνπλ ηε ζέζε ηνπ «ηεηξάγσλν», 

«θύβνο», «άγλσζηνο», «κείνλ» θαη ηεο «κνλάδαο» αληίζηνηρα, θαη ηα ζεκεξηλά ςεθία 

αληηθαηέζηεζαλ ηα ειιεληθά αιθαβεηηθά ζύκβνια πνπ ρξεζηκνπνηνύληαλ ηελ επνρή 

ηνπ Γηόθαληνπ. 

Γλσξίδεηε κε πνηά ειιεληθά γξάκκαηα ζπκβόιηδαλ ηνπο αξηζκνύο; 

…………………………………………………………………………………… 

 Να γξάςεηε κε ηνλ ζπκβνιηζκό ηνπ Γηόθαληνπ ην πνιπώλπκν  

3x
4
 – 5x

3
 + 6x

2
 – x + 2  ………………………………………………………….. 
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ΓΤΝΑΜΔΙ΢ 

  Newton, Isaac, 1643 – 1727) Arithmetica Universalis, translated by 

D. T. Whiteside, Cambridge     University Press, 1972. : 

Απόζπαζκα: 

Δάλ κία πνζόηεηα πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηνλ εαπηό ηεο, γηα ζπληνκία ν 

αξηζκόο ησλ παξαγόλησλ ζπλήζσο πξνζαξηάηαη. Έηζη, ζηε ζέζε ηνπ 

aaa γξάθνπκε a
3
, ζηε ζέζε ηνπ aaaa 

γξάθνπκε a
4
, ζηε ζέζε ηνπ aaaaa γξάθνπκε  a

5
θαη ζηε ζέζε ηνπ  aaabb 

γξάθνπκε a
3
bb ή a

3
b

2
. Δάλ αο πνύκε, ην a είλαη 5 θαη ην b είλαη 2, ηόηε 

ην a
3
 είλαη 5×5×5 ή 125, ην a

4
, ζα είλαη  5×5×5×5 ή 625, θαη ην a

3
b

2
 ζα είλαη  

5×5×5×2×2 ή 500. Δδώ ζεκεηώζηε όηη έλαο αξηζκόο γξακκέλνο ακέζσο κεηαμύ δύν 

κεηαβιεηώλ ζρεηίδεηαη πάληα κε απηή πνπ πξνεγείηαη. Έηζη ην «3» ζηε πνζόηεηα a
3
b

2 

δελ ζεκαίλεη όηη ην b
2
 πξέπεη λα παξζεί 3 θνξέο, αιιά δειώλεη όηη ην a  πξέπεη λα  

πνιιαπιαζηαζηεί κε ηνλ εαπηό ηνπ δύν θνξέο. Παξαηεξείζηε επίζεο όηη απηέο νη 

πνζόηεηεο ιέγεηαη όηη είλαη ηόζσλ δηαζηάζεωλ, δπλάκεσλ όζσλ πεξηιακβάλνπλ 

παξαγόλησλ ή πνζνηήησλ πνπ πνιιαπιαζηάδεη ε κία ηελ άιιε, θαη όηη ν αξηζκόο πνπ 

πξνζαξηάηαη νλνκάδεηαη ν δείθηεο ηεο δύλακεο ή δηάζηαζε ηνπο. Έηζη ην a
2
 είλαη δύν 

δηαζηάζεωλ ή δπλάκεωλ, ελώ ην a
3
 θαζώο ν πξνζαξηεκέλνο αξηζκόο «3» δείρλεη, είλαη 

ηξηώλ. Δπίζεο ν  a
2
 απνθαιείηαη ην ηεηξάγσλν, ν  a

3
 ν θύβνο, ν a

4
 ην ηεηξάγσλν-

ηεηξάγσλν (ηέηαξηε δύλακε), ν  a
5
 ην ηεηξάγσλν-θύβνο (πέκπηε δύλακε), ν a

6
 σο ν 

θύβνο-θύβνο (έθηε δύλακε), ν a
7
 σο ηεηξάγσλν-ηεηξάγσλν-θύβνο (έβδνκε δύλακε) θαη 

νύησ θαζεμήο.  

 

Αζθήζεηο 
 

1. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   α)  
3

2 4x 5x   β) 2 4x x   γ)  
5

2
3x




 
  

     δ)    
3 2

2 22x : x



 

   ε)  
2

3 3xy x y      ζη)    2 22x 2x      δ)    
3 4 5x x x     

   ε) 
3 6

4 2

6x y

2x y




       ζ) 

 

2 4

3
3 7

x x

x x

 


    η) 

2 8 4 6

3 5 5 2

4 2
:

x y x y 

   

 
 

   θ) 

3 2
2 1 3 2

2 42
2 2


       

     
   

  ι) 

 

   

 

4 8
20 2 2100 8 4

2 39
49 3 2 6 14

813
:

9 3

 


  

    

    
 

 

2. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο σο κία δύλακε: 

   
77 77 773 3 3       

102 101 1002 2 2           
59 292 4    

17 18 18 172 3 2 3      

 

3. Αλ νη αξηζκνί α,β είλαη αληίζηξνθνη, λα απνδείμεηε όηη:   

           
 

   

2

47 3

0 1
18 2 7

: 1









     
 

   
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4. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  
 

 

 
33 212 4 2 5

2 2 4
5 3 5a

 


 

     
    

     

 γηα  

      1821   θαη 
1

1821
  . 

 

5. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 
5 10 15 20

25 5 20

25 15 12 14

6 32 35

  
 

 
. 

 

Σαπηόηεηεο 

1.       
2 2 2

2        2.       
2 2 2

2  

3.          
3 3 2 2 3

3 3       4.          
3 3 2 2 3

3 3  

5.       2 2
             6.          3 3 2 2

      

7.         3 3 2 2
 

8.               
2 2 2 2

2 2 2  

 

6. Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)  
2

2 5         β)  
2

6 3x 2x  γ)  
2

3x y       δ)  
2

5 6     

ε)   2 3 2 3          ζη)   x 5 5 x   δ)   x 2y x 2y    

ε)  
3

2x 5y        ζ)  
3

2x 2   η)   2x 1 x x 1    

θ)   22 1 4 2 1       ι)    
2 2

4 x 3 2x 3    

κ)       
3 3

2 2 3 1 3 3       

 

7. Με ηε βνήζεηα ησλ ηαπηνηήησλ λα βξείηε ηηο παξαθάησ ηηκέο: 

   α) 
2 2504 502  β) 

6 210 999     γ) 997 1003     δ)
2 288 2 88 12 12               

   ε) 2999 2 999 1    ζη) 
2101     δ) 

299  

8. α) Να απνδείμεηε όηη 

2 2
1 1

x x 4
x x

   
      

   
 

    β) Να ππνινγίζεηε ηε παξάζηαζε 

2 2
1 1

1821 1821
1821 1821

   
       

   
. 

9. Αλ 
1

x 6
x

  , λα ππνινγίζεηε ηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ παξαζηάζεσλ: 

α) 
2

2

1
x

x
  β) 

3

3

1
x

x
  

10. Να απνδείμεηε όηη ην πνιπώλπκν        
2 2 2

P x 3x 1 4x 3 5x 3       είλαη  

    ζηαζεξό. 
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Παξαγνληνπνίεζε 
 

Η δηαδηθαζία κε ηελ νπνία κία παξάζηαζε, πνπ είλαη άζξνηζκα κεηαηξέπεηαη ζε 

γηλόκελν παξαγόληωλ, ιέγεηαη παξαγνληνπνίεζε. 

α) Κνηλόο παξάγνληαο 

Αλ όινη νη όξνη κηαο παξάζηαζεο έρνπλ θνηλό παξάγνληα, ηόηε ε παξάζηαζε 

κεηαηξέπεηαη ζε γηλόκελν κε ηε ρξήζε ηεο επηκεξηζηηθήο ηδηόηεηαο. 

π.ρ:  x y z x y z        

 

β) Οκαδνπνίεζε 

Σηελ παξάζηαζε x y x y     δελ ππάξρεη θνηλόο παξάγνληαο ζε όινπο ηνπο 

όξνπο. Όκσο αλ από ηνπο δύν πξώηνπο όξνπο βγάινπκε θνηλό παξάγνληα ην α θαη από 

ηνπο δύν ηειεπηαίνπο ην β ε παξάζηαζε γίλεηαη: 

   x y x y     θαη έηζη ζρεκαηίδνληαη δύν θαηλνύξγηνη όξνη κε θνηλό παξάγνληα 

ην x y .  Οπόηε: 

      x y x y x y x y x y             

   

γ) Γηαθνξά ηεηξαγώλωλ:       2 2
 

π.ρ:   2 2 2x 4 x 2 x 2 x 2       

 

δ) Γηαθνξά - Άζξνηζκα θύβωλ 

         3 3 2 2
 θαη         3 3 2 2

 

π.ρ:   3 3 3 2x 8 x 2 x 2 x 2x 4       ,     3 3 3 2x 8 x 2 x 2 x 2x 4        

 

ε) Αλάπηπγκα ηεηξαγώλνπ 

      
22 2

2  θαη       
22 2

2  

π.ρ:  
22 2 2x 2x 1 x 2 x 1 1 x 1         ,    

22 2x 4x 4 x 2 x 2 2 x 2          

 

ζη) Παξαγνληνπνίεζε ηξηωλύκνπ 

    2 2x x x x x x x           

π.ρ:   2x 5x 6 x 2 x 3      κε 5 6      

 

11. Να παξαγνληνπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

  α) 2 2          β) 
29x 3x           γ)    x x 3 7 x 3    

  δ)    2 x 1 1 x           ε)    x y y x         ζη)      2x 3 x 5 x 2 x 5    
    

  
δ) 

29 x        ε) 
2 236 9                      ζ) 

6 4x y    

  η) 
4 4         θ) 

33x 3x          ι)  
2 22 4     

 κ)    
2 2

         λ)
5x 16x                      μ) 

3x 8            ν) 
38x 27  
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12. Να παξαγνληνπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο 

   α) x y x y          β) 
2x y xy x        γ) 2 2 1              δ) 

24x 4x 1      

   ε) 29y 12y 4      ζη) 3 2x 6x 9x               δ) 2x 7x 6            ε) 2x 6x 5 

   

13.  Να απινπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

  α) 
3 2

3

8 16

4

    

  
      β) 

2

2

x 3x 2

x 4

 


 

  γ)
2 2

2 2

3 4 9

2 3 4 12 9

    


      
   δ) 

2

3 2

4 2
:

8 2 4

   

     
 

 

14. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   α) 
4 2

3 2

8 16

4 4

   

    
     β) 

2 2

3 2

25 5 25

125 10 25

     


     
     

   γ) 
2 2

2

4x 4x 1 12x 3
:

6x 3x 2x

  


     δ)    

22 1 1x y x y


     

 

15. Γίλνληαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β, γ, δ κε β ≠ 0 θαη δ ≠ γ ώζηε λα  ηζρύνπλ:  

   4
 




 θαη 
1

4




  
 

   α) Να απνδείμεηε όηη 3   θαη 5   .   

   β) Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:
 

 
 

 

 

16. Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α,β,γ γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη όηη: 

       
2 3 4

  
   θαη 3 2 16    . 

 

17. Αλ 
 


 
, λα απνδείμεηε όηη: 

32 2

2 2

       
  

      
. 

 

Γηάηαμε πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 
 

Οξηζκόο:  Έλαο αξηζκόο α ιέκε όηη είλαη κεγαιύηεξνο από έλαλ αξηζκό β, θαη    

                  γξάθνπκε    , όηαλ ε δηαθνξά   είλαη ζεηηθόο αξηζκόο. 

                  Γειαδή    0 . 

Ιδηόηεηεο 

 2
0   γηα θάζε   (ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν όηαλ 0  )  

    - 
2 2

0 0  0         

    - 
2 2

0 0 ή 0        

  0  0 0        
Τν άζξνηζκα δύν ζεηηθώλ αξηζκώλ    

 είλαη ζεηηθόο αξηζκόο 
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  0  0 0        

 ,  ό 0 0


        


 

 ,  ό 0 0


        


 

              

        

 Αλ 0  , ηόηε:        

 Αλ 0  , ηόηε:        

                  

 Αλ , , , 0     , ηόηε:                  

 Αλ α,β ζεηηθνί αξηζκνί θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο, ηόηε: 
     . 

 Αλ α,β ζεηηθνί αξηζκνί θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο, ηόηε: 
     . 

 
18. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) 
2 4 4          β) 

2x 16 8x          γ)  
2 24 8      

   δ) 
2 2 3 0                ε) 

23x 4x 4 0          ζη) 
2 2 4 2 5 0       

   δ) 2 4 5 0         ε) 22 4 4 0           ζ)
 

2 2 2 2 2 0       

 

19. α) Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο x, y ηζρύεη:        

       
2 2 2 2(x 1) (y 3) x y 2x 6y 10         

      β) Να βξείηε ηνπο αξηζκνύο x, y ώζηε:
2 2x y 2x 6y 10 0      

 

20. Να απνδεηρζνύλ νη παξαθάησ πξνηάζεηο: 

α)
22x – 4x 5 0        γηα θάζε x     

β) 
2 2x y   12x 4y – 40    γηα θάζε x,y   

γ)  
22 2 1

–
4

      γηα θάζε α,β     

δ) 
2 2α β 25 6α 8β   γηα θάζε  α,β       

 

21. Να απνδείμεηε όηη:     
22 2 2 2x y x y      . 

 

22. Αλ x 2 , λα απνδείμεηε όηη: 3x 2 x 6   . 

 

23. Αλ x 1 , λα απνδείμεηε όηη: 5x 2 2x 5   . 

 

Τν άζξνηζκα δύν αξλεηηθώλ αξηζκώλ  

 είλαη αξλεηηθόο αξηζκόο 
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24. α) Αλ α,β νκόζεκνη λα απνδείμεηε όηη: 2
 
 

 
. 

    β) Αλ α,β,γ νκόζεκνη, λα απνδείμεηε όηη:   

                                         6            

 

25. Αλ 1  , λα απνδείμεηε όηη: 3 21   . 

 

26. Αλ 1   θαη 1   λα δείμεηε όηη  1
1

 


 
. 

 

27. Αλ 0  ηόηε 
2 2 

  2

   


 
. 

 

28. Αλ    λα δείμεηε όηη  
3 3 2 2  –    . 

 

29. Αλ 0 1   ,ηόηε 

α) λα απνδείμεηε όηη: 3  . 

β) λα δηαηάμεηε από ην κηθξόηεξν πξνο ην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο:  
3 1

0, , 1, , 


. 

 

30. Αλ 0  ,ηόηε: 

α) Να δηαηάμεηε από ηνλ κηθξόηεξν ζην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο 1,  ,  
 

 
. 

β) Να απνδείμεηε όηη πάλσ ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ν 



 βξίζθεηαη  

    πιεζηέζηεξα ζην 1 από όηη ν 



 . 

 

31. Αλ 6 x 8   θαη 2 y 3  , λα απνδείμεηε όηη: 

    α) 8 x y 11         β) 3 x y 6          γ) 18 2x 3y 25           δ) 
x 2

1 2
y 1


 


 

 

32. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο: 

  α) 
14 216 9   θαη 21 146 9   β) 

9 710 5  θαη 255    

 

33. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο: 

  α)  
2

x 1  θαη  2 x 5   β)  
2

x 3  θαη  2 2x 3    

 

34. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο:  

   α) 
2 2Α α β 13    θαη Β 4α 6β    β) 

2 2Α α β 20    θαη Β 8α 4β  . 
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35. Αλ 0   , λα ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο: 
2 2

2 2

 
 

 
 θαη 

 
 

 
. 

36. Αλ 0   , λα ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο:  
3

     θαη 
3 3   . 

 

 

37. Να δείμεηε όηη    
2
  3          γηα θάζε  α, β,γ . 

 

38. Αλ    θαη θ, ι, κ ζεηηθνί λα απνδείμεηε όηη  
 

  
   

   
. 

 

39. Οξζνγώλην παξαιιειόγξακκν έρεη κήθνο x εθαηνζηά θαη πιάηνο y εθαηνζηά,  

    αληίζηνηρα. Αλ γηα ηα κήθε x θαη y ηζρύεη: 4 x 7  θαη 2 y 3  ηόηε: 

   α) Να βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ  

      νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ.      

   β) Αλ ην x κεησζεί θαηά 1 θαη ην y ηξηπιαζηαζηεί, λα βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ  

      νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ  

      παξαιιεινγξάκκνπ.       

 

40. Γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α , β ηζρύνπλ: 2 4    θαη  4 3   . Να  

    βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή θαζεκηάο από ηηο  

     παξαζηάζεηο: 

    α)  2                                                                                   β)  
2 2                                                                                           

 

41. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο: 
2 22 9     θαη  2 3    ,  όπνπ ,  . 

   α) Να δείμεηε όηη:     2 2 22 6 9                    

   β) Να δείμεηε όηη:   , γηα θάζε ηηκή ησλ ,    .                          

   γ) Γηα πνηεο ηηκέο ησλ ,    ηζρύεη ε ηζόηεηα   ;  Να αηηηνινγήζεηε ηελ  

        απάληεζή ζαο.   

 

42. Γίλνληαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β, κε 0   θαη 0  . Να απνδείμεηε όηη: 

    α)  
4

4  


    β)  
4 4

16
  

       
    

                   

 

Απόιπηε ηηκή πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ 
 

Κη αθνύ νη έκπνξνη απ' ηα πινία βγάδνπλ πινύηε 

δίθην ζα 'ρσ λα αξρίζσ απ' ηε ζπληερλία εηνύηε. 

Τα πινία ζηε ζάιαζζα κε παληά θαη κε θνππηά, 

ηα βξήθαλ θαη ηα έθηηαμαλ γεσκεηξηθά κπαιά. 

Αβάθηα θη άγθπξεο, ηξνραιίεο θαη ππμίδεο, 

ηηο βξήθε ε ηέρλε ε γεσκεηξηθή θη εθείλεο. 
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Κη αλ πεηο γηα ηα βαξνύιθα θαη η' άιια κέξε, 

θη απηά ε γεσκεηξία ηα 'ρεη θαηαθέξεη. 

Μαξαγθνί, ραξάθηεο, μπινπξγνί θη νηθνδόκνη, 

δσγξάθνη, γιύπηεο θη άιινη πνιινί αθόκε, 

Κεληήζηξεο, ρξπζνρόνη, αλ έρνπλε κπαιό, 

ζηε γεσκεηξία ην ρξσζηάλ ην ράξηζκα απηό. 

Τν θάξν θαη η' αιέηξη πνπ ηξαβάλ ίζεο γξακκέο 

ε γεσκεηξία ηα θθηάλεη, αιιά θαη νη δνπιεηέο 

ησλ παπνπηζήδσλ ησλ ξαθηώλ κε θηνξηηνύξεο δηάθνξεο 

δελ πηάλνπλ θξάγθν αλ δελ έρνπλε αλαινγίεο άςνγεο. 

Κη νη πθάληξεο κε γεσκεηξία θάλνπλε ην δηθό ηνπο, 

ηεο θαληαζίαο άβαθα έρνπλ ηνλ αξγαιεηό ηνπο. 

Ο ηξνρόο πνπ γπξλά, ε πέηξα πνπ ιηαλίδεη, 

ν κύινο πνπ κε ην λεξό θαη ηνπο κνρινύο γπξίδεη, 

Δίλαη δνπιεηέο ηεο γεσκεηξίαο παξάμελεο θαη ζαπκαζηέο 

θη αλ δελ ηεο είρακε, κόλνη καο δελ ζα ηηο βξίζθακε πνηέο. 

Κη όια όζα γίλνληαη κε κέηξα θαη ζηαζκά, 

ρσξίο απόδεημε γεσκεηξηθή, πνηνο ζα ηα πάξεη ζνβαξά; 

Καη ηα ξνιόγηα πνύ γίλαλ ηηο ώξεο γηα λα ιέλε, 

ηελ πην κεγάιε εθεύξεζε πνπ έγηλε πνηέ, 

ηώξα πνπ ηα 'ρνπλ όινη θαλείο δελ ηα πξνζέρεη, 

ηελ ηέρλε πνπ 'ρνπλ κέζα ηνπο θαλείο δελ ηελ ακείβεη 

Μα αλ ήηαλ λα 'λαη ζπάληα θη έθηηαρλε θάπνηνο έλα 

κε γεσκεηξία άςνγε, ζα ην κάζαηλαλ όινη 

πσο απ' ηηο ηέρλεο όιεο πην ρξήζηκε είλαη κία, 

θαη ην όλνκα απηήο, Γεσκεηξία. 

Ρόκπεξη Ρέθνξλη, Ο δξόκνο γηα ηε γλώζε, 1551 

 

Οξηζκόο 

Η απόιπηε ηηκή ελόο πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε  θαη νξίδεηαη από 

ηνλ ηύπν: 
  

  
  

0

0
. 

 

΢πλέπεηεο ηνπ νξηζκνύ 

   1.  x x       2.    x 0 x 0  

   3.     x y 0 x y 0     4.  
 

2 2
x x ,  . 

   5.   x y x y  ή  x y     6. x x  θαη  x x  γηα θάζε x        

   7.   x x x  γηα θάζε x  

 

Απόζηαζε δύν αξηζκώλ 

Αλ ζεσξήζνπκε δύν αξηζκνύο α,β πνπ παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα ζεκεία Α 

θαη Β αληίζηνηρα, ηόηε ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απόζηαζε ησλ αξηζκώλ α θαη 

β θαη ηζρύεη:     d ,     

Δίλαη πξνθαλέο όηη d(α,β) = d(β,α) 
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43. Να απινπνηεζεί ε παξάζηαζε : 
2x 1 3y 2 x y z

3 2
1 2x 2 3y y x z

   
 

   



  

 

44. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο απόιπηε ηηκή 

x 2 3x 5        x 3 2x 1      

x 3 2 x 1 x          2x 2 3 x 3 3x 1          

 

45. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο απόιπηε ηηκή: 

 2 x 1 3 x                                  B x 3 3 x 1 1      

  2x 2 3 x 3 2 x 4                      
2x 2x 1     

 

46. Αλ x 1 , λα γξάςεηε ρσξίο ηηο απόιπηεο ηηκέο, ηελ παξάζηαζε:            

          A x 3 2 x 1 2 x       

 

47. Αλ x 2 , λα γξάςεηε ρσξίο ηηο απόιπηεο ηηκέο, ηελ παξάζηαζε:     

      A x 2 2 3 x x 4       

 

48. Αλ 1 x 2   λα απινπνηεζεί ε παξάζηαζε x 2 x 1 3 x      . 

 

49. Γίλεηαη ε παξάζηαζε: A x 1  y 3     , κε x, y πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο, γηα ηνπο  

     νπνίνπο ηζρύεη:  1 x 4  θαη  2 y 3  .Να απνδείμεηε όηη:  

    α)  A x y 2      β)  0 A 4  .   

 

50. Αλ  x 1,2 , λα απνδείμεηε όηη: 3 x x 1 2 3 x 5      . 

 

51. Γίλεηαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο x γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη: x 2 3   

   α) Να απνδείμεηε όηη:  1 x 5   .       

   β) Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε: 
| x 1| | x 5 |

K
3

  
   

 

52. Γηα ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό x ηζρύεη:  d 2x,3 3 – 2x  

 α) Να απνδείμεηε όηη 
3

x
2

 .       

 β) Αλ 
3

x
2

  , λα απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε: K 2 x 3 2 3 x     είλαη  

    αλεμάξηεηε ηνπ x.                   

 

53. Αλ 0   , λα απνδείμεηε όηη: 
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   α) 0                      β) 2                   

 

54. Αλ 1    λα απνδείμεηε όηη: 

    α) 1 1        β)  2 2        

 

55. Αλ x    λα δείμεηε όηη α x β x    . 

 

56. α) Αλ  ,  0   , λα απνδεηρζεί όηη: 2
 
 

 
 (1)          

      β) Πόηε ηζρύεη ε ηζόηεηα ζηελ (1);  Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

57. Αλ x y , λα απνδείμεηε όηη 
1

x y 2
x y

  


. 

58. Να απνδείμεηε όηη:  α) 
2

x 1

1 x 2



             β) 

2 2x y 2 xy   

 

59.  Αλ x 4   y 1   λα δείμεηε όηη x y 5   θαη 3y x 2 9   . 

   

60.  Αλ x 2 ,  y 3 ,  z 5   λα δείμεηε όηη x y z 10   . 

   

61. Αλ x α k    θαη x m   λα δείμεηε όηη  α β k m   . 

 

62. Γίλεηαη έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο x πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε:  d x,5 9 . 

   α) Να απνδώζεηε ηελ παξαπάλσ ζρέζε ιεθηηθά.  

   β) Με ρξήζε ηνπ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, λα παξαζηήζεηε ζε κνξθή  

       δηαζηήκαηνο ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ηηκώλ ηνπ x.    

   γ) Να γξάςεηε ηε ζρέζε κε ην ζύκβνιν ηεο απόιπηεο ηηκήο θαη λα επηβεβαηώζεηε  

      κε αιγεβξηθό ηξόπν ην ζπκπέξαζκα ηνπ εξσηήκαηνο (β).         

   δ) Να ρξεζηκνπνηήζεηε ην ζπκπέξαζκα ηνπ εξσηήκαηνο (γ) γηα λα δείμεηε όηη:
  

        
x 4 x 14 18    .      

 

63. Γίλνληαη ηα ζεκεία Α , Β θαη Μ  πνπ παξηζηάλνπλ ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ  

    αξηζκώλ ηνπο αξηζκνύο -2, 7 θαη x αληίζηνηρα, κε 2 x 7   . 

   α) Να δηαηππώζεηε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ησλ παξαζηάζεσλ: 

                i)  x 2    ii) x 7     

   β) Με ηε βνήζεηα ηνπ άμνλα λα δώζεηε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ αζξνίζκαηνο:   

         x 2 x 7   . 

   γ)  Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο A x 2 x 7     γεσκεηξηθά.                                 

   δ)  Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ην πξνεγνύκελν ζπκπέξαζκα. 
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64. Αλ γηα ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό x ηζρύεη  2x 1 1  , ηόηε: 

   α) Να απνδείμεηε όηη 0 x 1  .         

   β) Να δηαηάμεηε από ην κηθξόηεξν πξνο ην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο: 21,  x,  x .Να    

      αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.                        

 

65. Γίλνληαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α  θαη β γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη ε αλίζσζε 

       1 1 0    

   α) Να απνδείμεηε όηη ην 1 είλαη κεηαμύ ησλ α, β.       

   β) Αλ  επηπιένλ 4  , λα ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  

        1 1     . Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο είηε γεσκεηξηθά είηε  

      αιγεβξηθά.            

 

66. Γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β  ηζρύεη όηη 2 1   θαη 3 2   

   α) Να απνδεηρζεί όηη 1 3   .    

   β) Να βξεζεί κεηαμύ πνησλ αξηζκώλ βξίζθεηαη ν β .    

   γ) Να βξεζεί κεηαμύ πνησλ αξηζκώλ βξίζθεηαη ε παξάζηαζε 2 3  .  

   δ) Να βξεζεί κεηαμύ πνησλ αξηζκώλ βξίζθεηαη ε παξάζηαζε 



.      

 

Ρίδεο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 
 
Οξηζκόο 

Αλ 0  , ηόηε ηεηξαγωληθή ξίδα   , νλνκάδνπκε ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο 

εμίζσζεο 2
x   . 

Γειαδή ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνύ 0   ιέγεηαη ν αξηζκόο 0   πνπ αλ πςσζεί 

ζην ηεηξάγσλν καο δίλεη ηνλ α. 

 

Ιδηόηεηεο ηεηξαγωληθήο ξίδαο 

 

1. 
2       2.   

2

    , 0   

3.     , , 0     4. 
 



,  0,  0     

 

Οξηζκόο 

Αλ 0  , ηόηε λ-νζηή ξίδα    , νλνκάδνπκε ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο

x   . 

Γειαδή λ-νζηή ξίδα ηνπ αξηζκνύ 0   ιέγεηαη ν αξηζκόο x 0 πνπ αλ πςσζεί ζηε  

λ-νζηή καο δίλεη ηνλ α. 
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Ιδηόηεηεο λ-νζηήο ξίδαο 

 1.  
     

2.   Αλ 0   ηόηε 

      


     θαη     , ελώ αλ 0  , ηόηε 
       

3.        , , 0     4.  






 



, 0,  0     

5.   


     , 0    6.   
      , , 0    

7.  
      , 0     8.  

      

 
67. Να γξαθνύλ νη παξαθάησ παξαζηάζεηο ζε κνξθή θιάζκαηνο κε ξεηό  

     παξνλνκαζηή:   
1

23
 3

25
 4

32


 

 
68. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο νξίδνληαη νη παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

    α) x 1    β) 2x 2 3 x 3               γ) 2 x 1         

   δ) 
2x 2x 1     ε) 

3x

x x
        ζη) 

3 x

x


  

   δ) x 3               ε) 2x 1 4x x 2            ζ) 3 x 2   

   η) 
2x 4x 4    θ) 

4x 5

x x




         ι) 

4 x

x 1




 

 

69. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:   x 4 x 1 x 4 x 1        

   α) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε Α; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή  

        ζαο.   

   β) Να απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε Α είλαη ζηαζεξή, δειαδή αλεμάξηεηε ηνπ x. 

 

70. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:
2x 4 x 4     

   α) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε Α; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή  

     ζαο θαη λα γξάςεηε ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ηηκώλ ηνπ x ζε κνξθή  δηαζηήκαηνο.      

   β) Γηα x 4 ,λα απνδείμεηε όηη:  
2A A 2 (10 5)     .   

 

71. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:
55B (x 2)   

   α) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε Β; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή  

     ζαο θαη λα γξάςεηε ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ηηκώλ ηνπ x ζε κνξθή δηαζηήκαηνο.       

   β) Γηα x 4 ,λα απνδείμεηε όηη:  
2 4B 6B B     
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72. Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x ηζρύεη ε ηζόηεηα: 24x 1 2x 1  2x 1   

 

73. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:
2 2x 4x 4 x 6x 9

K
x 2 x 3

   
 

 
 

  α) Να βξεζνύλ νη ηηκέο πνπ πξέπεη λα πάξεη ην x, ώζηε ε παξάζηαζε Κ λα έρεη  

     λόεκα πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ.     

   β) Αλ 2 x 3   ,  λα απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε Κ ζηαζεξή, δειαδή  

     αλεμάξηεηε ηνπ x.  

 

74. Να απνδείμεηε όηη:    
2 2

1 3 1 3 2    . 

 

75. Αλ 2 x 3    λα   ππνινγηζηεί ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

           2 2Α x 4x 4 9 6x x      . 

 

76. Να απνδείμεηε όηη:     

   α) 3 7 2 7 2 3       β) 
3 33 2 13 3 13 3 2      

 

77. Να απνδείμεηε όηη:   

   α) 
7 3 5

27 3 7 3
 

 
  β)  

   
2 2

1 1
5 23

5 23 5 23

 

 

 

78. Αλ είλαη  A 2 3, B 2 3      , ηόηε: 

  α) Να απνδείμεηε όηη A B 1  .   

  β) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 
2 2A B   .           

 

79. Να απνδείμεηε όηη:  

   α) 
75 147

6
192 108





      β) 

3 33 3 32 3 16 2 54 250 6 2      

 

80. Να απινπνηεζνύλ νη παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   
20 2 8 3 12

45 2 18 3 27
 

 

 
              

33 38 2 1 27             

    
3 316 3 54         

3 548 81 32     

 

81. α) Να βξεζνύλ ηα x  γηα ηα νπνία νξίδεηαη ε παξάζηαζε 23
1

x 4
x 1

 


 . 

     β) Aλ x 2  λα ππνινγηζηεί ε ηηκή ηνπ Κ θαζώο θαη ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο   

          
32 2

3

2

2 2 1





 . 
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82. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) 6 5 3 33 3 3 3 9    β)  
4 125 92 2 4       γ) 

4 33
4 3

6 5

x x x
x

x

 
  

   δ) 12 113 42 4 8 2 2    ε) 
5 3 39 3 27 9            ζη)

3 2 4
12 5x x

x , x 0
x


   

 

83. Να απνδείμεηε όηη:  α) 
6 3 5 5123 9 3 3   β) 

10 3 62 2 2 2   

 

84. Να απινπνηεζνύλ νη παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   
4 2A x 2x 1                 x y 2 xy    , , y 0               4 2 3          

85. Να απινπνηεζνύλ νη παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   2A x 6x 9                 B 7 2 10                     8 2 15          

 

86. Να απνδείμεηε όηη ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνύ 43 24 3 είλαη ν αξηζκόο  

    3 3 4 θαη ζηε ζπλέρεηα λα απινπνηήζεηε ηε παξάζηαζε   

   43 24 3 43 24 3    . 

 

87. Να ηξαπνύλ ηα παξαθάησ θιάζκαηα ζε ηζνδύλακα κε ξεηό παξνλνκαζηή: 

    α) 
1

2
       β) 

2

6
       γ) 

3

2

5
       δ) 

1

2 2
 ε)  

4

4

8
     ζη) 

7 3

1

2
 

 

88. Να ηξαπνύλ ηα παξαθάησ θιάζκαηα ζε ηζνδύλακα κε ξεηό παξνλνκαζηή. 

    α)  
2

5 3
                            β) 

2

5 1
                             γ)

3

1

2 1
 

 

89. Nα κεηαηξαπνύλ ηα παξαθάησ θιάζκαηα ζε ηζνδύλακα κε ξεηό παξνλνκαζηή:   

7 2

3


           

3 3

2

9 7
        

2

1 3 2 
     

 

90. Να δείμεηε όηη ν αξηζκόο 2 1 είλαη ε θπβηθή ξίδα ηνπ αξηζκνύ 5 2 7 . 

 

91.  Aλ 7 4 3 7 4 3     λα ππνινγίζεηε ην Α
2
 θαη ην Α. 

 

92. Γίλνληαη νη αξηζκνί: 
6A ( 2)  θαη  

63( 2)   

   α) Να δείμεηε όηη:   4         

   β) Να δηαηάμεηε από ην κηθξόηεξν ζην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο:
32,1, 2  
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93. Γίλνληαη νη αξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο:    
6 6

32 , 3     θαη  
6

6 6   

   α) Να δείμεηε όηη: A B 23                

   β) Να ζπγθξίλεηε  ηνπο αξηζκνύο: 3 3  θαη 6 6 . Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζε. 

94. Αλ είλαη 3 5, 3    θαη 
6 5   , ηόηε: 

   α) Να απνδείμεηε όηη 15            β) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο Α, Β .    

 

95. α) Να δείμεηε όηη :
33 30 4  . 

    β) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο 
3 330, 6 30      

 

96. Να απνδείμεηε όηη:  

   α) 
5 35 3                       β) 7 3 21 1                  γ) 8 2 10 5 2    

 

97. Να απνδείμεηε όηη:    

   α) 
6 56 5                   β) 6 5 30 1                    γ) 12 2 30 6 5    

 

98. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο 7 2  θαη 8 3 . 

 

99. Να ζπγθξίλεηαη ηνπο αξηζκνύο:   

   α)  
3 3  θαη                 β)  θαη 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


